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Классическая Фурье-обработка финитных информационных дис-
кретных сигналов (ФИД сигналов) является важнейшим методом 
цифрового анализа, моделирования, оптимизации, совершенствова-
ния управления и принятия решений. Теоретическая основа классиче-
ской Фурье-обработки ФИД сигналов – дискретное преобразование 
Фурье (ДПФ). Практическая основа классической Фурье-обработки 
ФИД сигналов – быстрое преобразование Фурье (БПФ). Практика 
применения классической Фурье-обработки ФИД сигналов, подтвер-
див ее эффективность, выявила и ряд негативных эффектов прису-
щих этому виду цифровой обработки сигналов (ЦОС). Эффект нало-
жения (aliasing effect), гребешковый эффект (scalloping effect), эффект 
частокола (picket fence effect), существенно влияют на результатив-
ность анализа, моделирования, оптимизации, совершенствования 
управления и принятия решений. Для повышения эффективности и 
результативности Фурье-обработки ФИД сигналов авторами данной 
работы разработано обобщение теоретической основы классиче-
ской Фурье-обработки – ДПФ в виде параметрического преобразова-
ния ДПФ (ДПФ-П). Поскольку непосредственное применение пара-
метрической Фурье-обработки ФИД сигналов (как и применение клас-
сической Фурье-обработки ФИД сигналов) требует выполнения N2 
комплексных умножений, то для практической реализации этого вида 
ФИД сигналов необходимы быстрые процедуры. Цель исследования: 
разработка алгоритмов быстрого параметрического дискретного 
преобразования Фурье (БПФ-П). В работе разработаны быстрые 
процедуры реализации ДПФ-П прореживанием по времени. Предложе-
ны параметрические БПФ-П с замещением (in place) и без замещения 
(no place). Дана оценка эффективности алгоритмов БПФ-П. Практи-
ческая значимость работы заключается в том, что разработанные 
алгоритмы параметрического быстрого преобразования Фурье поз-
воляют сократить вычислительные затраты на выполнение пара-
метрических дискретных преобразований на три и более порядков. 

УДК 621.372 

АЛГОРИТМЫ ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО БЫСТРОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ 

Пономарева О.В., д.т.н., профессор Ижевского государственного технического университета  
имени М.Т. Калашникова, e-mail: ponva@mail.ru; 
Пономарев А.В., к.э.н., доцент Ижевского государственного технического университета  
имени М.Т. Калашникова, e-mail: palexizh@gmail.com; 
Смирнова Н.В., к.т.н., доцент Севастопольского государственного университета, e-mail: yolkanv@gmail.com 

ALGORITHMS FOR PARAMETRIC FAST FOURIER TRANSFORM 

Ponomareva O.V., Ponomarev A.V., Smirnova N.V. 
Classical Fourier processing of finite information discrete signals (FID signals) is the most important method of digital analysis, 
modeling, optimization, improvement of control and decision making. The theoretical basis of classical Fourier processing of FID 
signals is the discrete Fourier transform (DFT). The practical basis of classical Fourier processing of FID signals is the Fast Fourier 
Transform (FFT). The practice of using classical Fourier processing of FID signals, having confirmed its effectiveness, revealed a 
number of negative effects inherent in this type of digital signal processing (DSP). The aliasing effect, scalloping effect, picket fence 
effect, significantly affect the effectiveness of analysis, modeling, optimization, improvement of management and decision making. 
To increase the efficiency of Fourier processing of FID signals, the authors of the paper have developed a generalization of DFT in 
the form of a parametric DFT (DFT-P). Since the direct application of parametric Fourier processing of FID signals (as well as the 
use of classical Fourier processing of FID signals) requires complex multiplications, fast procedures are required for the practical 
implementation of this type of FID signals. Purpose of the research is to develop algorithms for the fast parametric discrete Fourier 
transform (FFT-P). The work developed fast procedures for the implementation of DFT-P by time decimation. Parametric FFT-P with 
substitution (in place) and without substitution (no place) are proposed. The estimation of the efficiency of the FFT-P algorithms is 
given. The practical significance of the work is in the fact that developing algorithms for the parametric fast Fourier transform can 
reduce the computational costs of performing paramet-
ric discrete transformations by three or more or-
ders of magnitude.  

Key words: fast Fourier transform, finite 
signal, Fourier processing, problem, nega-
tive effects of discrete Fourier transform, 
basis, parametric DFT. 

 
Ключевые слова: быстрое преобразование 

Фурье, финитный сигнал, Фурье-обработка, про-
блема, негативные эффекты дискретного преоб-
разования Фурье, базис, варьируемый параметр.  

Введение  

Классическая Фурье-обработка финитных 
информационных дискретных сигналов (ФИД 
сигналов) нашла самое широкое приложение в 
системном анализе, управлении и обработке 
информации. Данный вид обработки ФИД сиг-
налов является важнейшим методом анализа, 
моделирования, оптимизации, совершенство-
вания управления и принятия решений с целью 
повышения эффективности функционирования 
сложных объектов исследования [1-9]. Теорети-
ческой основой классической Фурье-обработки 
ФИД сигналов является дискретное преобразо-
вание Фурье (ДПФ) [10-17]. Практической осно-
вой классической Фурье-обработки ФИД сигна-
лов являются быстрые алгоритмы реализации 
ДПФ – алгоритмы быстрого преобразования 
Фурье (алгоритмы БПФ). Практика применения 
алгоритмов БПФ, с одной стороны, подтвердила 
результативность преобразования ДПФ, с дру-
гой стороны, выявила проявление, ряда негатив-
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ных эффектов, присущих этому преобразованию [18-19]. 
Оказалось, что эффект наложения (aliasing effect), гре-
бешковый эффект (scalloping effect), эффект частокола 
(picket fence effect) и эффект утечки (leakage effect), су-
щественно влияют на результативность анализа и об-
работки информации. Для снижения влияния негатив-
ных эффектов ДПФ при Фурье-обработке ФИД сигналов 
было предложено их (ФИД сигналы) дополнять нулями 
(операция дополнения нулями – ОДН) [1-3, 20, 21]. Тео-
ретические исследования подтвердили, что применение 
ОДН к ФИД сигналам (получение ФИД-ОДН сигналов), 
позволяет существенно снизить влияние негативных 
эффектов ДПФ при Фурье-обработке ФИД сигналов. 
Практическая же Фурье – обработка ФИД – ОДН сигна-
лов выявила два существенных недостатка применения 
ОДН к ФИД сигналам: во-первых, необходимость обес-
печения систем Фурье-обработки ФИД-ОДН сигналов 
значительным объемом дополнительной памяти, во-
вторых, проведения непроизводительных вычислений с 
нулевыми отсчетами. В работах авторов [1, 2, 6] пред-
ложено обобщение ДПФ для обработки ФИД-ОДН сиг-
налов в виде параметрических ДПФ (ДПФ-П). Однако, 
чтобы воспользоваться преимуществами, которыми 
обладают ДПФ-П в сравнении с ДПФ, необходимы 
быстрые процедуры реализации ДПФ-П, поскольку па-
раметрические дискретные преобразования Фурье (как 
и дискретные преобразования Фурье) требуют выпол-
нения 2N  комплексных умножений. 

Цель исследования: разработка быстрых процедур 
реализации параметрического дискретного преобразо-
вания Фурье – алгоритмов быстрого параметрического 
дискретного преобразования Фурье с замещением и без 
замещения. 

Параметрическое дискретное  
преобразование Фурье  

ДПФ-П может быть представлено в алгебраической 
форме: 
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ДПФ-П может быть представлено в матричной форме: 
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Система параметрических ДЭФ (3) является полным, 
ортогональным параметрическим базисом ДПФ-П, свой-
ства которого подробно рассмотрена в монографии [1, 2]. 

Обратное ДПФ-П (ОДПФ) также может быть пред-
ставлено в двух формах – в алгебраической форме: 
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.
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1
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







. 

Отметим, что матрицей *
,NF  задается полный, орто-

гональный параметрический базис ОДПФ-П.  
В силу того, что параметрические экспоненциальные 

базисы прямого (3) и обратного (6) ДПФ-П мультиплика-
тивны только по одной переменной, соответственно по 
переменной n  и по переменной ,k  то существует толь-
ко один класс алгоритмов БПФ-П и только один класс 
алгоритмов ОБПФ-П. Для алгоритмов БПФ-П это класс 
быстрых алгоритмов с прореживанием по времени. Для 
алгоритмов ОБПФ-П это класс быстрых алгоритмов с 
прореживанием по частоте. Идея алгоритмов БПФ-П и 
ОБПФ-П в матричной форме заключается в факториза-
ции соответственно матриц ,NF  (3) и *

,NF  (6). Напом-

ним, что в теории матриц под факторизацией матриц 
понимается представление матриц в виде произведения 
слабозаполненных матриц (матриц, многие элементы 
которых нулевые). Рассмотрим алгоритм прямого пара-
метрического быстрого преобразования Фурье с проре-
живанием по времени и без замещения (no place).  

Алгоритм прямого параметрического быстрого 
преобразования Фурье с прореживанием  
по времени и без замещения (no place) 

Пусть ,srN   где r  – простое число. В этом случае 

любую k -строку матрицы ,NF  можно представить в 
виде: 
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,,...,[][ )1(,0,,  rkknk aaa   )( kr
NW ,...,0,ka   )( kr

NW

)1(, rka , 

 )(2 kr
NW ,...,0,ka  )(2 kr

NW )1(, rka ,…, 

 )()1( krs
NW ,...,0,ka  ( ) ( )s 1 r k

NW .   ])1(, rka . (7) 

Введя обозначение 

],...,[ )1(,0,
)1(

 rkkk aab , (8) 
запишем выражение (7) в более компактной форме: 

)1(
, [][ knk ba  , ],..., )1()()1()1()(

k
krs

Nk
kr

N bWbW    . (9) 

Поскольку функция nkW )(   периодична, можно по-

казать, что выражение (9) может быть представлено в s  
различных формах, соответствующих сравнению k  по 
модулю :s  

)1(
, [][ knk ba  , ],..., )1()()1()1()(

k
rs

Nk
r
N bWbW   , 0))(( sk ; 

)1(
, [][ knk ba  , ],..., )1()1()1()1()1(

k
rs

Nk
r
N bWbW    , 1))(( sk ; 

)1(
, [][ knk ba  , ],..., )1()1()1()1()1(

k
srs

Nk
sr

N bWbW    , 

)1())((  sk s , (10) 

где sk ))(( – символ операции сравнения k  по модулю .s  

С учетом выражения (10) матрица ,NF  может быть 

представлена в следующем виде: 
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. (11) 

Представленную таким образом матрицу ДЭФ-П можно разложить на множители: 

N , 1 1F F Q     (12) 
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где rI  – единичная матрица размером rr .  
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Если число s  не является простым числом, процедура факторизации может быть применена к матрице ,1Q  так как 

ее структура аналогична структуре исходной матрицы .,NF  Отличие будет лишь в том, что элементы матрицы 1Q  
являются матрицами размером rr :
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. . (13) 

Следовательно, если ,qlS   где l  – простое число, то, применяя процедуру факторизации к матрице ,1Q  

получим 221 QFQ   и 221, QFFFN  . 

Вводя обозначение ],...,,[ )()1()()1(
r

krl
Nr

kr
Nrk IWIWIb    , матрицу 1Q  можно представить как:
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, (14) 

где rlI  – единичная матрица размером lrlr  . 

Если и число q  составное, то процедура фактори-

зации применяется к матрице 2Q  и т.д. Очевидно, что 
чем большее число простых сомножителей содержит 
число ,N  тем более эффективны быстрые процедуры 
нахождения измерительного преобразования ДПФ-П за 
счет того, что матрица ,NF  может быть разложена на 

большее число слабозаполненных матриц. 
Согласно (2), измерение спектра ,NS  в базисе  

ДЭФ-П с учетом факторизации матрицы ,NF  прово-

дится в p  этапов согласно соотношению: 

N
SN

1
,  NpNN XFFF

N
XF  ...1

21, ,  (15) 

где ,1F ,...2F pF  – сомножители матрицы ДЭФ-П – ,NF . 

Рассмотрим пример. Матрица ,NF  размерностью 

,8N  согласно рассмотренному выше методу, факто-
ризуется следующим образом: 

321,8 FFFF  ; (16) 
где 
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Отметим, что матрицы ,,8 F  ,1F  ,2F  3F  приведены 

с минимальными фазами. Представим каждый из эта-
пов умножения вектора на матрицу (15) в виде двух-
дольного направленного графа. Поскольку матрицы 

,1F  ,2F  3F  являются слабозаполненными, то многие 
дуги двухдольного направленного графа отсутствуют. 
Объединение двухдольных направленных графов пред-
ставляет собой направленный граф – алгоритм прямого 
параметрического быстрого преобразования Фурье без 
замещения (no place).  

С учетом того, что ,10
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8
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8
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8 WW   

представим матрицы ,1F  ,2F  3F  в следующем виде: 
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Введем условное обозначение базовой операции ал-
горитма прямого БПФ-П с прореживанием по времени 
(«бабочки прямого БПФ-П») (рис. 1): 

 
Рис. 1. Условное обозначение базовой операции алгоритма 

прямого параметрического быстрого преобразования Фурье  
с прореживанием по времени 

С учетом «бабочки БПФ-П» и того, что ,10
8 W  

,0
8

)4(
8

   WW  ,…,)1(
8

)5(
8

   WW  )7(
8

W  

,)3(
8

 W  ,2
8

)24(
8

 WW   ,)22(
8

)26(
8

   WW  

 4
8

)44(
8 WW   на рис. 2 приведен направленный 

граф алгоритма прямого параметрического быстрого 
преобразования Фурье с прореживанием по времени и 
без замещения (no place). 

 
Рис. 2. Граф алгоритма прямого БПФ-П с прореживанием 

 по времени и без замещения (естественный порядок  
отсчетов на входе и выходе алгоритма) 

Преимуществом предложенного алгоритма БПФ-П 
является естественный порядок отсчетов спектра ДПФ-П 
на выходе алгоритма. Недостатком данного алгоритма 
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является необходимость оперативной памяти для хра-
нения, как входного сигнала, так и спектра. Рассмотрим 
алгоритм прямого БПФ-П с прореживанием по времени 
и с замещением, который требует в два раза меньших 
затрат памяти, поскольку выходной массив формирует-
ся на месте входного массива.  

Алгоритм прямого параметрического быстрого 
преобразования Фурье с прореживанием  
по времени и с замещением (in place) 

Пусть задан дискретный временной сигнал ),(nx  

,1,0  Nn  ,2rN   ,...3,2r . Разделим реализацию 
временного ряда )(nx  на две 2/N  – точечные после-

довательности )(1 nx  и ),(2 nx  которые состоят из чет-

ных и нечетных членов ),(nx  соответственно: 

)2()(1 nxnx  ;    )12()(2  nxnx ;    12/,0  Nn . (17) 
ДПФ-П последовательности )(nx  (1): 

,)(1),(
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представим в следующем виде: 
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Поскольку 2/
2
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Следовательно, преобразование (4) может быть по-
лучено из результатов двух ДПФ-П двух последова-
тельностей )(1 nx  и :)(2 nx  

),(),(),( 21   kSWWkSkS N
k
N  , 12/,0  Nk , 

где ),(1 kS  и ),(2 kS  – ДПФ-П последовательностей 

)(1 nx  и ),(2 nx  соответственно. 

Поскольку k
N

Nk
N WW  )2/(  для )1(,2/  NNk , то: 

],),2/[()]),2/[(),( 2
)2/(

1   NkSWWNkSkS N
Nk

N  

 12/,0  Nk . 
Данная процедура может быть продолжена до полу-

чения двухточечных ДПФ-П. Граф, иллюстрирующий 

измерения спектра данным алгоритмом для ,823 N  
приведен на рис. 3. 

Поскольку порядок коэффициентов ДПФ-П на выхо-
де алгоритма является двоично-инверсным, то необхо-
дим дополнительный алгоритм для упорядочивания 
коэффициентов ДПФ-П в естественном порядке. Это 

несколько усложняет алгоритм данного вида. Преиму-
ществом этого вида алгоритма БПФ-П является мень-
шая требуемая оперативная память, по сравнению с 
алгоритмом БПФ-П без замещения. 

 
Рис. 3. Граф алгоритма прямого БПФ-П с прореживанием  

по времени и с замещением (естественный порядок  
отсчетов на входе алгоритма, двоично-инверсный порядок 

отсчетов на выходе алгоритма) 

Эффективность алгоритма параметрического 
быстрого преобразования Фурье 

Непосредственная реализация прямого ДПФ-П как в 
алгебраической (1), так и в матричной (2) формах требу-
ет выполнения 2N  комплексных умножений. Очевидно, 
что ДПФ-П крайне неэффективно.  

Применение алгоритмов прямого БПФ-П позволяет 
резко сократить число комплексных операций при вы-
числении ДПФ-П. Из материалов, изложенных в преды-
дущих разделах настоящей статьи, непосредственно 
следует, что число комплексных умножений в алгорит-
мах БПФ-П равно .2/)log( 2 NN  Сокращение числа 
умножений в алгоритмах БПФ-П в сравнении с непо-
средственной реализацией ДПФ-П достигает значитель-
ных величин. Например, при 8192N  применение ал-
горитма БПФ-П позволяет сократить число комплексных 
умножений более чем в 1200 раз. 

Сокращение числа умножений в алгоритмах БПФ-П в 
сравнении с непосредственным вычислением ДПФ-П 
иллюстрируется рис. 4. 

 
Рис. 4. Число комплексных умножений при реализации прямого 

ДПФ-П и реализации прямого БПФ-П 
В настоящее время, в связи с развитием цифровых 

технологий, выполнение комплексных умножений не 
составляет основную долю объема вычислений при ап-
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паратурной реализации алгоритма БПФ. Учитывая 
структуры базовой операции БПФ-П, структуры их 
направленных графов, аналогичное утверждение спра-
ведливо и для аппаратурной реализации быстрых па-
раметрических дискретных преобразований Фурье. При 
этом важным показателем эффективности при аппара-
турной реализации алгоритмов БПФ-П становится об-
щий объем выполняемых действительных умножений и 
сложений.  

Вычислительные затраты на выполнение стандарт-
ного N -точечного комплексного ДПФ-П по основанию 2 

равны .2N  Поскольку комплексное умножение требует 
выполнения четырех действительных умножений и двух 
действительных сложений, то вычислительные затраты 
на выполнение стандартного N -точечного комплексно-

го ДПФ-П по основанию 2 равны 24N  действительных 
умножений и )1(2 NN  действительных сложений. По-
скольку каждая базовая операция БПФ-П требует одно-
го комплексного умножения и двух комплексных сложе-
ний, то выполнение одной базовой операции БПФ-П 
потребует выполнения четырех действительных умно-
жений и шести действительных сложений. Таким обра-
зом, вычислительные затраты на выполнение стан-
дартного N -точечного комплексного БПФ-П по основа-
нию 2 равны NN 2log2  действительных умножений и 

NN log3  сложений.  

Несложно установить, что выигрыш в числе дей-
ствительных умножений и действительных сложений, 
выполняемых при БПФ-П по отношению к числу дей-
ствительных умножений и действительных сложений 
ДПФ-П, определяется соотношением:  

 
Рис. 5. Отношение числа действительных умножений  

и сложений при реализации ДПФ-П к числу действительных 
умножений и сложений при реализации ДПФ-П 

Например, при 8192N  применение алгоритма 
БПФ-П позволяет сократить число действительных 
умножений и сложений более чем в 1250 раз. 

Заключение 

Классическая Фурье-обработка финитных информа-
ционных дискретных сигналов, основанная на теории 
дискретного преобразования Фурье как показала прак-
тика ее приложений, обладает кроме достоинств и ря-
дом недостатков. Недостатки классической Фурье-об-

работки вытекают из свойств ее теоретической основы. 
С целью повышения эффективности и результатив-

ности Фурье-обработки финитных информационных дис-
кретных сигналов авторами статьи предложено ее 
обобщение – теория параметрической Фурье-обработки. 
Обобщение основано на смене теоретической и практи-
ческой основы классической Фурье-обработки, а именно: 
применение теории параметрического дискретного пре-
образования Фурье и параметрического быстрого пре-
образования Фурье.  

Непосредственная реализация параметрической 
Фурье-обработки финитных информационных дискрет-
ных сигналов (как и их классической Фурье-обработки) с 
некоторым числом отсчетов требует выполнения квад-
рата этого числа комплексных умножений. Для практи-
ческой реализации параметрической Фурье-обработки 
финитных информационных дискретных сигналов необ-
ходимы быстрые процедуры ее реализации.  

В работе разработаны алгоритмы параметрического 
быстрого преобразования Фурье с прореживанием по 
времени с замещением (in place) и без замещения (no 
place). Дана оценка эффективности алгоритмов пара-
метрических быстрых преобразований Фурье. 

Практическая значимость работы заключается в том, 
что разработанные алгоритмы прямого и обратного пара-
метрического быстрого преобразования Фурье позволяют 
сократить вычислительные затраты на выполнение пара-
метрических преобразований на три и более порядков. 
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НОВЫЕ КНИГИ 

 

Умняшкин С.В.  
Основы теории цифровой обработки сигналов: Учебное пособие. Издание пятое, исправленное и 
дополненное. Москва: ТЕХНОСФЕРА, 2019. – 550 с.: ил. 

Учебное пособие предназначено для студентов вузов, обучающихся по направлениям подготовки 
бакалавров и магистров «Прикладная математика», «Информатика и вычислительная техника», и 
направлено на изучение теоретических основ цифровой обработки сигналов (ЦОС). Помимо базовых 
разделов ЦОС, связанных с цифровым представлением сигналов, анализом и синтезом цифровых 
фильтров, в пособии рассматриваются вопросы многоскоростной обработки сигналов, адаптивной 
фильтрации, дискретного спектрального анализа. Значительное внимание уделено таким специальным 
разделам ЦОС, как эффективное представление сигналов (сжатие данных), теория и приложения дис-
кретных вейвлет-преобразований. 

Пособие также может быть рекомендовано в качестве дополнительного учебного материала для  
других инженерных направлений подготовки, связанных с ЦОС (радиотехника, электроника, телекоммуникации и связь, автома-
тическое управление и др.). При этом базовая часть материала первых глав представляет собой основу для вводного курса (уровень 
бакалавриата), а в полном объеме учебное пособие ориентировано на более углубленное изучение теории ЦОС в магистратуре. 

 

Соловьев В.В.  
Проектирование функциональных блоков встраиваемых систем на FPGA – М.: Изд-во «Горячая 
линия-Телеком», 2020 г. – 348 м.: ил. 

Рассмотрены основы проектирования функциональных блоков, которые наиболее часто встреча-
ются во встраиваемых системах, на программируемых пользователем вентильных матрицах FPGA 
(field programmable gate array – FPGA). Рассмотрено проектирование на FPGA путем описания на языке 
Verilog и с помощью IP-ядер блоков памяти различного типа: одно-портовой, двух-портовой RAM, 
ROM, FIFO, LIFO, а также сдвиговых регистров в блоках встроенной памяти. Представлено несколько 
методик проектирования устройств управления: в виде микропрограммного автомата (МПА) по граф-
схеме алгоритма (ГСА), на основе блок-схем автоматов (ASM), а также на основе блок-схем автоматов 
с трактом обработки данных (ASMD) и конечных автоматов с трактом обработки данных (FSMD). 
Приведена методика проектирования на FPGA одно-тактового процессора, а также три методики про-
ектирования много тактовых процессоров. Особое внимание уделено отладке процессора PIC и оценке  

его производительности, приводятся рекомендации по увеличению производительности процессоров. Представлена общая ме-
тодология проектирования цифровых фильтров, рассмотрен пример разработки цифрового фильтра в системе MATLAB, моде-
лирования фильтра в системе ModelSim и реализация фильтра на FPGA в системе Quartus. Рассмотрены вопросы проектирова-
ния подсистем синхронизации встраиваемых систем на FPGA. Описаны принципы функционирования блоков фазовой автопод-
стройки частоты PLL, особенности архитектуры и функционирования блоков PLL в FPGA, а также способы конфигурирования 
блоков PLL в проектах на FPGA.  

Для специалистов в области разработки встраиваемых систем, научных работников, аспирантов. 
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Рассматривается метод анализа многоканальной приемной си-
стемы с сильным взаимным влиянием. Для описания и учета взаим-
ного влияния на характеристики сигнала на выходе многоканальной 
приемной системы используется матрица взаимных импедансов. 
Используется метод регулировки величины взаимного влияния с 
использованием коэффициента масштабирования. Представлена 
модель сигнала и шумов в многоканальной приемной системе с вза-
имным влиянием. Рассмотрены варианты весовой обработки сиг-
налов в многоканальной приемной системе с взаимным влиянием 
без учета искажений сигнала и шумов, с учетом искажения только 
сигнала и с учетом искажений, как сигнала, так и шумов. Проведен 
анализ выходного отношения сигнал-шум от величины взаимного 
влияния, количества каналов приемной системы, размера апертуры 
антенной системы. Показаны возможности повышения эффектив-
ности обработки сигналов в многоканальных приемных системах с 

взаимным влиянием. 

УДК 621.396.49 

ОТНОШЕНИЕ СИГНАЛ-ШУМ В МНОГОКАНАЛЬНОЙ ПРИЕМНОЙ СИСТЕМЕ  
С СИЛЬНЫМ ВЗАИМНЫМ ВЛИЯНИЕМ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ КАНАЛОВ 

Грачев М.В., младший научный сотрудник кафедры РТУ Рязанского государственного радиотехнического 
университета им. В.Ф. Уткина, email: grachev.m.v@rsreu.ru; 
Паршин Ю.Н., д.т.н., профессор, заведующий кафедрой РТУ Рязанского государственного радиотехнического 
университета им. В.Ф. Уткина, email: parshin.y.n@rsreu.ru 

SIGNAL-TO-NOISE RATIO IN MULTICHANNEL RECEIVING SYSTEM  
WITH STRONG MUTUAL INFLUENCE BETWEEN SPACE CHANNELS  

Grachev M.V., Parshin Yu.N. 
A method for analyzing a multichannel receiving system with strong mutual influence is considered. To describe and take into ac-
count the mutual influence on the characteristics of the signal at the output of the multichannel receiving system a matrix of mutual 
impedances is used. A method of adjusting the mutual influence amount using a scaling factor is used. A model of signal and noise 
in a multichannel receiving system with mutual influence is presented. Different cases of signal’s weight processing in the multi-
channel receiving system with mutual influence without taking into account signal distortions and noise, taking into account only sig-
nal distortion, and taking into account both signal and noise distortions are considered. The analysis of the output signal-to-noise ra-
tio on the amount of mutual influence, the number of channels of the receiving system, the size of the aperture of the antenna sys-
tem is carried out. Opportunity of increasing the efficiency of signal processing in multichannel receiving systems with mutual influ-
ence is shown. 

Key words: multichannel receiving system, signal processing, mutual influence, mutual impedance matrix, scaling 
factor, optimal weight, load impedance optimization. 

 

Ключевые слова: многоканальная прием-
ная система, обработка сигналов, взаимное 
влияние, матрица взаимных импедансов, метод 
масштабирования, оптимальный весовой век-
тор, оптимизация нагрузочных импедансов.  

Введение 

Пространственная обработка сигналов в мно-
гоканальных приемных системах является акту-
альной научно-технической задачей в различных 
областях радиотехники. Эффективность подоб-
ных систем существенным образом зависит от 
прогресса в области пространственной обработ-
ки сигналов, а также антенной техники. Резуль-
таты теории оптимальной обработки сигналов [1] 
показывают, что эффективность обработки во 
многом определяется свойствами сигналов и по-
мех, учитываемых при разработке оптимальных ал-
горитмов. В современных многоканальных приемных си-
стемах из-за ограничений на объем, в котором распола-
гаются каналы приемной системы, увеличивается взаим-
ное влияние каналов. Это связано с минимизацией раз-
меров радиоустройств, значительным уменьшением рас-
стояния между приемными каналами. Сильное взаимное 
влияние приемных каналов оказывает воздействие, как 
на входной сигнал, так и на действующие в системе шу-
мы. Во многих случаях взаимное влияние каналов прием-
ной системы ухудшает характеристики приемной системы, 
снижает эффективность обработки сигналов. Однако есть 
также варианты использования малогабаритных многока-
нальных приемных систем, в которых взаимное влияние 
может быть полезным [2]. 

В работе [3] проведен анализ искажений выходного 
сигнала, возникающих из-за взаимного влияния между 
каналами приемной системы, показано, что его учет 
позволяет увеличить эффективность приемной системы. 
В работах [4, 5] на примере характеристик обнаружения, 
оценки эффективности оценивания угловой координаты 
источника радиоизлучения многоканального радиолока-
тора показано, что взаимная связь приводит к измене-
нию пространственных характеристик каналов, их рассо-
гласованию. Также в работе [4] отмечен эффект рассо-
гласования между антенной системой и приемным трак-
том, возникающим вследствие взаимного влияния кана-
лов приемной системы. Предложено использование 
согласующих нагрузочных импедансов, их оптимизация 
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для согласования приемных каналов системы. Таким 
образом, учет взаимного влияния при проектировании 
многоканальных приемных систем, при проведении про-
странственной обработки сигнала позволяет повысить 
эффективность работы системы. 

Целью данной работы является повышение эффек-
тивности обработки сигналов в многоканальных прием-
ных системах с сильным взаимным влиянием путем ра-
ционального выбора размера апертуры и числа элемен-
тов антенной системы. 

Модель многоканальной приемной системы  
с взаимным влиянием 

Рассматриваемая в работе N -канальная приемная 
система состоит из антенной системы, согласующей 
цепи, блока малошумящих усилителей (МШУ), блока 
весовой обработки сигналов.  

Для представления взаимного влияния в N -ка-
нальной приемной системе используется матрица вза-
имных импедансов AZ  размерностью ,N N  которая 
для некоторых типов антенн может быть рассчитана 
аналитически. В работе [6] предложена модель связи 
между каналами приемной системы на основе измене-
ния масштаба расстояний между элементами некоторой 
опорной антенной системы, для которой матрица AZ  
может быть рассчитана аналитически. При расчете мат-
рицы взаимных импедансов используется масштабиру-
ющий коэффициент:  

M / ,nm mna d a  

где nmd  ‒ расстояние между элементами реальной ан-

тенной системы, mna ‒ расстояние между элементами 

опорной антенной системы. При этом величина M 0a   
соответствует случаю отсутствия взаимной связи, а ве-
личина M 1a   ‒ случаю сильной взаимной связи. Зна-

чение M 1a   соответствует величине взаимной связи 
как тонких вибраторов. 

В качестве опорной антенной системы используется 
система антенн в виде тонких вибраторов. Для данной 
модели методом наведенных ЭДС получено аналитиче-
ское выражение для матрицы взаимных импедансов [7]: 
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2 /k    − волновое число,   − длина волны, 
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 – электрическая постоянная вакуу-

ма, 
0
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  ‒ волновое сопротивление среды, 2l  − дли-

на вибраторов, ,mnd  , 1,...,m n N  − расстояния между 
вибраторами. В дальнейшем рассматривается линейная 
антенная система с координатами антенн .nx  

Источник сигнала расположен в дальней зоне и со-
здает в окрестности антенн поле с дисперсией .SD  Про-
странственные характеристики источника сигнала в 
элементах линейной антенной системы N -канальной 
приемной системы задаются направляющим вектором-
столбцом:  

0
2π

exp sin , 1,.., ,
λ

n
S S

xj n N
      

  
V  

где S  − направление прихода сигнала относительно 
нормали антенной системы в угломестной плоскости 
тонкого вибратора. Сигнал в антеннах определяется 
вектором-столбцом 0 0 ,S SAS V  где SA  – комплексная 
амплитуда сигнала. Матрица пространственной корре-
ляции сигнала в раскрыве антенной системы равна 

H
0 0 0 ,S S S SDR V V  где знак H  означает эрмитово сопря-

жение.  
Для задания энергетических свойств сигнала ис-

пользуется входное отношение сигнал-шум ,S
S

N

D
q

D
  

где B ISO A4 ReND k T f Z   – дисперсия тепловых шу- 
мов в пространственных каналах без взаимного влия-
ния, AZ  – импеданс изолированной антенны, 

-23
B 1,38 10k   Дж/°К – постоянная Больцмана, ISOT  – 

температура окружающей среды, °К, f  – полоса ра-
бочих частот. 

Согласующая цепь решает задачу передачи макси-
мальной мощности сигнала из антенной системы в МШУ 
[8, 9]. Согласующая цепь преобразует действительную 
часть импеданса антенной системы к значению дей-
ствительной составляющей входного импеданса МШУ 
при помощи трансформатора без потерь. Диагональная 
матрица коэффициентов трансформации всех каналов: 

  LNA
TR TR
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, , 1,..., ,
( )

RK n n n N
R n

     
  

K  

где LNAR  ‒ входное сопротивление МШУ, LR  действи-
тельная часть согласуемого импеданса. Для компенса-
ции мнимой части импеданса антенны используется 
реактивный элемент, включенный последовательно: 

{ ( , ), 1,..., },X n n n N X  

в данной статье применяется согласование МШУ с изо-
лированным тонким вибратором. 

Матрица взаимных импедансов антенной системы 
после трансформации на входе МШУ принимает следу-
ющее значение  

2
ATR TR A( ).j Z K Z X  
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В многоканальной приемной системе действуют 
внешние шумы антенны и внутренние шумы МШУ. Кор-
реляционные матрицы суммы коррелированных в об-
щем случае шумовых токов и напряжений на входе МШУ 
соответственно равны [10]: 

1 1H 1H H 1
I ATR ATR ATR С С ATR ,      V V V IR Z M Z Z Y M M Y Z M  

1 1H
1 1

U ATR I ATR
LNA LNA

1 1 ,
R R

 

    
      
   

R Z I R Z I  

где H 1 H
С R R R R, , V VY I V M M V V  H

R RIM I I  ‒ диаго-
нальные матрицы шумовой проводимости, дисперсий 
шумовых источников напряжения RV  и тока RI  шумо-
вой схемы замещения МШУ. 

Преобразование сигнала и шума антенны в многока-
нальной приемной системе происходит в соответствии с 
матричным коэффициентом преобразования: 

  12 2
TR TR LNA A TR LNA .j

   Q K K R Z X K R  

В результате направляющий вектор сигнала, пере-
считанный к входу МШУ, определяется по формуле 

0 ,S SV QV  а сигнал на входе МШУ равен .S SAS V  

Матрица дисперсий шумового напряжения, вызван-
ного шумами антенной системы и пересчитанного к вхо-
ду МШУ, равна [10]: 

H
ISO A4 Re .TU kT f R Q Z Q  

Для повышения эффективности приема полезного 
сигнала и подавления помех сигналы с выходов МШУ 
поступают в блок весовой обработки, в котором проис-
ходит умножение сигналов каналов на вектор-строку 
комплексных весовых коэффициентов w : 

( ),z  w S N  

где N  ‒ вектор-столбец шумовых напряжений антенн и 
МШУ, пересчитанные к входам МШУ. В результате 
формируется выходной сигнал многоканальной прием-
ной системы, который в дальнейшем используется как 
статистика для принятия решений. Выбор весового век-
тора происходит в соответствии с одним из заданных 
критериев качества. В качестве критерия качества 
предлагается использовать отношение сигнал-шум 
(ОСШ), величина которого определяемое следующим 
выражением [11]: 

H

H ,S

N

q 
wR w
wR w

 

где UN TU R R R  − корреляционная матрица шумов 
антенны и МШУ, пересчитанных к входам МШУ, 

H
0S SR QR Q  − корреляционная матрица сигнала на 

входе МШУ.  
В статье рассматривается следующие варианты оп-

тимальной обработки [11]: 
1) без учета корреляции шумов и искажений сигнала, 

вызванных взаимным влиянием 
H
0

1 ,
ND


Sw   

2) без учета корреляции шумов, с учетом искажений 

сигнала, вызванных взаимным влиянием 
H

2 ,
ND


Sw  

3) с учетом корреляции шумов и искажений сигнала, 
вызванных взаимным влиянием H 1

3 .N
w S R  

Зависимости отношения сигнал-шум  
от числа пространственных каналов 

Проведем анализ зависимости ОСШ многоканальной 
приемной системы от взаимного влияния между кана-
лами. Степень взаимного влияния определяется рас-
стоянием между антеннами, а также типом антенн. Для 
регулировки степени взаимного влияния используется 
масштабирующий коэффициент M .a  Значение нагру-

зочных импедансов L 73,07 42,5Z j   Ом каждого  
пространственного канала выбрано из условия согласо-
вания одиночного изолированного тонкого полуволново-
го вибратора [7]. Шумовые свойства МШУ определяются 
набором параметров шумовой схемы замещения:  
шумовое сопротивление n 15R   Ом, коэффициент шу-

ма LNA 1,2K   дБ, входное сопротивление МШУ 

LNA 50R   Ом. Далее полагается, что шумовые источни-

ки МШУ в схеме замещения некоррелированны С 0.Y   

Диагональная матрица отношений дисперсий шумо-
вых источников напряжения и тока МШУ в каналах при-
емной системы: 

2
1 n LNA

,
LNA LNA n

5331
( ( 1) )n n

R R
R K R

      I VM M  Ом2. 

Антенная система функционирует при температуре 

ISO 300T   К. ОСШ на входе многоканальной приемной 

системы равно 11,4Sq   дБ. 
Рассмотрим влиянием числа пространственных ка-

налов на отношение сигнал-шум при заданном размере 
апертуры антенной системы / 1.D    Полагается, что 
расположение антенн на апертуре линейное и эквиди-
стантное.  

На рис. 1 приведены зависимости выходного ОСШ 
многоканальной приемной системы от количества кана-
лов при различном значении масштабирующего коэф-
фициента. Весовая обработка сигнала 1w  выполнена 
без учета искажений сигнала и шумов, вызванных вза-
имным влиянием каналов.  

 
Рис. 1. Зависимость ОСШ  

на выходе многоканальной приемной системы  
от числа каналов для весового вектора 1w  
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При отсутствии взаимного влияния 0Ma   увеличе-
ние каналов приводит к пропорциональному увеличе-
нию выходного ОСШ.  

Увеличение количества каналов при фиксированной 
величине апертуры приводит к увеличению степени 
взаимного влияния между каналами. Взаимное влияние 
каналов приемной системы приводит к корреляции шу-
мов антенн и уменьшению эффективности обработки 
сигналов. В случае сильного взаимного влияния 1Ma   

значения внедиагональных элементов матрицы AZ  
стремятся к значениям ее диагональных элементов. 
Согласование с нагрузочными импедансами LZ  в дан-
ном случае проводится неэффективно. В результате 
при 100Ma   выходное ОСШ практически не зависит от 
количества каналов и равно ОСШ на выходе однока-
нальной приемной системы. 

На рис. 2 приведены зависимости выходного ОСШ 
многоканальной приемной системы от количества кана-
лов для весового вектора 3w  при тех же значениях шу-
мовых параметров и геометрии антенной системы. 

Из зависимостей рис. 2 видно, что применение опти-
мального весового вектора 3w  позволяет повысить 
устойчивость многоканальной приемной системы к уве-
личению степени взаимного влияния каналов. Значение 
ОСШ на выходе многоканальной приемной системы при 

8N   и 1Ma   при оптимальной весовой обработке 
сигнала больше на 2 дБ по сравнению со случаем весо-
вого коэффициента 1,w  не учитывающего изменение 
корреляции сигнала и шума. Это особенно актуально в 
миниатюрных приемных системах с большим количе-
ством каналов, а также с реконфигурируемой простран-
ственной структурой.  

 
Рис. 2. Зависимость ОСШ  

на выходе многоканальной приемной системы  
от числа каналов для весового вектора 3w  

На рис. 3 показаны зависимости ОСШ на выходе 
многоканальной приемной системы от числа каналов 
для всех перечисленных выше вариантов весовой об-
работки. При расчетах использовались те же значения 
шумовых параметров и геометрии антенной системы, 

1.Ma    

 
Рис. 3. Зависимость ОСШ  

на выходе многоканальной приемной системы  
от числа каналов для различных видов весовой обработки 

При малом количестве каналов 4N   взаимное 
влияние несущественно из-за большого межэлементно-
го расстояния, поэтому эффективность различных видов 
обработки одинаковая. При большом количестве кана-
лов приемной системы учет искажений сигнала в весо-
вом векторе 2w  позволяет повысить эффективность 
обработки сигнала, выходное значение ОСШ больше, 
чем в случае обработки без учета искажений, на 1 дБ. 
Однако при дальнейшем увеличении количества кана-
лов при заданной апертуре эффективность обработки 
сигналов в обоих случаях совпадают и стремятся к не-
которому постоянному значению. В случае учета в весо-
вом векторе 3w  искажений шумов и сигнала значение 
ОСШ на выходе многоканальной приемной системы 
больше по сравнению с другими рассмотренными слу-
чаями на 6 дБ, однако также стремится к некоторому 
постоянному значению при увеличении числа каналов.  
Напомним, что в рассмотренных выше случаях размер 
апертуры антенной системы поддерживалась постоян-
ной / 1.D    

Зависимость отношения сигнал-шум  
от размера апертуры 

Рассмотрим влияние размера апертуры антенной 
системы на выходное отношение сигнал-шум. На рис. 4 
показаны зависимости ОСШ на выходе многоканальной 
приемной системы от числа каналов для различных 
размеров апертуры при 1,Ma   11,4Sq   дБ и весовом 

векторе 2.w  Нагрузочный импеданс согласован с импе-

дансом изолированного тонкого вибратора LZ   
73, 07 42,5 .j   На рис. 5 показаны зависимости ОСШ 

на выходе многоканальной приемной системы от числа 
каналов для случая оптимального весового вектора 3 ,w  
учитывающего изменение корреляционных свойств сиг-
нала, а также появление пространственной корреляции 
шумов за счет взаимного влияния каналов. 

Рис. 4, 5 показывают, что увеличение размера апер-
туры приводит к уменьшению степени взаимного влия-
ния, повышению эффективности приема сигналов. Од-
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нако при большом количестве приемных каналов 
наблюдается рассогласование между элементами ан-
тенной системой и МШУ. Ранее было установлено [12], 
что зависимость диагональных элементов матрицы вза-
имных импедансов от межэлементного расстояния но-
сит периодический характер, в связи с чем согласование 
может в некоторых случаях выполняться неточно. В со-
ответствии с этим зависимость выходного ОСШ от чис-
ла каналов имеет колебательный характер, что особен-
но заметно для случая / 100.D    

 
Рис. 4. Зависимость ОСШ  

на выходе многоканальной приемной системы  
от числа каналов для весового вектора 2w  

 
Рис. 5. Зависимость ОСШ  

на выходе многоканальной приемной системы  
от числа каналов для весового вектора 3w  

На рис. 6 показана зависимость ОСШ на выходе 
двухканальной 2N   приемной системы с взаимным 
влиянием от размера апертуры, на которой располага-
ются элементы антенной системы. Увеличение степени 
взаимного влияния каналов приводит к уменьшению 
ОСШ. Установлено, что максимальная эффективность 
обработки сигналов наблюдается при расстоянии между 
элементами антенной системы 0,66 .d   

На рис. 7 показана зависимость ОСШ на выходе мно-
гоканальной 50N   приемной системы с взаимным 
влиянием от размера апертуры, на которой эквиди-

стантно располагаются элементы антенной системы. 
Для удобства сравнения зависимостей, изображенных 
на рис. 7 и 8, максимальное значение апертуры на гра-
фиках выбраны таким образом, чтобы межэлементное 
расстояние изменялось в одинаковых пределах 

(0.....0,94) .
1

Dd
N

 


  

 
Рис. 6. Зависимость ОСШ на выходе многоканальной  

приемной системы от размера апертуры, 2N   

При увеличении числа каналов приемной системы 
изменилась форма зависимости выходного ОСШ от 
размера апертуры антенной системы. Максимальная 
величина выходного ОСШ получена при межэлемент-
ном расстоянии 94,0d . 

 
Рис. 7. Зависимость ОСШ  

на выходе многоканальной приемной системы  
от размера апертуры, 50N   

Заключение 

Проведенный анализ показал необходимость учета 
взаимного влияния каналов в многоканальной приемной 
системе при выборе весового вектора обработки и про-
странственной структуры системы. В основном увеличение 
степени взаимного влияния каналов приводит к уменьше-
нию значения ОСШ на выходе многоканальной приемной 
системы. Учет искажений сигнала и корреляции шумов, 
вызванных взаимным влиянием, при весовой обработке 
сигнала позволяет увеличить значение выходного ОСШ. 
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При сильном взаимном влиянии уменьшается ОСШ 
на выходе многоканальной приемной системы. В случае 
предельного увеличения степени взаимного влияния 
выходное значение ОСШ уменьшается до значения 
ОСШ в одноканальной приемной системе и не зависит 
от количества каналов. Уменьшение эффективности 
обработки связано с значительным рассогласованием 
между матрицей взаимных импедансов элементами ан-
тенной системы и нагрузочным импедансом LZ  изоли-
рованного тонкого вибратора. Возможность повышения 
эффективности обработки сигналов в многоканальной 
приемной системе с взаимным влиянием путем оптими-
зации нагрузочных импедансов установлена в работах 
[5, 8, 10, 12]. 

Работа выполнена в рамках государственного за-
дания Министерства науки и высшего образования РФ 
(FSSN-2020-0003). 
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Предложен новый математический аппарат моделирования 
процессов доведения дискретных сообщений по каналам связи с 
решающей обратной связью, основанный на теории производящих 
функций вероятности случайной величины. Дано обоснование со-
стоятельности применения этого аппарата для моделирования 
широкого круга процессов информационного обмена дискретными 
сообщениями и подтверждение достоверности получаемых с его 
помощью математических моделей. 

УДК 621.396 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ ИНФОРМАЦИОННОГО 
ОБМЕНА ДИСКРЕТНЫМИ СООБЩЕНИЯМИ ПО КАНАЛАМ СВЯЗИ  
НА ОСНОВЕ ПРОИЗВОДЯЩИХ ФУНКЦИЙ ВЕРОЯТНОСТИ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ 
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MATHEMATICAL MODELING OF THE PROCESSES OF INFORMATION EXCHANGE  
OF DISCRETE MESSAGES ON COMMUNICATION CHANNELS BASED  
ON PRODUCING FUNCTIONS OF PROBABILITY OF RANDOM VALUE 

Tsimbal V.A., Potapov S.E., Potapova I.D. 
The article proposes a new mathematical apparatus for modeling the processes of delivering discrete messages through communi-
cation channels with decisive feedback, based on the theory of generating probability functions of a random variable. The substanti-
ation of the consistency of the application of this apparatus for modeling a wide range of processes of information exchange of dis-
crete messages and confirmation of the reliability of the mathematical models obtained with its help are given. 

Key words: virtual routes, information exchange, probabilistic-temporal characteristics, Markov inhomogeneous ran-
dom processes that generate probability functions. 

 
Ключевые слова: виртуальные маршруты, 

информационный обмен, вероятностно-времен-
ные характеристики, марковские неоднородные 
случайные процессы, производящие функции 
вероятностей.  

Введение  

Одной из важных задач проектирования и 
эксплуатации автоматизированных систем 
управления (АСУ) критически важными объекта-
ми является исследование вероятностно-временных ха-
рактеристик (ВВХ) доведения многопакетных сообщений 
(МПС) по каналам связи (КС) АСУ. Отметим, что под ВВХ 
понимается зависимость вероятности доведения МПС от 
времени. Подчеркнём, что в отдельных случаях традици-
онный математический аппарат поглощающих конечных 
марковских цепей (ПКМЦ) не позволяет получить адек-
ватные результаты моделирования вследствие необхо-
димости одновременного учёта времён и вероятностей 
переходов неоднородных случайных процессов (СП) [1]. 
Расширить инструментарий математического моделиро-
вания подобных процессов можно с помощью теории 
производящих функций вероятности дискретной случай-
ной величины следующим образом. 

Обоснование формы производящих  
функций вероятности 

Пусть некоторый дискретный случайный процесс Θ(t) 
может принимать одно из конечного множества состоя-
ний {V1…Vm}. Причём изменение состояний происходит 
скачкообразно через интервалы времени заданной дли-
ны. Пусть заданы также вероятности { ( )ij kp P t    

1| ( ) }j k iV t V    переходов между всеми состояниями, 

которые не зависят от поведения СП до попадания в 
состояния, из которых осуществляется переход, а также 
времена 1{ ( ) | ( ) }ij k j k iT t V t V       переходов (шаги) 

между состояниями, обладающие тем же свойством. 
Если времена переходов не одинаковы, то есть 

( ) | ,ij lk i l или j k      но вероятности и времена 

переходов не изменяются с течением времени, то такой 
СП описывается неоднородной цепью Маркова [1, 2] 
(неоднородность выражается различной длительностью 
времён переходов).  

В соответствии с уравнением Колмогорова [2, 3] ин-
тервальные переходы из состояния V0 в состояние Vk, 
минуя промежуточные состояния Vi, могут быть осуществ-
лены с вероятностью 0 0 0{ ( ) | ( ) }k kP P t V t V       

0 ... ...l ij ukp p p      за время 0 0 ... ... .k l ij ukT         

Если существует несколько интервальных переходов 
из состояния V0 в состояние Vk за фиксированное число 

шагов, то вероятности этих переходов 0
r
kP  можно также 

определить перемножением соответствующих переход-
ных вероятностей в соответствии с матрицей переход-

ных вероятностей (МПВ) ,ijpP  а времена таких 
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переходов 0
r
kT  – суммированием соответствующих 

шагов переходов в соответствии с матрицей шагов пе-

реходов (МШП) ijT  [4]. Таким образом, общая 

условная вероятность попадания процесса из состояния 
V0 в состояние Vk будет определяться суммой всех ин-

тервальных вероятностей 0 0 .r
k k

r
P P   Средневзве-

шенное время перехода СП из состояния V0 в состоя-
ние Vk при этом следует определять, как сумму произ-
ведений времён интервальных переходов СП на веро-
ятности этих переходов, нормированных к «1», 

0
0 0

0

r
rk

k k
r k

PT T
P

 . (1) 

Известная задача определения вероятности попа-
дания СП, описываемого однородной марковской цепью, 
в состояние Vk за произвольное количество шагов n при 
известном распределении вероятностей пребывания 
процесса в каждом из возможных состояний в началь-
ный момент времени t0 0 0( ) { ( ) } ,j jP t P t V  


 реша-

ется с помощью уравнения Колмогорова-Чепмена (УКЧ) 
[1, 2] умножением начального вектора распределения 

вероятностей 0( )P t


 на МПВ, возведённую в степень n. 
Откуда несложно получить условную функцию распре-
деления вероятностей времени попадания процесса из 
состояния V0 в состояние Vk 0 ( ), ( ),k ijF t n n N    при-

няв 0 0 0 0 0{ ( ) } 1 { ( ) } 0j jP t V и P t V       [2, 3].  

Однако в исследуемом СП шаги переходов имеют 
различное значение длительности. Поэтому одинаково-
му количеству шагов переходов из состояния V0 в со-
стояние Vk может соответствовать различное время 
перехода. Для получения функции распределения ве-
роятностей времени попадания процесса из состояния 
V0 в состояние Vk 0 ( )kF t  в этом случае требуется для 
каждого интервального перехода поставить в соответ-
ствие вероятность и время этого перехода. 

Упростить задачу определения 0 ( )kF t  исследуемого 
СП можно следующим образом. Формализуем функции 
распределения вероятностей времени выхода из каждо-
го состояния в виде решётчатой функции [5] 

0
( ) ( ),

m

i ij ij
j

F t p t 


     (2) 

где ( )   – единичная функция Дирака.  
По определению [6] производящую функцию момен-

тов распределения вероятностей F(t) можно получить с 
помощью преобразования Лапласа от этой функции 

( ) [ ( )]G s L F t . Учитывая свойство линейности пре-
образования Лапласа и известное его изображение для 
функции ( ) ,ijs

ijL t e        получим следующее 

изображение функции Fi(t) 

 
0

( ) ( ) .ij
m s

i i ij
j

G s L F t p e 


    (3) 

Получить выражение (3) можно также из следующих 

рассуждений. Пусть некоторая величина Δτ является 
наибольшим общим делителем всех шагов МШП иссле-
дуемого СП. Тогда выражение (3) можно записать в виде 

0
( ) ( ),

m

i ij ij
j

F t p t x 


     (4) 

где / .ij ijx     Опустив величину Δτ (поскольку она 

одинакова для всех i и i), получим классическую функ-
цию распределения вероятностей дискретной случайной 
величины F(x), производящая функция которого получа-
ется с помощью Z-преобразования  

0
( ) [ ( )] .ij

m x
i i ij

j
G z Z F x p Z


   (5) 

Учитывая известную взаимосвязь преобразования 

Лапласа и Z-преобразования ( ),ij ijx sxZ e  из выраже-
ния (5) можно получить выражение (3), выполнив обрат-
ную замену .ij ijx    Последнее подтверждает не-

противоречивость выражения (3) фундаментальным 
аспектам теории производящих функций. 

Учитывая свойство функции Дирака ( )ijt    

( ),ij t    а также тот факт, что для этой функции ряд 

0

ijs

j
e 





  сходится при любом 1,s   то для дальнейших 

рассуждений справедливо будет принять .ij ijs se e    
Таким образом, для каждого возможного состояния, в 

котором может пребывать исследуемый случайный про-
цесс, получена производящая функция распределения 
вероятностей времени выхода процесса из этого состоя-
ния в виде  

0
( ) .ij

m s
i ij

j
G s p e 


    (6) 

Расположим все слагаемые ( ) ijs
ij ijg s p e   выраже-

ния (6) на соответствующих местах матрицы G(s)=||gij(s)|| 
для всех i. В результате получится матрица производя-
щих функций времён переходов исследуемого СП между 
всеми его возможными состояниями. Подставив полу-
ченную таким образом матрицу G(s) вместо МПВ в УКЧ, 
получим выражение для определения производящих 
функций вероятности времени попадания СП в каждое 
из возможных его состояний за n шагов. В частном слу-
чае производящую функцию вероятностей времени по-
падания процесса из состояния V0 в состояние Vk: 

0 ( ),kG s  можно получить в k-м элементе вектора – реше-
ния УКЧ, приняв вероятность пребывания СП с состоя-

нии V0: 0 0 0{ ( ) } 1,P t V    а остальные начальные веро-

ятности положить 0 0{ ( ) } 0.j jP t V     

Несложно убедиться, что дискретная функция рас-
пределения времени попадания процесса из состояния 
V0 в состояние Vk 0 ( )kF t  получается в результате об-

ратного преобразования Лапласа функции 0 ( )kF t   
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1
0[ ( )],kL G s  а все начальные моменты этого распре-

деления (которые однозначно будут существовать) мо-
гут быть получены последовательным дифференциро-

ванием функции 0( ( ))kG s  при s→0 [6]. 

Таким образом доказывается состоятельность при-
менения математического аппарата производящих функ-
ций вероятности для определения вероятности и време-
ни осуществления интервальных переходов СП, описы-
ваемого неэргодической цепью Маркова. В том числе и 
для СП, соответствующих доведению дискретных сооб-
щений по каналам связи АСУ с решающей обратной свя-
зью (РОС). 

Моделирование процессов  
информационного обмена по отдельным КС 

Рассмотрим простейший процесс передачи однопа-
кетного сообщения по каналу передачи данных с РОС. 
Традиционно доставка однопакетного сообщения в со-
единении «точка-точка» моделируется ПКМЦ [8], граф 
состояний и переходов (ГСП) которой представлен на 
рис. 1. В информационном обмене участвуют звено пе-
редачи данных отправитель (ЗПД-1) и звено передачи 
данных получатель (ЗПД-2). 

 
Рис. 1. ГСП доставки однопакетного сообщения  

по протоколу с РОС 

Семантика представленного ГСП такова: 
С1 – ЗПД-1 выдало очередной повтор пакета (пакета), 

но пакет на ЗПД-2 не принят; 
С2 – ЗПД-2 приняло повтор пакета и выдал в ответ 

квитанцию; 
С3 – ЗПД-1 квитанцию получило. 
МПВ для этого случая будет иметь вид 

 

11 12

21 233,3

0
0 ,

0 0 1

p p
P p p

 
   
  

 (7) 

где рij – вероятность перехода из состояния Сi в состоя-
ние Сj. 

Аналогичная МПВ матрица шагов-переходов будет 
иметь вид 

 

11 12

21 233,3

0
0 ,

0 0
T

z

 
 
 
   
  

  (8) 

где τij – время перехода из состояния Сi в состояние Сj. 

В общем случае время на передачу пакета не равно 
времени на передачу квитанции ( 1 2i j  ), поэтому при 

определении ВВХ процесса доведения потребуется сна-
чала рассчитать среднее время выхода их каждого со-
стояния i ij ij

j
p ,     а затем определять значение 

среднего времени перехода процесса на каждом шаге 
математического моделирования [1]: 

( k )( k )
ii

i
p   ,  (9) 

где 
3 1 2 3

( k ) ( k ) ( k ) ( k )P p , p , p
 

 
 

 – вектор распределения 

вероятностей пребывания процесса в состояниях Сi на 
k-м шаге моделирования, определяемый из решения 
УКЧ. 

В процессе моделирования доведения сообщения по-
лучается дискретная функция, описывающая динамику 
вероятности доведения пакета от времени моделирова-
ния.  

Проведём моделирование процесса доведения сооб-
щения за k = 7 шагов при следующих исходных данных: 

– вероятность доведения пакета Рп = 0,9;  
– вероятность доведения квитанции Ркв = 0,95;  
– время доведения пакета τп = 0,5 с;  
– вероятность доведения квитанции τкв = 0,1 с.  
Результаты расчётов вероятности доведения пакета 

от времени представлены в виде графика на рис. 2, а 
также в табл. 1. 

 
Рис. 2. ВВХ доведения пакета при разных шагах перехода 

Из анализа таблицы и графика следует, что, во-
первых, первая отличная от нуля вероятность доведения 
пакета достигается через 0,6895 с после начала сеанса 
передачи, тогда как из физики процесса данное время 
должно составлять 0,6 с (τп+τкв); во-вторых, в результатах 
расчета вероятности доведения за 7 шагов получено 6 
отличных от нуля значений вероятности доведения, тогда 
как должно быть не меньше 10. 

Данные обстоятельства обусловлены усреднением 
времени перехода процесса на каждом шаге, а также 
комплексированием вероятностей различных путей попа- 

Таблица 1. Результаты расчёта ВВХ по УКЧ 

Рдов(t) 0,855 0,9405 0,987 0,996 0,999 0,9997 
t (c) 0,6895 1,26375 1,8589 2,4572 3,0569 3,6568 
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дания процесса в поглощающее состояние в одну вели-
чину на каждом шаге моделирования. Причём данные 
методические погрешности расчёта ВВХ тем сильнее, 
чем больше разница τп – τкв. 

Получить точные ВВХ процесса с различными значе-
ниями времён перехода можно с помощью метода вве-
дения фиктивных состояний, подробно изложенного в [1], 
когда в исходном графе состояний и переходов перехо-
ды, время которых больше минимального, дополняются 
цепочной фиктивных состояний с тем, чтобы время пере-
ходов между соседними состояниями было одинаково. 
Однако, данный подход, приводит к многократному уве-
личению размера графа состояний и, соответственно 
МПВ. 

Наиболее точный метод анализа временных харак-
теристик неоднородной ПКМЦ с непостоянными по дли-
тельности шагами переходов предложен в работе [9]. 
Однако данный способ расчёта среднего времени и 
дисперсии времени попадания процесса в поглощаю-
щее состояние, во-первых, не позволяет получить пол-
ное распределение вероятностей времени попадания 
процесса в поглощающее состояние, что необходимо 
для анализа параллельных процессов [10]; во-вторых, 
не позволяет его развить на случай наличия переходов 
с функциями распределения времени общего вида. 

Получить точные ВВХ процесса доведения сообще-
ний и при этом не прибегать к изменению структуры 
графа состояний и переходов можно с помощью следу-
ющего подхода к анализу марковских процессов с дис-
кретным детерминированным временем, сущность ко-
торого заключается в следующем [11].  

Применим к МПВ Р и МШП Т размерности nxn сле-
дующее преобразование G(s)=Θ(P,T): ( ) ,ijst

ij ijg s p e  
где s – вспомогательная переменная.  

Такое преобразование назовём производящей 
функцией перехода, а получаемую при этом матрицу 
назовём матрицей производящих функций переходов 
или – производящей матрицей [3].  

Для нахождения вероятностей попадания исследуе-
мого процесса из начального состояния Сi в состояние Cj 
за конечное число шагов k введём векторы А и В раз-
мерности n, элементы которых определяются по прави-
лам: am=0|m≠i, bm=0|m≠j, m=[1,n], тогда искомые веро-
ятности будут содержаться в элементе h = A·Gk(s)·BT = 
= gij(s) [11]. 

Следовательно, для нахождения ВВХ доведения 
МПС необходимо получить вероятности перехода про-
цесса из состояния С1 в состояние Сn. Тогда после воз-
ведения матрицы G(s) в степень k элемент g1n матрицы 
Gk(s) будет состоять из суммы вида: 
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 (10) 

где Pl – вероятность попадания из С1 в Сn за время tl и 
за число шагов процесса меньшее или равное k.  

Функция g1n(s) является производящей функцией 
распределения вероятностей времени доведения одно-
го пакета по КС за ограниченное число попыток доведе-

ния в соответствии с принятым протоколом управления 
логическим соединением. Причём данное распределе-
ние является усечённым, так как существует отличная от 
нуля вероятность недоведения сообщения за указанное 
количество повторов. Поэтому для корректного даль-
нейшего использования распределения вероятностей 
времени доведения сообщения за конечное число по-
второв передачи необходимо его нормировать к едини-
це. Для этого выражение (10) необходимо разделить на 
сумму вероятностей всех времён успешного доведения 
сообщения, то есть 

1
1 1( ) ( ) ( (0)) ( ),дов t n nF t g s g g s    (11) 

где Fдов(t) – функция распределения вероятностей вре-
мени доведения сообщения; gt(s) – производящая функ-
ция вероятности распределения времени доведения 
сообщения. 

Нетрудно заметить, что производящая функция рас-
пределения вероятности времени доведения сообщения 
gt(s) является также производящей функцией моментов 
распределения.  

Таким образом, доведение сообщения по КС АСУ за 
ограниченное число повторов может оказаться успеш-
ным с вероятностью Pдов = g1n(0) и неуспешным с веро-
ятностью Рнедов = 1-Рдов. При этом условное распределе-
ние вероятностей времени успешного доведения сооб-
щения Fдов(t) определяется производящей функцией 
вида (11), из которого находится искомая вероятность 
доведения за время, не превышающее заданное 
P(t ≤ tзад) = Fдов(tзад)/Pдов = (1/Pдов) ΣP(tl)|tl ≤ tзад. (12) 

Математическое ожидание и дисперсия времени дове-
дения сообщений определяются по выражениям (13-14): 

0

( )
( )t

t l l
ls

dg s
m P t t

ds 

   , (13) 

2
( ) 2

2
0

( )
( ) ( )tt m

t l l t
ls

d g s
D P t t m

ds




      . (14) 

Следует отметить, что при определении производя-
щей функции распределения вероятностей времени  
доведения сообщения за произвольное число повторов 
передачи степень производящей матрицы k необхо- 
димо выбирать с тем расчётом, чтобы заданное вре- 
мя tзад ≤ max{tl}. Это можно обеспечить, выбирая 

/ min( ) ,зад ijk t      где     – оператор округления до 

целого в большую сторону. 
Таким образом, применение операторного способа 

моделирования процессов доведения сообщений с раз-
личными по длительности шагами и меняющимися ве-
роятностями переходов при повторах передачи пакета, 
позволяет уменьшить размерность графов состояний и 
переходов таких процессов и соответствующие им МПВ 
и МШП, а также создаёт математический базис для ана-
лиза процессов доведения МПС по виртуальным марш-
рутам (ВМ) в режиме пакетной коммутации. 

Подтверждение достоверности  
математических моделей 

Для исследования достоверности результатов при-
менения метода  анализа ВВХ  доведения  МПС с  помо- 
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Рис. 3. ГСП и МПВ процесса доведения двухпакетного  

сообщения по отдельному КС с РОС 

щью аппарата производящих функций вероятности 
времени доведения рассмотрим в аналитическом виде 
пример доведения двухпакетного сообщения по марш-
руту, состоящему из двух последовательных КС с раз-
личными скоростями передачи данных и вероятностью 
битовой ошибки. Примем также алгоритм доведения 
пакетов сообщения в соединении «точка-точка» с РОС. 
Тогда процесс доведения каждого пакета по одному из 
КС будет характеризоваться ГСП и МПВ следующего 
вида (рис. 3). 

Однако время доведения является случайной вели-
чиной, зависящей от поведения процесса в конкретной 
реализации. При этом для первого КС:  

– с вероятностью 1 п квP p p   время доведения бу-
дет равно 1 ;п квt     

– с вероятностью 2
2 ,n кв квP p p q    время доведения 

будет равно 2 2( );п квt      
– с вероятностью 3 ,n n квP p q p    время доведения 

будет равно 3 2 .п кв тt       Для второго КС анало-
гично: 

– с вероятностью 1 ,п квR r r   время доведения бу-
дет равно 1 ;п кв     

– с вероятностью 2
2 ,n кв квR r r d    время доведения 

будет равно 2 2( );п кв      
– с вероятностью 3 ,n n квR r d r    время доведения 

будет равно 3 2 .п кв т       
Пусть также ; ; ; ;п п кв кв т т т кв          

т кв  .  
Запишем функции распределения вероятностей 

времени доведения пакета по КС в табличном виде: 
FКС1= Р1 Р2 Р3  FКС2= R1 R2 R3 

t1 t2 t3 τ1 τ2 τ3 
При этом справедливо выражение 

1 1 2 2 3 3.t t t        
Возможные варианты поведения процесса доведе-

ния двухпакетного сообщения по ВМ представлены на 

графе рис. 3. При этом совместная функция распреде-
ления времени попадания процесса из состояния С2 в 
состояние С3 в табличном виде будет следующей: 

F23= Р1 R1+Р1 R2+Р1 R3 Р2 R2+Р2 R3 Р3 R3 
t1 t2 t3 

Совместная функция распределения времени попа-
дания процесса из состояния С2 в состояние С4 в таб-
личном виде будет следующей: 

F24= Р2 R1+Р3 R1 Р3 R2 
τ1 τ2 

С учётом параллельности процессов передачи обоих 
пакетов сообщения по разным КС маршрута совместная 
функция распределения времени попадания процесса 
из состояния С3 в состояние С5 в табличном виде будет 
следующей: 

F35= Р1 R1 Р1 R2 Р1 R3 Р2 R2 Р2 R3 Р3 R3 
τ1-t1 τ2-t1 τ3-t1 τ2-t2 τ3-t2 τ3-t3 

Совместная функция распределения времени попа-
дания процесса из состояния С4 в состояние С5 в таб-
личном виде будет следующая: 

F45= Р2 R1 Р3 R1 Р3 R2 
t2-τ1 t3-τ1 t3-τ2 

В результате композиции функций распределения 
вероятностей времени переходов процесса между со-
стояниями С2-С3-С5 общая интервальная функция рас-
пределения вероятностей времени движения процесса 
F235 будет иметь вид: 

F235= Р1 R1 Р1 R2+ Р2 R2 Р1 R3+ Р2 R3+ Р3 R3 
τ1 τ2 τ3 

А в результате композиции функций распределения 
вероятностей времени переходов процесса между со-
стояниями С2-С4-С5 общая интервальная функция рас-
пределения вероятностей времени движения процесса 
F245 будет иметь вид: 

F245= Р2 R1 Р3 R1+ Р3 R2 
t2 t3 

Таким образом, суммарная функция распределения 
времени попадания процесса из состояния С2 в состоя-
ние С5 F25=F235+F245 имеет следующий вид: 

F25= H1 = Р1 R1 H2 = Р2 R1 H3= Р1 R2+Р2 R2 H4 = Р3 R1+Р3 R2 H5= Р1 R3+Р2 R3+Р3 R3 
τ1 t2 τ2 t3 τ3 
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Но так как обязательным условием попадания процесса 
в состояние С5 является завершение обоих подпроцессов 
доведения пакетов по первому и второму КС маршрута, то 
из композиции возможных времён доведения пакетов по 
первому и второму КС при условии одновременного начала 
этих подпроцессов в интервальную функцию распределе-
ния времени попадания процесса из состояния С2 в состоя-
ние С5 вошли максимальные времена из каждой пары ком-

позиции с соответствующими вероятностями. 
Далее следует полученное распределение вероятно-

стей времени движения процесса из состояния С2 в со-
стояние С5 добавить к распределению вероятностей 
времени движения процесса из состояния С1 в состоя-
ние С2, которое равно F12 = FКС1. В результате получим 
композицию дискретных распределений вероятности 
независимых времён в виде: 

F15= Р1H1 Р1H2 Р1H3 Р1H4 Р1H5 Р2H1 Р2H2 Р2H3 … Р3H5 
t1+τ1 t1+t2 t1+τ2 t1+t3 t1+τ3 t2+τ1 2t2 t2+ τ2 … t3+τ3 

На последнем этапе процесса передачи двухпакет-
ного сообщения второй пакет доводится по второму КС 
ВМ. При этом общее распределение времени движения 
процесса из начального состояния С1 в поглощающее 

состояние С6 будет определяться, как композиция рас-
пределений вероятности независимых времён движения 
процесса на интервалах С1-С5 и С5-С6, и оно будет 
иметь вид: 

F16= Р1H1R1 Р1H1R2 Р1H1R3 … … Р3H5R1 Р3H5R2 … Р3H5R3 
t1+2τ1 t1+τ1+τ2 t1+τ1+τ3 … … t3+τ1+τ3 t3+τ2+τ3 … t3+2τ3 

Проведём теперь анализ ВВХ этого же процесса (дове-
дение МПС по ВМ) предлагаемым методом моделирования 
с помощью производящих функций вероятности времени 
переходов процесса. Для этого введём вместо МПВ и МШП 
процесса доведения пакета по КС производящую матрицу 
переходов G[8,8], где элементы .ijst

ij ijg p e  
Для получения производящей функции вероятностей 

времени доведения пакета по КС возьмём начальный 

вектор распределения вероятностей пребывания про-
цесса в возможных состояниях B<8>=<1,0,0,0,0,0,0,0> и 
будем последовательно умножать его на матрицу G[8,8], 
пока получаемое выражение производящей функции 
вероятностей времени попадания процесса в состояние 
С8 не перестанет изменяться. Таким образом, на первом 
шаге моделирования получается вектор производящих 
функций вероятности в виде: 

G1 G2 G3 G4 G5 G6 G7 G8 
0 g12 g13 0 0 0 0 0 

На втором шаге вектор будет иметь вид: 
G1 G2 G3 G4 G5 G6 G7 G8 
0 0 0 g12·g24+g13·g34 0 0 0 g12·g28 

На третьем шаге вектор будет иметь вид: 
G1 G2 G3 G4 G5 G6 G7 G8 
0 0 0 0 g12·g24·g45+g13·g34·g45 g12·g24·g46+g13·g34·g46 0 g12·g28 

На четвёртом шаге вектор будет иметь вид: 
G1 G2 G3 G4 G5 G6 G7 G8 
0 0 0 0 0 0 g12·g24·g45·g57+g13·g34·g45·g57+ 

+g12·g24·g46·g67+g13·g34·g46·g67 
g12·g24·g45·g58+ 

g13·g34·g45·g58+g12·g28 

На пятом шаге и далее вектор больше не будет из-
меняться. Таким образом, производящая функция вре-
мени попадания процесса из состояния С1 в состояние 
С8, содержится в 8-м элементе вектора уже после 4-го 
шага моделирования  



2

2

3 1
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31 2
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  (15) 

Аналогично для второго КС  
31 2

2 1 2 3
ss s

КСG R е R е R е      (16) 
Полученные производящие функции вероятности 

времени доведения пакетов GКС1 и GКС1 являются бази-
сом процесса доведения МПС по ВМ, состоящему из 
этих КС. В частности, для определения производящей 
функции вероятностей времени доведения двухпакет-
ного сообщения можно воспользоваться полученными в 

[11] выражениями. Тогда производящая функция време-
ни завершения процесса доведения двухпакетного со-
общения по ВМ будет равна  

16 1

1 2 2max( )

( ) ( )
[ ( ( ) ( ))] ( ),i

КС

КС КС КСt

G s G s
G s G s G s

 

  
 (17) 
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  (18) 

В итоге  

16 ( )G s   (20) 
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3 31 1 1 1 2 ( 2 )( 2 ) ( )
1 1 1 1 2 1 3 3 5
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Применив обратное преобразование Лапласа, полу-

чим 
45

2 1
2 16

1
( ) ( ) ( ),n

КС i i
i

F t L G s P t T



        которая сов-

падает с распределением вероятностей времени дове-
дения сообщения F16, полученном в табличном виде. 

Обратимся ещё раз к выражению (17) для производя-
щей функции вероятностей времени доведения двухпа-
кетного сообщения по ВМ из двух КС. Здесь следует  
отметить, что операция произведения так же, как и декар-
тового произведения производящих функций, обладает 
свойством коммутативности [11], т.е. 1 2( ( ) ( )g s g s   

2 1( ) ( )).g s g s   Из анализа выражения (17) вытекает 
важное следствие: ВВХ доведения n-пакетного сообще-
ния по 2-канальному ВМ не зависят от порядка следо-
вания различных по качеству КС, а зависят только от их 
распределения вероятностей времени передачи одного 
пакета по отдельному КС ВМ (базиса). 

Заключение 

Таким образом показано, что разработанный метод 
исследования ВВХ доведения МПС с помощью произ-
водящих функций вероятности не противоречит резуль-
татам, полученным традиционным способом, однако 
позволяет существенно сократить вычислительные за-
траты и автоматизировать процесс получения результа-
та, что важно при анализе и синтезе сетей передачи 
данных АСУ. 

Литература 

1. Цимбал В.А. Информационный обмен в сетях пе-
редачи данных. Марковский подход: монография /  
В.А. Цимбал. – М.: Вузовская книга, 2014. – 144 с. 

2. Казаков В.А. Введение в теорию марковских про-
цессов и некоторые радиотехнические задачи. М.: Сов. 
радио, 1973. – 232 с. 

3. Тихонов, В.И. Марковские процессы / В.И. Тихонов, 
М.А. Миронов. – М.: «Сов. радио», 1977. – 488 с. с ил. 

4. Потапов С.Е. Автоматизированный синтез погло-

щающей конечной марковской цепи, описывающей дове-
дение многопакетного сообщения в соединении «точка-
точка» системы передачи данных и исследование его 
оперативности / С. Е. Потапов, В.А. Цимбал, В. Е. Тоис-
кин, В.В. Хоптар, О.И. Сорокин, М.А. Лягин, А.А. Береж-
ной, Н.В. Крючков // Радиотехнические и телекоммуни- 
кационные системы : науч.-техн. жур. – Муром, 2016. – 
Вып. 4. (24). – С. 59-65. – ISSN 2221–2574. 

5. Скляр Б. Цифровая связь. Теоретические основы и 
практическое применение. Изд. 2-е.: Пер. с англ. – М.: 
Издательский дом «Вильямс», 2003. – 1104 с. : ил. – Па-
рал. тит. англ. ISBN 5-8459-0497-8 (рус.). 

6. Бостанджиян В.А. Пособие по статистическим расп-
ределениям. – Черноголовка. Редакционно-издательский 
отдел ИПХВ РАН, 2013. 1060 с. 

7. Вентцель Е.С. Теория вероятностей / Е.С. Вент-
цель. – М.: Наука, 2003. – 564 с. 

8. Потапов С.Е. Математическая модель доставки со-
общений по радиоканалу с высокой вероятностью бито-
вых ошибок / С.Е. Потапов, А.А. Потапова, В.Е. Тоискин // 
Междун. конф. «Цифровая обработка сигналов и её при-
менение» (DSPA-2019); Доклады; / Рос. науч.-техн. общ. 
радиотехн., электрон. и связи им. А.С. Попова. – М.: ООО 
«БРИС-М» – Вып. XXI-1, Т. 1. – С. 237-240. 

9. Орехов С.Е. Метод анализа временных характе-
ристик неоднородной поглощающей конечной марковской 
цепи с непостоянными по длительности шагами перехо-
дов / С.Е. Орехов // Теория и техника радиосвязи. 2014. – 
№ 3. – С. 49-57. 

10. Потапов С. Е. Исследование процесса передачи 
информации по виртуальным маршрутам в радиосети 
системы связи с подвижными объектами / Теория и тех-
ника радиосвязи: науч.-техн. жур. – Воронеж, АО «Кон-
церн «Созвездие», 2019. – Вып. 3. – С. 11-23. ISSN 1995-
7009. 

11. Потапов С. Е. Реляционно-операторный метод ма-
тематического моделирования передачи многопакетных 
сообщений по виртуальным маршрутам сети радиосвязи 
// Наукоемкие технологии в космических исследованиях 
Земли. 2019. – Т. 11. № 6. – С. 61-73. doi: 10.24411/2409-
5419-2018-10296. 

Уважаемые коллеги! 
В связи с ликвидацией АО «Роспечать» подписка на журнал «Цифровая обра-

ботка сигналов» открыта в офисе РНТОРЭС им. А.С. Попова. Заявки можно по-
дать в любое время Карпушкиной Галине Ивановне по нашему электронному ад-
ресу: vznos-rntores@mail.ru на 2021 и 2022 годы.  

Стоимость одного номера 600 руб. Годовой выпуск – 4 номера.  
Подписка оформляется по Договору или выставлением счёта на оплату для 

юридических и физических лиц. Готовые тиражи журнала будут доставлены в 
наш офис. Их можно будет получить по адресу: ул. Авиамоторная, д. 8 «Научный 
центр» МТУСИ (оф. № 612) или по почте на адрес, указанный при подписке, при 
предварительной оплате почтовых услуг на наш расчётный счёт (200,0 руб.). 
 



 

 
 
24 

Рассмотрена проблема уплотнения каналов в системах связи с 
ограниченной частотной полосой. Предложено решение этой про-
блемы на основе фильтров максимального правдоподобия , позво-
ляющих проводить фильтрацию канальных сигналов из состава  
группового сигнала в области их неортогональности..Выведены 
выражения, определяющие структуру, импульсные и частотные 
характеристики фильтров максимального правдоподобия. Обсуж-
даются их отличительные особенности. Решаются вопросы огра-
ничений в системах связи, обусловленных соотношением неопреде-
ленности. Приведены результаты модельных расчетов, иллю-
стрирующих потенциальные возможности решения проблемы 
уплотнения каналов в системах связи. Анализируются результаты 
фильтрации для сигналов, модулированных оконными функциями 
Чебышева. Анализируются потенциальные возможности фильтра-
ции сигнальных созвездий в двухканальной  системе связи с малым 
частотным различием каналов. 
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POTENTIAL CAPABILITIES OF COMMUNICATION SISTEMS  
WITH LIMITED FRIQUENCY BAND CHANNELS 

Pakhotin V.A., Vlasova K.V., Petrov S.V., Aleshchenko A.N., Simonov R.V. 
The problem of sealing channels in communication systems with a limited frequency band is considered. The solution of this prob-
lem is proposed on the basis of filters of maximum truthfulness, which can be filtered by channel signals from the composition of the 
group of them in the region of their inertomulativeness the expressions that determine the structure, impulse and frequency charac-
teristics of filters of maximum truthfulness. Their distinctive features are discussed. The issues of restrictions on communication sys-
tems due to the ratio of uncertainty are discussed. The results of model calculations illustrating the potential to solve the problem of 
channel sealing problems in communication systems. The filtering results are analyzed for signals modulated by Cebyshev window 
features. The potential features of filtering signal constellations in a two-channel communication system with small frequency differ-
ences are analyzed. 

Key words: communication systems with limited frequency band of channels, uncertainty ratio, Cebyshev's window 
functions, unorthogonal signals, truth-like functionality, Communication channel seal. 
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Введение 

Современные системы связи характеризуют-
ся достаточно высокой эффективностью исполь-
зования выделенной полосы частот и скоростью 
передачи информации. Однако постоянно воз-
растающая потребность в передаче информаци-
онных потоков приводит к острому дефициту 
частотных полос и необходимости решения за-
дачи уплотнения каналов связи. В настоящее 
время эта задача частично решается за счет 
развития методов сжатия информации, за счет 
использования частотно-амплитудно-фазовой мо-
дуляции, за счет разработки систем связи в новых ча-
стотных диапазонах. Однако эти возможности решения 
задачи уплотнения каналов связи в настоящее время 
практически исчерпаны. В связи с этим актуальными и 
востребованными являются исследования направленные 
на развитие новых методов уплотнения каналов связи.  

Анализ функционирования существующих систем свя-
зи приводит к выводу, что основным ограничением для них 
является известное в радиотехнике соотношение неопре-
деленности, связывающее (для простых сигналов) эффек-

тивную ширину спектра сигнала ∆F  с эффективной дли-
тельностью сигнала ( 1)T F T     ([1, 2, 3, 4]. Фактически 
соотношение неопределенности разделяет совокупность 
сигналов, используемых в системах связи, на две области. 
К первой области (области ортогональности) относятся 
сигналы, которые взаимодействуют на уровне боковых 
лепестков спектров или корреляционных функций. Ко  
второй области (области неортогональности) относятся 
сигналы, которые взаимодействуют своими основными 
лепестками спектров или корреляционных функций. Эф-
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фективность систем связи (удельная скорость передачи 
CK
F




 бит/сек/Гц, в которых используются сигналы из 

первой области, определяется теоремой Шеннона. Теоре-
ма Шеннона устанавливает предельную скорость переда-
чи информации ,C  зависящую от ширины выделенной 
полосы частот F  и отношения энергии сигнала к энергии 
шума  /c шE E  [9].  

2log 1 .c

ш

E
C F

E
 

   
 

    (1) 

Если 1,/c шE E   тогда скорость передачи информа-
ции по Шеннону определяется лишь выделенной полосой 
частот ,F  равной в этом случае ширине основного ле-
пестка спектра передаваемого символа (сигнала). При 
использовании П-образных фильтров для ограничения 
спектра сигнала, длительность сигнала увеличивается на 
величину переходного процесса. Это увеличение дли-
тельности сигнала приводит к межсимвольной интерфе-
ренции и учитывается защитными интервалами. В этом 
случае реальная скорость передачи информации 1R  от-
личается от предельной скорости С. При этом значение 

F  остается прежним и эффективность использования 
полосы частот уменьшается. В современных системах 
связи для ограничения сигнала во времени и исключения 
боковых лепестков в спектре сигнала используют модуля-
цию сигнала оконными функциями [8, 9]. В этом случае 
длительность символа не меняется и скорость передачи 
символов определяется теоремой Шеннона. Однако эф-
фективная ширина основного лепестка спектра сигнала 

F  увеличивается и эффективность использования по-
лосы частот уменьшается. Это учитывается введением 
частотных защитных интервалов. В работах [8, 9] рассмат-
риваются возможности увеличения эффективности ис-
пользования выделенной частотной полосы за счет опти-
мизации структуры оконной функции или за счет разработ-
ки различных методов компенсации межсимвольной ин-
терференции. Однако ограничение эффективности систем 
связи и скорости передачи информации, связанные с со-
отношением неопределенности при этом остаются. 

Основной целью настоящей работы является обосно-
вание возможности использования в системах связи не-
ортогональных сигналов, относящихся ко второй области 
(к области, в которой соотношение неопределенности не 
выполняется) и оценка потенциально достижимой эф-
фективности и потенциально возможной скорости пере-
дачи информации в такого рода системах связи. Иссле-
дования в этом направлении проводятся в БФУ имени  
И. Канта [6, 7] и в работах В.И. Слюсар [5].  

Основные положения теории 

Анализ функционирования существующих систем свя-
зи показывает, что основным блоком, ограничивающим их 
эффективность и скорость передачи данных, является 
блок фильтрации канальных сигналов из группового сиг-
нала. Возможности фильтрации, используемых в совре-
менных системах связи фильтров, в том числе и согласо-
ванных с сигналом, ограничены соотношением неопреде-
ленности. Неортогональные сигналы, которые характери-
зуются частичным совмещением во времени (с частично 

совпадающими корреляционными функциями) или частич-
но совмещенными по частоте спектрами не могут быть 
отфильтрованы существующими фильтрами. Однако ме-
тод максимального правдоподобия [2, 3] позволяет опре-
делить структуру новых фильтров. Они представлены в [6, 
7] как фильтры максимального правдоподобия. Их основой 
являются уравнения правдоподобия. Уравнения правдопо-
добия содержат информацию о корреляционных взаимо-
связях сигналов, содержащихся в групповом сигнале. Их 
решение при известных частотах сигналов 1 )(m m M    
(определяет структуру фильтров максимального правдо-
подобия, которые содержат в себе составляющие, исклю-
чающие воздействие сопутствующих сигналов на выде-
ленный сигнал. Вследствие этого фильтры максимального 
правдоподобия могут использоваться для фильтрации ка-
нальных сигналов из группового сигнала в условиях их не-
ортогональности. 

Рассмотрим вопросы формирования фильтров макси-
мального правдоподобия более подробно. Запишем  при-

нятую реализацию ˆ( )Y t  в виде суммы радиоимпульсов и 

аддитивного шума ˆ ( ).шU t   

1

( )  exp(  ) (ˆ ˆ ˆ )
M

m m ш
m

Y t U i t U t


    (2) 

где ˆ
mU  – комплексная амплитуда m-сигнала, m  – круго-

вая частота m-сигнала, ˆ ( )шU t  – аддитивный шум, квадра-
турные компоненты которого имеют нормальное распреде-
ление с дисперсией 2    и средним нулевым значением. 

На основании (2) запишем функционал правдоподо-
бия. 

 

´ ´ ´ ´

1 1

2´ ´

10
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M M

T M

m m
m

U U

Y t U i t dt

 




 
    
 

 
 (3) 

Функционал правдоподобия представляет собой по-
верхность в пространстве оцениваемых (штрихованных) 
параметров. Минимум поверхности определяет опти-
мальные оцениваемые параметры. Дифференцируя (3) 
по амплитудам и приравнивая дифференциалы нулю, 
получим уравнения правдоподобия. Запишем их в век-
торном виде. 

´ ´ ´ ´ ´ ´

1 1 1 ,   ,   ,  ˆ ,M M MR U                   
     

  (4) 
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m M mY t i t dt       
    

где 
´ ´

, exp    ˆ
m k k mR i         

 – элементы корреляционной 

матрицы, 
´ ´

1 ,  MU    
 

 – вектор комплексных амплитуд с 

составляющими 
´ ´ ´

1 ,  ˆ .m MU    
 

  

Решая векторное уравнение (4), получим следующее.  
´ ´ ´ ´ ´ ´

1
1 1 1,  ,  ,  ,ˆ

M M MU R                   
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  (5) 
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где 
´ ´

1
1 ,  ˆ

MR     
 

 – матрица, обратная корреляционной 

матрице. 
Корреляционная матрица содержат все корреляцион-

ные взаимосвязи между радиоимпульсами, содержащими-
ся в групповом сигнале. Обратная корреляционная матри-
ца содержит составляющие, исключающие влияние сопут-
ствующих сигналов на выделенный сигнал. Однако при 

условии 
´ ´

1 , 1 )(k m k M m M       детерминант 
корреляционной матрицы обращается в нулевое значе-
ние. В этом случае решение для m-сигнала 

´ ´

1 ,  ˆ
m MU    
 

 является поверхностью в многомерном 

пространстве оцениваемых частот с сингулярными макси-

мумами, определяемыми условиями 
´ ´

 .k m   В работе 
[10] анализируется эта поверхность и приводится вывод о 
непригодности использования уравнений правдоподобия 
для оценки параметров сигнала. Однако в системах связи 

частоты сигналов 
´ ´

1 , , M   содержащихся в групповом 
сигнале, известны. Следовательно, детерминант корреля-
ционной матрицы, в принципе, отличен от нуля и уравне-
ния правдоподобия можно использовать для оценки ком-
плексных амплитуд, т.е. для фильтрации неортогональных 
сигналов. Тем не менее, наличие сингулярных максимумов 

в решении уравнений правдоподобия 
´ ´

1 ,  ˆ
m MU    
 

 

приводит к смещению оценок амплитуд в сторону их за-
вышения и ограничивает область решений условием бли-
зости частот к точкам сингулярных максимумов. Ширина 
сингулярного максимума зависит от отношения сиг-
нал/шум. 

Если в выражении (5) ввести вектор X  с компонента-

ми 
´

exp (  ),m mX i t   тогда можно получить выражение 
для импульсной характеристики линейного m-фильтра 
максимального правдоподобия: 

´ ´
1

1 ,
1

ˆ ˆ ˆ . ,  
M

m M m k k
k

H R X  



   
     (6) 

Преобразование Фурье от импульсной характеристики 
(6) определяет частотную характеристику m-фильтра мак-
симального правдоподобия: 

´ ´ ´
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     (7) 

Импульсная характеристика m-фильтра максимального 
правдоподобия (6), а также его частотная  характеристика 

(7) зависят от частот сигналов 
´ ´

1 , , M   содержащихся в 
групповом сигнале. Если сигналы ортогональны, тогда 
корреляционная матрица и ее обратная матрица будут 
единичными диагональными матрицами. В этом случае 
импульсная характеристика (6) преобразуется в импульс-
ную характеристику, согласованного с радиоимпульсом, 
фильтра (Фурье фильтра) а его частотная характеристика 
(7) в соответствующую частотную характеристику Фурье 
фильтра. 

´ ´ ´
1
,

1 exp (  ) ex (ˆ ˆ p  ).m m m m m mH R i t i t
T

        
 

 

´ ´

0

1, expˆ  .
T

m m kG i t dt
T

                   (8) 

На рис. 1 показаны амплитудно-частотные характери-
стики трех фильтров максимального правдоподобия, ко-
торые отфильтровывают три радиоимпульса (с несущими 
частотами 60, 65, 70 кГц) из группового сигнала, содер-
жащего пять радиоимпульсов (с несущими частотами 55, 
60, 65, 70,75 кГц).  

 
Рис. 1. Амплитудно-частотные характеристики  
трех фильтров максимального правдоподобия  

для фильтрации сигналов  
на фоне четырех сопутствующих сигналов  

Соседние радиоимпульсы неортогональны. Различие 
частот равно 5 кГц вместо 10 кГц при ортогональности. 
Структура амплитудно-частотной характеристики отдель-
ного фильтра подобна структуре согласованного с ра-
диоимпульсом фильтра. Однако она отличается тем, что 
коэффициент передачи фильтра на своей частоте равен 
единице, а на сопутствующих частотах равен нулю. Кроме 
того, за пределами частотного диапазона группового сиг-
нала коэффициенты передачи фильтров больше едини-
цы. Это указывает на низкую помехоустойчивость филь-
тров. Отличия структуры амплитудно-частотных характе-
ристик фильтров максимального правдоподобия от из-
вестных фильтров позволяют сделать вывод, что они 
являются новым классом фильтров, предназначенных 
для фильтрации канальных сигналов из группового в об-
ласти неортогональности  канальных сигналов. 

Результаты модельных исследований 

Рассмотрим потенциальные возможности фильтров 
максимального правдоподобия в области неортогональ-
ности с помощью модельных расчетов. При моделирова-
нии принято следующее. Групповой сигнал содержит два 
радиоимпульса с известными несущими частотами. Ам-
плитуды радиоимпульсов равны 1 и 0,5. Начальные фазы 
радиоимпульсов равны 30 и 110 градусов. Частота перво-
го радиоимпульса равна 2 кГц, частота второго радиоим-
пульса меняется линейно в пределах 1,85÷2,35 кГц с ша-
гом 2 Гц.  Длительность  радиоимпульсов 10 мс. Следова- 
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тельно, область неортогональности радиоимпульсов по 
частоте будет при разности частот менее 100 Гц при зна-
чении частоты второго радиоимпульса, находящейся в 
интервале 1,9÷2,1 кГц. Пусть вначале в канале распро-
странения радиоимпульсов нет ограничения по частоте 
(спектры канальных сигналов не ограничены). Результа-
ты фильтрации фильтрами максимального правдоподо-
бия и фильтрами Фурье представлены на рис. 2. 

 
Рис. 2. Результат фильтрации принятой реализации,  

содержащий два радиоимпульса, фильтрами максимального 
правдоподобия и фильтрами Фурье 

На рисунке сверху, слева показан вид группового сиг-
нала, содержащий два радиоимпульса. На рисунке свер-
ху справа показаны спектры радиоимпульсов при частот-
ном разнесении 0,2 кГц. На рисунке справа внизу показан 
результат фильтрации фильтрами Фурье при изменении 
частоты второго радиоимпульса от 1,85 до 2,35 кГц. От-
мечается влияние боковых лепестков и главного лепест-
ка спектра радиоимпульса на оценку амплитуд радиоим-
пульсов. Для современных систем связи оценки ампли-
туд неудовлетворительные. На рисунке слева внизу по-
казан результат фильтрации фильтрами максимального 
правдоподобия. За исключением одной точки оценки ам-
плитуд вполне удовлетворительные. Фильтры макси-
мального правдоподобия обеспечивают удовлетвори-
тельную работу системы связи в указанных условиях с 
разнесением несущих частот радиоимпульсов от 4 Гц и 
выше вместо частотного разнесения 100 Гц, согласно 
ограничению соотношения неопределенности. Данный 
результат иллюстрирует возможность создания систем 
связи с неортогональными радиоимпульсами с частот-
ным различием несущих частот меньшем, чем требует 
соотношение неопределенности в ≤ 25 раз. Возникает 
возможность создания дополнительных каналов связи. В 
результате эффективность системы связи за счет допол-
нительных каналов связи  и скорость передачи инфор-
мации существенно возрастают. 

Рассмотрим результаты фильтрации радиоимпуль-
сов, модулированными оконной функцией Чебышева. 
Длительность канальных сигналов при этом не меняется. 
Однако ширина спектра сигналов увеличивается практи-
чески вдвое, а боковые лепестки подавляются на -45 дБ. 

На рис. 3 показаны результаты модельных расчетов для 
этого случая. 

 
Рис. 3. Результаты фильтрации радиоимпульсов,  

модулированных оконной функцией Чебышева, фильтрами 
максимального правдоподобия и фильтрами Фурье 

На рисунке слева вверху показан вид группового сиг-
нала, содержащего два, модулированных оконной функ-
цией Чебышева, радиоимпульса. На рисунке вверху спра-
ва показаны спектры канальных сигналов. Они ограниче-
ны по частоте, однако их ширина увеличена по сравнению 
со спектрами на рис. 2 почти в 2 раза. На рисунке внизу 
справа показан результат фильтрации фильтрами Фурье 
при изменении несущей частоты второго канального сиг-
нала от 1,75 до 2,2 кГц. Влияние боковых лепестков прак-
тически отсутствует однако оценка амплитуд двух сигна-
лов неудовлетворительная в диапазоне частот от 1,85 до 
2,2 кГц (диапазон отмечен вертикальными линиями. На 
рисунке внизу слева показан результат фильтрации 
фильтрами максимального правдоподобия. Оценки ам-
плитуд вполне удовлетворительные за исключением уз-
кой частотной полосы шириной 10 Гц. В этой полосе 
оценки амплитуд имеют дополнительные погрешности, 
обусловленные сингулярным максимумом. Сравнивая 
выделенные частотные полосы можно сделать вывод о 
возможности создания систем связи с частотным разне-
сением сигналов с ограниченным спектром на величину 
от 10 Гц и более. Предельное разнесение, меньше в 35 
раз частотного разнесения, определяемого соотношени-
ем неопределенности (350 Гц). Эффективность таких си-
стем связи, а также скорость передачи информации, за 
счет возможности создания дополнительных каналов свя-
зи, существенно увеличиться.  

На рис. 4 показаны оценки амплитуд и фаз, получен-
ные при фильтрации фильтрами максимального правдо-
подобия сигнального созвездия в двух частотных каналах 
с несущими частотами 2 и 2,01 кГц. Сигнальное созвездие 
в каждом канале состоит из последовательности четырех 
радиоимпульсов, модулированных оконной функцией 
Чебышева. Спектр символов ограничен по частоте значе-
нием 0,19 кГц. Боковые лепестки ограничены уровнем – 
45 дБ. Значения амплитуд и фаз сигнального созвездия 
представлены в таблице. 
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F1 = 2 кГц 
1mU  1 0,9 0,8 1,2 

1m град. 5 95 185 275 

F2 = 2,01 кГц 
2  mU  1,2 0,8 0,9 1 

2m град. -10 80 170 260 

 
Рис. 4. Оценки параметров четырех символов  

сигнального созвездия в двух частотных каналах 

При отношении сигнал/шум 20 дБ скорость передачи 
каждого символа в канале по Шеннону равна 0,1 килобит 
/ сек. При ограничении ширины спектральной линии сим-
вола значением 0,19 кГц за счет оконной модуляции, ско-
рость передачи символа сохраняется. Однако эффектив-
ность использования частотного диапазона системы свя-
зи уменьшается. Эффективность использования частот-
ной полосы определяется как отношение скорости пере-

дачи символов к реальной полосе частот .CK
F




  

Согласно выражению Шеннона эффективность исполь-
зования частотной полосы в данном случае равна 
1 бит/сек/Гц. При ограничении ширины спектральной ли-
нии с помощью оконной функции эффективность исполь-
зования частотной полосы будет равна 0,52 бит/сек/Гц. 
При использовании фильтров максимального правдопо-
добия на частотном интервале двух каналов можно со-
здать дополнительно 19 каналов. В каждом канале ско-
рость передачи символа равна предельной скорости 
Шеннона в связи с тем, что длительность символа не 
меняется. Однако за счет увеличения количества кана-
лов общая скорость передачи информации увеличивает-
ся в 19 раз. Эффективность использования частотной 
полосы при этом также увеличивается в 19 раз.  

На рис. 5 показаны погрешности оценок амплитуд и 
фаз канальных сигналов в зависимости от разности не-
сущих частот. Из рисунка следует, что погрешности 
вполне удовлетворительные вплоть до разности частот 
10 Гц. Экспоненциальное возрастание этих погрешностей 
связано с влиянием сингулярных максимумов (отноше-
ние сигнал/шум = 20 дБ). Сплошной линией показано 
изменение модуля коэффициента корреляции между 
сигналами.  

Таким образом, модельные расчеты подтверждают 
возможность использования фильтров максимального 

правдоподобия в системах связи с ограниченной полосой 
частот в области неортогональности сигналов. При моду-
ляции радиоимпульсов оконной функцией Чебышева ско-
рость передачи символов может быть увеличена (в по-
тенциале в 19 раз) по сравнению с предельной скоростью 
Шеннона. Эффективность такого рода систем связи ока-
зывается также увеличенной (в потенциале в 19 раз) по 
сравнению с реальной эффективностью систем связи с 
ограниченной полосой частот. Рис. 4 и рис. 5 иллюстри-
руют возможность фильтрации фильтрами максимально-
го правдоподобия в области неортогональности каналь-
ных сигналов не только простых, но и сигналов с ампли-
тудно-фазовой модуляцией. Скорость передачи инфор-
мации при этом определяется выражением Найквиста: 

2 ( ),C Flog m     (9) 
где m  – количество независимых состояний сигнала с 
амплитудно-фазовой модуляцией. 

 
Рис. 5. Погрешности (СКО) оценок амплитуд  

и начальных фаз канальных сигналов в зависимости  
от разности частот в каналах связи 

Ограничением скорости передачи информации и эф-
фективности использования частотной полосы является 
ширина сингулярного максимума, которая зависит от от-
ношения сигнал/шум. 

Заключение 

1. В работе представлены новые возможности в ре-
шении задачи уплотнения выделенной частотной полосы. 
Они основаны на использовании в системах связи филь-
тров максимального правдоподобия, которые могут от-
фильтровывать неортогональные по частоте канальные 
сигналы. Эффективность фильтрации сигналов фильтра-
ми максимального правдоподобия весьма высокая и 
обеспечивает, за счет уплотнения каналов связи, возмож-
ность увеличения скорости передачи информации по 
сравнению со скоростью Шеннона в потенциале в 19 раз 
при отношении сигнал/шум 20 дБ.  

2. Определена структура фильтров максимального 
правдоподобия, выведены выражения, определяющие 
импульсную и частотную характеристики этих фильтров. 
Установлено, что фильтры максимального правдоподо-
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бия, в отличии от остальных фильтров, содержат инфор-
мацию о взаимно-корреляционных связях между каналь-
ными сигналами, входящими в состав группового сигна-
ла, и исключают влияние сопутствующих сигналов на 
выделенный сигнал. Они могут эффективно работать в 
области неортогональности канальных сигналов.  

3. Показано, что метод максимального правдоподо-
бия в приложении к системам связи практически полно-
стью исключает ограничения, связанные с соотношением 
неопределенности. Естественным ограничением являет-
ся ширина сингулярных максимумов на поверхности 
функциональных зависимостей, определяющих решения 
уравнений правдоподобия. Она зависит от отношения 
сигнал/шум. 
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Рассмотрена разработка математического и алгоритмическо-
го обеспечения для спектрального анализа сигналов на основе вы-
числения и усреднения периодограммных оценок спектральной 
плотности мощности (СПМ). Особенностью данной разработки 
является формирование псевдоансамбля подлежащих обработке 
сегментов с применением бинарно-знакового стохастического 
квантования реализации анализируемого сигнала. Использование 
данного вида квантования позволило осуществить аналитическое 
вычисление интегральных операций при переходе от аналоговой 
формы модифицированных периодограмм к их вычислению в дис-
кретном виде. Вследствие этого вычисление оценки СПМ свелось к 
обработке дискретных значений функций, вид которых определя-
ется только видом применяемых оконных функций. Основными опе-
рациями такой обработки являются операции сложения и вычита-
ния. Практически исключена необходимость выполнения операций 
умножения, что повышает оперативность проведения спектраль-
ного анализа. Результаты численного эксперимента показали, что 
разработанный подход позволяет осуществлять спектральный 
анализ при достаточно низком отношении сигнал/шум. 

УДК 519.246.27 

СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ НА ОСНОВЕ ПЕРИОДОГРАММНОГО МЕТОДА 
ОБРАБОТКИ СЕГМЕНТОВ БИНАРНО-КВАНТОВАННОГО СИГНАЛА  
С ПРИМЕНЕНИЕМ ВЕСОВЫХ ОКОННЫХ ФУНКЦИЙ 
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SPECTRAL ANALYSIS BASED ON THE PERIODOGRAM METHOD  
OF PROCESSING A PSEUDO-ENSEMBLE  
OF BINARY-QUANTIZED SIGNAL SEGMENTS USING WINDOW FUNCTIONS 

Yakimov V.N., Mashkov A.V. 
The article discusses the development of mathematical and algorithmic support for the spectral analysis of signals based on the cal-
culation and averaging of periodogram estimates of the power spectral density (PSD). A special feature of this development is that 
the formation of a pseudo-ensemble of segments to be processed is carried out using binary-sign stochastic quantization of the ana-
lyzed signal. The use of this type of quantization made it possible to carry out analytical calculation of integral operations in the tran-
sition from the analog form of modified periodograms to their calculation in discrete form. As a result, the calculation of the PSD es-
timate has been reduced to processing discrete values of functions, which are determined only by the type of window functions 
used. The main operations of such processing are addition and subtraction operations. The need to perform multiplication opera-
tions is practically eliminated, which increases the efficiency of spectral analysis. The results of the numerical experiment showed 
that the developed approach allows performing spectral analysis at a sufficiently low signal-to-noise ratio. 

Key words: power spectral density, periodogram, window function, binary stochastic quantization. 
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мощности, периодограмма, оконная функция, 
бинарное стохастическое квантование.  

Введение 

Спектральный анализ сигналов представля-
ет практический интерес во многих областях 
современной науки и техники. Исследование 
частотного состава сигналов позволяет контро-
лировать текущее состояние различных по сво-
ему назначению технических систем и техноло-
гического оборудования в режиме их штатного 
функционирования. При этом анализируемые 
сигналы, как правило, являются сложными по 
своему частотному составу. Это выражается в 
том, что они представляют собой совокупность 
гармонических составляющих и шумовых по-
мех. Последние могут быть, как собственными 
шумами, сопровождающими технологические 
процессы, так и внешними по отношению к ним 
шумами различного физического происхождения, 
носящими случайный характер. Спектральный анализ 
таких сигналов предполагает оценивание спектральной 
плотности мощности (СПМ), которая дает представле-
ние о его средней мощности, приходящееся на единич-
ный частотный интервал [1, 2]. 

С развитием средств вычислительной техники оце-
нивание СПМ преимущественно осуществляется в 
цифровом виде. При этом широкое применение получил 
периодограммный метод вычисления оценок СПМ на 
основе выполнения алгоритмов быстрого преобразова-
ния Фурье (БПФ). Периодограммный метод предполага-

ет вычисление оценки СПМ по одной реализации сигна-
ла при условии, что он обладает свойствами стационар-
ности и эргодичности. В общем случае такая оценка 
СПМ будет давать статистически неустойчивые резуль-
таты спектрального анализа. Это приводит к тому, что 
периодограммные оценки СПМ для сильно зашумлен-
ных сигналов будут иметь значительные флуктуации 
относительно истинных значений частотных составляю-
щих. Следствием этого может стать потеря в оценке 
спектра слабых гармонических составляющих при низ-
ком отношении сигнал/шум. Кроме того, ввиду анализа 
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реализации сигнала конечной длительности, имеет ме-
сто эффект «утечки» энергии в боковые лепестки. Такой 
эффект приводит к наложению и искажению спектраль-
ных линий в оценке СПМ, и слабые спектральные ком-
поненты могут маскироваться боковыми лепестками 
более сильных спектральных компонент [1, 2]. 

С целью улучшения оценки СПМ используют метод 
усредненных модифицированных периодограмм. Со-
гласно этому методу реализация сигнала на интервале 
времени его анализа представляется в виде псевдоан-
самбля сегментов. Тогда оценка СПМ вычисляется 
усреднением периодограммных оценок, которые вычис-
ляются для каждого сегмента псевдоансамбля. Для 
увеличения числа сегментов при ограниченной дли-
тельности наблюдаемой реализации сигнала допуска-
ется их частичное перекрытие. При этом чтобы осла-
бить утечку в боковые лепестки используют оконные 
функции для сглаживания сегментов [1, 2]. Нетрудно 
видеть, что такой подход к оцениванию СПМ представ-
ляет собой достаточно сложный вычислительный про-
цесс. При этом особенностью этого процесса является 
то, что основными операциями вычислительных проце-
дур являются операций умножения. Поэтому алгорит-
мы, реализующие метод усредненных модифицирован-
ных периодограмм в цифровом виде, даже при исполь-
зовании БПФ могут потребовать существенных времен-
ных затрат. Отсюда следует, что разработка эффектив-
ных цифровых алгоритмов для вычисления оценок СПМ 
на основе метода усредненных модифицированных 
периодограмм остается актуальной задачей. 

Предлагаемый подход  
к вычислению периодограммной оценки СПМ 

Одним из путей повышения вычислительной произ-
водительности цифровых алгоритмов является сниже-
ние разрядности обрабатываемых отсчетов анализиру-
емого сигнала. Исходя из этого, в предельном случае 
для представления сигналов в цифровой форме ис-
пользуют грубое бинарное квантования [3, 4]. В [5, 6] 
показано, что в процессе решения задач статистической 
обработки сигналов получить эффективные решения 
позволяет применение бинарно-знакового стохастиче-
ского квантования. Особенностью процедуры такого 
квантования является ее рандомизация за счет исполь-
зования в качестве пороговой функции вспомогательно-
го случайного сигнала ).(t  При этом вспомогательный 
сигнал )(t  должен имеет равномерное распределение 

и принимать значения в пределах от max  до ,max  

где значение величины max  определяется исходя из 
динамического диапазоном изменения квантуемой реа-
лизации сигнала. 

При спектральном анализе практический интерес 
представляют частотные составляющие сигнала. По-
этому в процессе его осуществления обработке подвер-

гается центрированная реализация сигнала ),(tx
o

 име-
ющая нулевое среднее значение. Результат бинарно-

знакового стохастического квантования такой реализа-
ции будет равен: 

( ) 1, если ( ) ( );

( ) 1, если ( ) ( ).

o

o

z t x t t

z t x t t





  

  
 (1) 

На основе данного вида квантования и прямого пре-
образования Фурье в [7] разработан алгоритм для оцен-
ки СПМ с использованием временных весовых функций. 
При этом его разработка осуществлена в результате 
перехода к оценке корреляционной функции, вследствие 
чего требуется осуществлять две независимых процеду-
ры бинарно-знакового стохастического квантования сиг-
нала при подготовке исходных данных. В [8] на основе 
метода усреднения преобразования Фурье псевдоан-
самбля сегментов разработан алгоритм для цифрового 
гармонического анализа. Однако при этом не рассмот-
рен вопрос применения оконных функций при обработке 
сегментов результата бинарно-знакового стохастическо-
го квантования. С учетом этих работ рассмотрим разра-
ботку математического и алгоритмического обеспечения 
для оценивания СПМ на основе метода усредненных 
модифицированных периодограмм, когда для преобра-
зования в цифровой код используется бинарно-знаковое 
стохастическое квантование. 

Согласно методу усредненных модифицированных 
периодограмм в процессе оценки СПМ обработке под-
вергается совокупность сегментов анализируемого сиг-
нала. В общем случае эти сегменты могут перекрывать-
ся, образуя так называемый псевдоансамбль. В соот-
ветствии с этим рассмотрим псевдоансамбль, который 
сформирован из сегментов результата бинарно-
знакового стохастического квантования. Для иллюстра-
ции такого псевдоансамбля за основу возьмем рисунок, 
приведенный в [8] (см. рис. 1).  

Представленный на рис. 1 псевдоансамбль состоит из 
М сегментов длительностью T  каждый. Смещение этих 
сегментов друг относительно друга равно .0T  Если за 

начальное время анализа принять ,00 t  то для m-го 
сегмента будем иметь: 

),(),( tztmz   где TTmtTm  00 )1()1(   
и Mm 1 .   (2) 

Периодограммная оценка для m-го сегмента будет 
иметь вид: 

2
2
max |),,(ˆ|),,(ˆ TfmS

TW
TfmS kZZkXX


 ,  (3) 

 
T

kkZZ dttfjtwTmtzTfmS
0

0 )2exp()())1(( ),,(ˆ  ,  (4) 

где 0kffk   и .1
0

 Tf  

В (4) )(tw  оконная функция, а W средняя мощность 
оконной функции. 

Усредненная модифицированная периодограммная 
оценка СПМ будет равна: 


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
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m
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M
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Рис. 1. Сегментирование результата бинарно-знакового стохастического квантования )(tz  

Запишем (4) в следующем виде: 

mkmkkZZ bjaTfmS ,,
ˆˆ ),,(ˆ  ,  (6) 

где  
T

kmk tdtftwTmtza
0

0, 2cos)())1((ˆ  ,   (7) 

 
T
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0

0, 2sin)())1((ˆ  .    (8) 

Тогда 

)ˆˆ(),,(ˆ 2
,

2
,

2
max

mkmkkXX bа
TW

TfmS 


,   (9) 

Аналогичным образом, как это было сделано в [7], 
введем в рассмотрение функции: 

fttwtfga 2cos)(),(  ,  (10) 
fttwtfgb 2sin)(),(  . (11) 

С учетом функций (10) и (11) получаем: 

 
T

kamk dttfgTmtza
0

0, ),())1((ˆ ,    (12) 

 
T

kbmk dttfgTmtzb
0

0, ),())1((ˆ .   (13) 

Длительности сегментов псевдоансамбля равны 
.0LTT   Можно считать, что каждый такой сегмент со-

стоит из L  непересекающихся сегментов длительно-
стью .0T  Отметим, что для сегментов псевдоансамбля 
на рис. 1 .3L  Тогда для (12) и (13) получаем: 

 
 


L

l

lT

Tl
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 
 


L

l
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kbmk tdttfgTmtzb

1 )1(
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0

0
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На интервале времени анализа AT  будем иметь 

1 LMN  неперекрывающихся сегментов длитель-

ностью .0T  С учетом того, что ,00 t  границам этих сег-
ментов, образующих m-ый сегмент псевдоансамбля, 
будут соответствовать моменты времени: 

0001 )1()1( TmlTmlTt ml  ,  (16) 

где Mm 1  и .1 Ll   
С учетом (16) для (14) и (15) будем иметь: 
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Если принять, что ),1(  mln  то (16) определяет 
множество отсчетов времени для сегментов длительно-
стью 0T : 

 NnnTtt n  1  :   ;0  00 , где AN Tt  .  (19) 
Тогда (17) и (18) примут вид: 
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Как следует из (22) и (23), задача свелась к вычисле-

нию оценок nk ,̂  и ,ˆ
,nk  которые должны суммировать-

ся согласно (20) и (21). Отметим, что оценки nk ,̂  и nk ,̂  
вычисляются на неперекрывающихся сегментах дли-
тельностью .0T  
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Рассмотрим вычисление оценок nk ,̂  и .ˆ
,nk  Для 

этого, как и в [7, 8] используем разработанную в [9] дис-
кретно-событийную модель для представления резуль-
тата бинарно-знакового стохастического квантования в 
дискретном виде. Она основана на том факте, что он 
может быть равен только « 1 » или « 1 », и смена этих 
значений во времени происходит последовательно. Со-
гласно этой модели для результата бинарно-знакового 
стохастического квантования достаточно знать только 
одно значение ),( 0tz  соответствующее начальному 

моменту времени квантования ,000  Ztt  и множество 

отсчетов времени )},1(1  : {  Iit Z
i  в которые на ин-

тервале времени анализа 0NTtT IA   происходит 
смена его значений. Следовательно, для n-ого сегмента 
достаточно знать значение )( 1ntz  и отсчеты времени 

Z
it  на интервале .1 nn ttt   В соответствии с этим для 

границ интервала nn ttt 1  введем обозначения Z
nt )(  

и ,1)()(
Z

nrnt   где индексы )(nv  и )(nr  являются целы-

ми числами. Такие обозначения этих индексов показы-
вает их зависимость от номера сегмента. Тогда для n-го 
сегмента будем иметь множество отсчетов времени: 
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Так как значения )(tz  равны « 1 » или « 1 ». По-
этому интегралы в (22) и (23) с учетом (24) можно пред-
ставить в виде суммы интегралов: 
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Из (10) и (11) следует, что для непрерывной и инте-
грируемой по переменной времени оконной функцией 

)(tw  функции ),( tfga  и ),( tfgb  также будут непре-
рывными и интегрируемыми по этой переменной. По-
этому существуют такие функции ),( tfGa  и ),,( tfGb  
для которых выполняется условия дифференцируемо-
сти [10]: 

dtftgftdG aa ),(),(  ,  (27) 

dtftgftdG bb ),(),(  .    (28) 

Исходя из (27) и (28), интегралы в (25) и (26) вычис-
ляются аналитически: 
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Введем обозначение m
Z

jnvjnv ttt  )(),( . Тогда: 
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Соотношения (9), (20), (21) и (33)-(36) определяют 
вычислительные процедуры и последовательность их 
выполнения в процессе получения периодограммной 
оценки СПМ для m-го сегмента. Согласно (5) вычисляет-
ся усредненная модифицированная периодограммная 
оценка СПМ. Основу этих соотношений составляют опе-
рации сложения и вычитания значений функций ),( ftGa  

и ),( ftGb  для дискретных частот 0kffk   и jnvt ),( . 

Результаты численных экспериментов 

Соотношения (5), (9), (20), (21) и (33)-(36) стали осно-
вой разработки цифрового алгоритма, который был реа-
лизован в виде специализированного программного мо-
дуля. Экспериментальные исследования этого модуля 
проводились на основе имитационного моделирования 
процедуры бинарно-знакового стохастического квантова-
ния. При этом центрированная реализация сложного 
сигнала представляла собой модель следующего вида: 
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В (37) приняты следующие обозначения: 

1) н
kA  – нормированные амплитуды, значения которых 

задавались от нуля до единицы; 

2) max2/ Fff k
н

k   – частоты гармонических состав-
ляющих, значения которые задавались от нуля до 0,5 и 
интерпретировались как нормированные относительно 
верхней граничной частоты maxF  диапазона оценивания 
СПМ. 

3) k  – начальные фазы, значения которых задава-
лись с использованием генератора равномерно распре-
деленных величин из интервала   k . 

В качестве аддитивного шума )(te  добавлялся белый 
шум, который генерировался с нулевым средним значе-

нием и дисперсией 2
e . 

В частности рассмотрим результат оценки СПМ, полу-

ченный для модели ),(tx
o

 которая содержала двенадцать 
гармонических составляющих, значения параметров ко-
торых приведены в табл. 1. При этом дисперсия шума 

)(te  была равна единице. Применение оконных функций 
определяется видом анализируемого сигнала и задачей, 
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решаемой в ходе осуществления спектрального анализа 
[11-14]. Для примера на рис. 2 представлены нормиро-
ванные оценки СПМ (normalized PSD estimates), вычис-
ленные для этой модели с применением треугольного 
(Бартлетта) окна по одной, пяти, десяти и пятнадцати 
сегментам. Перекрытие сегментов составляло половину 
их длины. 

Треугольное (Бартлетта) окно имеет вид: 
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Значения параметров модели реализации )(tx
o

 

k  н
kA  н

kf  2
max

2 / AAk , дБ 
1 0,15 0,12 -16,48 
2 0,2 0,15 -13,98 
3 0,5 0,17 -6,02 
4 0,75 0,18 -2,50 
5 1,0 0,25 0,00 
6 0,7 0,27 -3,10 

7 0,3 0,28 -10,46 
8 0,25 0,3 -12,04 
9 0,15 0,35 -16,48 
10 0,1 0,37 -20,00 
11 0,05 0,40 -26,02 
12 0,07 0,42 -23,10 

На графике оценки СПМ, вычисленной по одному 
сегменту, идентификация гармонических составляющих 
с малыми амплитудами затруднена. Наблюдается за-
шумление слабых гармонических составляющих. С уве-
личением числа обрабатываемых сегментов влияние 
аддитивного шума на оценку СПМ снижается и отчетли-
во прослеживается тенденция к её улучшению. Уже на 
графике оценки СПМ, вычисленной по пяти сегментам, 
имеется устойчивая идентификация гармонических со-
ставляющих, и их положение в спектре соответствует 
исходным значениям. Ложных спектральных линий нет. 
Результаты моделирования хорошо согласуются со зна-
чениями параметров гармонических составляющих, 
представленных в таблице.  

Заключение 

Разработано математическое обеспечение и соответ-
ствующее ему алгоритмическое обеспечение для оценки 
СПМ на основе метода усредненных модифицированных 
периодограмм. При этом формирование псевдоансамбля 
подлежащих обработке сегментов осуществляется с при-
менением  бинарно-знакового  стохастического  квантова- 

 
 а) один сегмент  б) пять сегментов 

 
 в) десять сегментов  г) пятнадцать сегментов 

Рис. 2. Нормированная оценка СПМ: треугольное (Бартлетта) окно 
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ния реализации анализируемого сигнала. Использова-
ние данного вида квантования позволило осуществить 
аналитическое вычисление интегральных операций при 
переходе от аналоговой формы модифицированных 
периодограмм к их вычислению в дискретном виде. Ре-
зультатом такого интегрирования стали функции 

),( ftGa  и ),,( ftGb  и вычисление оценки СПМ свелось 
к дискретной обработке этих фикций, основными опера-
циями которой являются операции сложения и вычита-
ния. При этом практически исключено выполнение опе-
раций умножения, что повышает вычислительную эф-
фективность спектрального анализа. Отметим, что 
функции ),( ftGa  и ),( ftGb  являются аналитическими, 
и их вид определяется только видом применяемых 
оконных функций. Поэтому набор таких функций может 
быть сформирован аналитически в зависимости от тре-
бований, предъявляемых к спектральному анализу. 
Разработанное математическое и алгоритмическое 
обеспечение может найти применение при разработке 
прикладного программного обеспечения многофункцио-
нальных систем для статистического анализа сложных 
сигналов [15, 16]. 

Работа выполнена при финансовой поддержке 
РФФИ (проект № 19-08-00228-а). 
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Рассматривается задача анализа сигналов с квадратурной ам-
плитудной модуляцией (КАМ). Целью работы является построение 
плотности распределения вероятностей коэффициентов ком-
плексной огибающей КАМ сигнала. Для построения плотности при-
меняются гистограммный метод и метод максимума правдоподо-
бия. Показаны результаты численного моделирования. 
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ESTIMATION OF THE PROBABILITY DENSITY FUNCTION OF QAM SIGNALS 

Maslakov M.L., Ternovaya A.K. 
The article considers the problem of analyzing signals with quadrature amplitude modulation (QAM). The goal of the work is estima-
tion of probability distribution density of the complex in-phase and quadrature components of QAM signal. The histogram method 
and the maximum likelihood method are used for get this estimation. The results of numerical simulation are presented. 

Key words: probability density function, In-phase and Quadrature components, quadrature amplitude modulation, 
histogram method, maximum likelihood method, signal-to-noise ratio, noise dispersion. 

 

Ключевые слова: плотность распределения 
вероятностей, комплексная огибающая, квадра-
турная амплитудная модуляция, гистограммный 
метод, метода максимума правдоподобия, от-
ношение сигнал/шум, дисперсия шума. 
Введение 

Статистический анализ сигнальных созвездий мани-
пулированных сигналов, принятых на фоне аддитивного 
шума, является одной из важнейших задач при обработ-
ке сигналов и принятии решения о переданном символе. 
Так, например, для сигналов с фазовой манипуляцией 
(ФМ), различных порядков (BPSK, QPSK и т.д.) приме-
няют круговые (или полярные) распределения [1, 2]. На 
основе их анализа и обработки отсчетов сигнала полу-
чают, в частности, оценки отношения сигнал/шум (ОСШ) 
[3, 4] и вероятности ошибки [3]. Для получения этих оце-
нок достаточно рассмотреть фазы принимаемых симво-
лов (или разности фаз для случая дифференциальной 
ФМ [5]) и ограничится соответствующей одномерной 
плотностью распределения [3]. 

Однако в случае сигналов с квадратурной амплитуд-
ной модуляцией (КАМ, или QAM) необходимо рассмот-
реть синфазную и квадратурную составляющие ком-

плексной огибающей kU  каждого принимаемого симво-
ла [5, 6], т.е. 

kkk iQIU  , (1) 
где ,kI  kQ  – соответственно, синфазная и квадратур-

ная составляющие, k  – номер символа. 
Отметим, что для ФМ сигналов, вообще говоря, так-

же рассматривают коэффициенты комплексной огиба-

ющей ,kU  однако ограничиваются лишь ).arg( kk U  

Целью данной работы является построение плотно-
сти распределения вероятностей комплексной огибаю-
щей КАМ сигнала. 
Описание модели 

Пусть )(ts  – передаваемый сигнал с КАМ, который 
можно записать в следующем виде 
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где K  – количество передаваемых символов, kA  – ам-

плитуда передаваемого сигнала, f 2  – несущая 

частота, k  – фазы передаваемых символов, symT  – 

длительность символа, )(tp  – импульсная функция вида 

 
 










.;0,0

,;0,1
)(

sym

sym

Tt
Tt

tp  (3) 

Преобразование Гильберта сигнала (2) есть 

.))1(()sin()(ˆ
1

.



K

k
symkk TktptAts   (4) 

Тогда аналитический сигнал, соответствующий k -му 
передаваемому символу можно записать в форме 

 
  ,sin

cos)(ˆ)()(

.

.
tii

kkk

kk

eeAtiA

tAtsitstu
k 






 (5) 

где множитель ki
keA   – есть комплексная огибающая  

k -го сегмента сигнала ),(ts  соответствующего k -му 
символу. 

Соответствующие комплексные коэффициенты в 
форме (1) полностью характеризуют «информацион-
ную» составляющую КАМ сигнала и могут быть записа-
ны в виде 

,ki
kkkk eAiQIU   (6) 

где kkk AI cos , kkk AQ sin . 

Таким образом, КАМ сигнал кроме формы (2) часто 
представляют в виде модели [5] 
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.))1(())sin()cos(()(
1




K

k
symkk TktptQtIts   (7) 

Принятый из канала с АБГШ сигнал запишем в форме 
)()()(~ ttsts  , (8) 

где )(t  – АБГШ. 

В результате при анализе сигнала для каждого k -го 
символа вместо (6) получают оценки синфазно-
квадратурных составляющих в форме 

),,(),(, kQkkIkk QiIU    (9) 

где kI ,  и kQ ,  – соответствующие синфазно-

квадратурные составляющие аддитивного шума ).(t  

Таким образом, при моделировании выборки синфазно-
квадратурных составляющих принимаемого КАМ сигна-
ла можно рассмотреть модель вида 

,)( 2 iReGUU  
  (10) 

где U  – комплексный вектор отсчетов синфазно-
квадратурных составляющих передаваемого сигнала, 

)( 2G  – вектор гауссовских чисел с дисперсией 2  и 

нулевым математическим ожиданием, R  – вектор слу-
чайных чисел с равномерным законом распределения в 
диапазоне  .2;0   

Отметим, что умножение векторов )( 2G  и iRe  в 
выражении (10) предполагается поэлементным. 

В качестве примера на рис. 1 приведены сигнальные 

созвездия наблюдаемых КАМ сигналов, полученные при 
реализации модели (10). 

Здесь на рис. 1 красным показаны истинные (допу-
стимые) значения вектора U , синим – зашумленная 

выборка U . 

Построение плотности вероятности  
гистограммным методом 

Простейшим методом непараметрической оценки 
плотности распределения вероятностей является гисто-
граммный метод оценивания [7]. Суть метода сводится к 
оценке вероятностей попадания значений анализируе-
мой выборки в заданные области. 

В рассматриваемом случае анализа комплексной 
выборки U  необходимо осуществить разбиение на 

области с шагом, определяемым следующим образом 

,
1

]),min([]),max([





N
QIQI

h   (11) 

где I  и Q  – здесь и далее – вещественная и мнимая 

части вектора U , N  – количество областей (или ячеек). 

Как известно, число ячеек, а точнее их размер, влия-
ет на состоятельность получаемой оценки плотности 
распределения вероятностей и в тоже время зависит от 
объема имеющейся выборки. 

На рис. 2-4 приведены примеры плотностей ком-
плексных огибающих U  сигнала КАМ-4, полученные 

методом гистограмм, для различного объема выборки. 

 
 а) б) 

Рис. 1. Примеры сигнальных созвездий наблюдаемых КАМ сигналов: КАМ-4 (а), КАМ-16 (б) 

             
Рис. 2. Гистограммы коэффициентов комплексной огибающей  
при объеме выборки 500K  при 20N , 33N  и 50N  
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Рис. 3. Гистограммы коэффициентов комплексной огибающей  

при объеме выборки 1000K  при 20N , 33N  и 50N  

          
Рис. 4. Гистограммы коэффициентов комплексной огибающей  

при объеме выборки 10000K  при 20N , 33N  и 50N  

Из приведенных на рис. 2 гистограмм, очевидно, что 
объема выборки 500K  недостаточно для получения 
состоятельной оценки. При этом значение N  логичнее 
выбирать следующим образом [8] 

,KN   (12) 
Как видно из рис. 3, 4 для анализа сигналов КАМ-4 

требуется объем выборки 1000K . Однако для случая 
более высокой позиционности модуляции, например, 
КАМ-16 потребуется увеличения объема выборки на 
порядок, что далеко не всегда может быть допустимо на 
практике. 

Таким образом, несмотря на простоту реализации, 
гистограммный метод требует достаточно большого 
объема анализируемой выборки. Применение неравно-
мерного адаптивного шага для размера ячеек (см., 
например, [9]) – более «мелкого» в области разрешен-
ных состояний – потенциально позволит несколько 
уменьшить требования к объему выборки. Однако вы-
числительная сложность в этом случае увеличится. По-
этому при анализе относительно небольших выборок 
отсчетов векторов комплексной огибающей КАМ сигна-
лов целесообразнее применение других методов, 
например, метод максимума правдоподобия. 

Построение плотности вероятности методом 
максимума правдоподобия 

Метод максимума правдоподобия позволяет постро-
ить плотность распределения путем оценки параметра 

(или параметров) модели плотности распределения 
известного вида. Функцию правдоподобия, как правило, 
записывают через логарифм, т.е. 

 ,),(ln)(
1




K

k
kxWL   (13) 

где ),( kxW   – плотности распределения известного 

вида, kx  – элементы анализируемой выборки,   – 
оцениваемый параметр. 

Как известно [8], двумерная нормальная плотность 
распределения в общем случае определяется выраже-
нием 

,
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 (14) 

где yx  ,  – средне-квадратичные отклонения (СКО) 

случайных величин x  и y , соответственно, yx mm ,  – 

математические ожидания случайных величины x  и y , 
  – коэффициент корреляции. 

Полагая некоррелированность случайных величин x  
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и y , т.е. при значении 0 , от (14) приходим к выра-
жению 
 
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С учетом модели (10) положим значения СКО, а зна-
чит и дисперсий, равными, т.е. 

.222   yx  (16) 
Математические ожидания синфазно-квадратурных 

составляющих обозначим, соответственно, Im  и .Qm  

Их значения для каждого варианта передаваемого сим-
вола известны и приведены в таблице. 

Значения математических ожиданий вариантов символов 
КАМ сигналов и обозначения соответствующих плотностей 

КАМ-4 КАМ-16 
Обозначение 

Im  Qm  Im  Qm  

1  1  1  1  ),,( 2
0 QIW  

1  1  1  1  ),,( 2
1 QIW  

1  1  1  1  ),,( 2
2 QIW  

1  1  1  1  ),,( 2
3 QIW  

  3  3  ),,( 2
4 QIW  

  1  3  ),,( 2
5 QIW  

  1  3  ),,( 2
6 QIW  

  3  3  ),,( 2
7 QIW  

  3  1  ),,( 2
8 QIW  

  3  1  ),,( 2
9 QIW  

  3  3  ),,( 2
10 QIW  

  1  3  ),,( 2
11 QIW  

  1  3  ),,( 2
12 QIW  

  3  3  ),,( 2
13 QIW  

  3  1  ),,( 2
14 QIW  

  3  1  ),,( 2
15 QIW  

С учетом принятых обозначений, соответствующие 
выражения для плотностей коэффициентов комплекс-
ных огибающих сигналов КАМ-4 и КАМ-16 можно запи-
сать в виде следующих выражений 
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Подставив (17) или (18) в функционал правдоподобия 
(13) придем к соответствующим выражениям для оценки 
дисперсии методом максимального правдоподобия 

)),(arg(maxˆ 22  L  (19) 
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На рис. 5 приведены примеры плотностей распреде-
ления вероятностей комплексных огибающих КАМ сигна-
лов полученные путем оценки дисперсий моделей плот-
ностей (17), (18) методом максимума правдоподобия. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 5. Плотности распределения вероятностей  
комплексных огибающих КАМ сигналов: КАМ-4 (а), КАМ-16 (б) 

Объем выборки при оценке дисперсии для построе-
ния данных плотностей составлял .100K  При этом 
СКО ошибки оценки дисперсии модели (17) или (18) со-
ставляет величину порядка 210 . 

Заключение 

В работе получена плотность распределения вероят-
ностей коэффициентов комплексной огибающей КАМ сиг-
нала. Показано, что в случае применения гистограммного 
метода требуется значительный объем выборки, что недо-
пустимо при анализе сигналов принимаемых из каналов с 
быстро меняющимися характеристиками. 

Поэтому авторами рассмотрено применение метода 
максимума правдоподобия. Выведено аналитическое 
выражение функции плотности распределения вероят-
ностей комплексной огибающей для случая сигналов с 
КАМ-4 и КАМ-16. 
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Полученные результаты могут найти применение в 
задачах оценки ОСШ информационных сигналов с КАМ 
модуляцией. 
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Предложен метод оценки отношения сигнал/шум на основе ин-
формационных сигналов малой длительности. Данная задаче све-
дена к решению обратной задачи или задачи обратного моделиро-
вания, при этом оценивается величина дисперсии шумовой состав-
ляющей. На основе этой оценки могут быть получены оценки от-
ношения сигнал/шум и вероятности ошибки на бит. Показаны ре-
зультаты численного моделирования. 
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ESTIMATION OF SIGNAL-TO-NOISE RATIO VALUES  
FOR SHORT SAMPLES DATA SIGNALS 

Egorov V.V., Maslakov M.L. 
The article proposes method of estimation the signal-to-noise ratio using data signals of short duration. This problem is reduced to solv-
ing the inverse problem or the problem of inverse modeling, moreover the noise component dispersion value is estimated. From this es-
timate, signal-to-noise ratios and bit error rates can be determined. The results of numerical simulation are presented. 
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нал/шум, дисперсия шума, вероятность ошибки 
на бит.  

Введение  

Одной из главных задач обеспечения функ-
ционирования адаптивной системы радиосвязи 
является оценка показателей качества или ха-
рактеристик радиолинии, таких как вероятность ошибки 
на бит (ВОБ) и отношение сигнал/шум (ОСШ). В ино-
странной литературе, соответственно, bit error rate 
(BER) и signal-to-noise ration (SNR). 

Для получения указанных оценок существуют мето-
ды, использующие тестовые (пилот) сигналы [1-3], а 
также бестестовые или слепые методы оценок [2, 4-7]. 
Вторая группа методов использует аппарат статистиче-
ского анализа с учетом знания модели сигналов и их 
параметров. 

Однако, как не парадоксально, в случаях, когда зна-
чение ОСШ достаточно велико большинство известных 
способов (и тестовых и слепых) не позволяют получить 
достаточно точную оценку при небольшом объеме ана-
лизируемых данных. Так, например, при значении ВОБ 
на выходе демодулятора порядка 310  для оценки его 
значения тестовым способом (экспериментальным) по-

требуется выборка порядка ,1010 54   что связано с 
существенными временными затратами. Кроме того, 
полученная таким образом оценка может стать не акту-
альной гораздо раньше, в силу изменчивости канала 
связи. 

В тоже время своевременная оценка необходима 
при функционировании адаптивной системы связи для 
принятия решения, например, об увеличении скорости 
передачи данных путем перехода к модуляции более 
высокой позиционности. 

Проблема такого рода возникает в каналах с быст-
роменяющимися условиями распространения, а также 
при функционировании адаптивной системы передачи 

данных в условиях сложной сигнально-помеховой об-
становки, и, в частности, актуальна для систем связи 
декаметрового диапазона [1]. 

Таким образом, для наиболее эффективного функ-
ционирования системы связи, в частности для обеспе-
чения максимальной информационной скорости пере-
дачи данных, важно не только получить достаточно точ-
ную оценку, но и получить ее своевременно. Последнее 
предполагает, что для этого будет использован сегмент 
сигнала относительно небольшой длительности. 

В данной работе авторами был разработан метод 
для оценки ОСШ для выборки сигнала малой длитель-
ности. 
Предлагаемый метод оценки 

Пусть s  – вектор отсчетов принятого сигнала, при 
демодуляции которого не обнаружено ни одной битовой 
ошибки, представляющий собой сумму  

 ss , (1) 
где s  – точные значения сигнала,   – аддитивный бе-
лый гауссовский шум (АБГШ). 

Полагаем, что сигнал s  соответствует передаче N  
символов. 

Дисперсию данной шумовой реализации   обозна-

чим как ,2
  при этом она неизвестна. 

Как известно [8] ОСШ определяется выражением 

,
2 2

2


Wh   (2) 

где W  – мощность элементарного или единичного символа. 
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Таким образом, фактически целью данной работы 
является оценка дисперсии шумовой составляющей, 
которую обозначим 2ˆ . 

Допустим, что используется когерентная фазовая 
модуляция (ФМ, в иностранной литературе PSK). Как 
известно [9] ВОБ для сигналов с двухпозиционной ФМ 
(BPSK) при оптимальном когерентном приеме опреде-
ляется выражением 






 22

0 2
1)( herfchP , (3) 

где   



x

dyyxerfc )exp(2 2


 – функция ошибки. 

В данной работе авторами предлагается способ по-
лучения оценки 2ˆ  как решение обратной задачи, ме-
тодом обратного моделирования с использованием 
«контролируемого» шума.  

Пусть lm,  – некоторая l -я реализация белого шума 

с заданной дисперсией .2
,m  Для каждого значения 

Mmm ...1,2
,   получим L  вариантов реализаций вида 

....1,...1

,)( ,,,

LlMm
ssu lmlmlm



 
 (4) 

Т.е. всего LM   вариантов выборок сигнала ,s  при-
нятого из канала АБГШ в условиях «контролируемого» 
шума .  

Очевидно, что значение ОСШ сигнала lmu ,  умень-

шилось, а, следовательно, ВОБ на выходе демодулято-
ра увеличилась. При этом для каждого известного зна-
чения 2

,m  имеется L  выборок. Тогда получим M  

оценок ВОБ следующим образом 


 


L

l

N

n
lm nbnb

LN
mP

1 1
, )()(1)(ˆ , (5) 

где }...1),({ Nnnbb   – последовательность инфор-

мационных бит, }...1),({ ,, Nnnbb lmlm   – вектор демо-
дулированных бит сообщения, соответствующий сигна-
лу ,,lmu    – знак сложения по модулю 2. 

Отметим, что последовательность бит b  может 
представлять собой как тестовые биты, так и информа-
ционные, полученные при демодуляции сигнала .s  

При этом ОСШ сигнала lmu ,  есть 

)(22 2
,

22
,

2

mm
m

WWh
  

 . (6) 

В результате получим зависимость )(ˆ)(ˆ 2
mhPmP  . 

Сопоставив соответствующие зависимости (3) и (6) 
однозначно получим 

)(|
22

0 mPPm hh  . (7) 
В результате получим M  уравнений вида 

2
,

)(|
2

2
,

2 ˆ2)(2 m
mPP

m

WhW

 



 , (8) 

где 2
,ˆ m  – оценка, полученная из (7). 

При этом дисперсия 2
  в (8) является единственной 

неизвестной. Очевидно, что 
2
,

2
,

2
, ˆˆ mmm    . (9) 
Тогда, соответствующую оценку дисперсии шумовой 

составляющей   из (1) получим из выражения 





M

m
mm M 1

2
,

2
,

2 ˆ1)ˆ(meanˆ   . (10) 

Подставив значение 2ˆ  в (2), получим соответству-

ющую оценку ОСШ на длительности сегмента сигнала 
соответствующего N  символам (битам). 

Реализация метода в реальных условиях  
и численный эксперимент 

Выражение для ВОБ или модель (3) соответствует 
ВОБ для BPSK сигналов при оптимальном когерентном 
приеме в условиях АБГШ. Однако практическая реали-
зация демодуляторов не является оптимальной, что 
приводит к несколько худшим значениям ВОБ для за-
данного ОСШ. В частности, это связано со следующим: 

1) на практике часто имеет место не белый (окра-
шенный) шум, а также возможно наличие, например, 
импульсных помех; 

2) не всегда удается обеспечить когерентность, 
например, в фазе принимаемых сигналов присутствуют 
«набеги», связанные с неидеальностью фазо-частотных 
характеристик фильтров; 

3) на длительности символа укладывается не целое 
число периодов, что осложняет получение оценки. 

Таким образом, более эффективным представляет-
ся оценка зависимости ВОБ для заданной модуляции 
для конкретной реализации демодулятора, с учетом 
возможной предварительной обработки сигнала, в 
частности при использовании выравнивающих филь-
тров (эквалайзеров), устранения скачков фазы и т.п. 

Естественно, что получить подобную зависимость мож-
но для сигналов с любой позиционностью модуляции. Таким 
образом, потребуется своего рода «настройка» данного 

метода. Обозначим такую зависимость ВОБ ).( 2
1 hP  

На рисунке приведены зависимости ВОБ получен-
ные из выражения (3) и экспериментально для одноча-
стотного сигнала BPSK. 

Отметим, что ключевым в рассматриваемой работе 
было следующее: имеется довольно маленькая выбор-
ка в условиях достаточно большого ОСШ. В текущих 
условиях ошибок обнаружено не было ввиду недоста-
точности объема экспериментальных данных, поэтому 
получить оценку о текущем значении вероятности 
ошибки на бит затруднительно.  

Здесь же приведен пример зависимости оценки 
),(ˆ 2

mgP  где 2
mg  соответствует значениям ОСШ в пред-

положении, что 02  , т.е. 

2
,

2

2 m
m

Wg


 . (10) 
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Зависимости ВОБ от ОСШ: теоретическая )( 2
0 hP  (кривая 1),  

экспериментальная )( 2
1 hP  (кривая 2), оценка )(ˆ 2

mgP  (кривая 3) 

Отметим, что данная зависимость (кривая 3) полу-
чена путем добавления различных реализаций «кон-
тролируемого» шума с задаваемой дисперсией 2

,m  к 

сигналу ,s  в котором содержится аддитивная шумовая 

составляющая (см. (1)) с дисперсией .02   Однако, 

так как ее значение неизвестно, на данном этапе мы 
временно положим ее равной 0. В результате получен-
ная зависимость 3 получилась «хуже» представленных 
модельных кривых 1 и 2. 

Представленная на рисунке зависимость )(ˆ 2
mgP  бы-

ла получена при истинном значении ОСШ 102 h  дБ, 
что соответствует дисперсии .277,02   Передаваемый 
сигнал соответствовал 50N  битам сообщения. 

Для сравнения оценки 2ˆ  будем получать для мо-

дели (3) и для экспериментальной зависимости ),( 2
1 hP  

которые, соответственно, обозначим 2
0,ˆ  и 2

1,ˆ . 

Погрешность получаемой оценки 2ˆ  будем оцени-
вать следующим образом 

22
1,0,

2
1,0 ˆ1

  
K

, (11) 

где K  – число проводимых испытаний. 
Результаты численного моделирования предложен-

ного метода оценки 2ˆ  для различных значений N  и L  
приведены в таблице. 

Результаты численного моделирования 

N  L  2
0  2

1  

100 
100 0,1 0,0372 
250 0,0998 0,0369 
500 0,0991 0,0365 

50 
100 0,1191 0,0562 
250 0,1150 0,0529 
500 0,1143 0,0513 

30 
100 0,14 0,076 
250 0,1384 0,0749 
500 0,1372 0,0741 

Анализируя полученные результаты, можно сделать 
вывод, что более определяющим является длительность 
анализируемого сегмента сигнала, а не количество ана-

лизируемых экспериментальных реализаций .L  Таким 
образом, важно найти компромисс между оперативно-
стью получаемой оценки и ее точности. 

Заключение 

Предложенный в работе метод позволяет оперативно 
производить оценку дисперсии шумовой составляющей, 
на основе которой могут быть получены текущие оценки 
ОСШ и ВОБ. При этом оценка осуществляется на отно-
сительно короткой длительности информационного сиг-
нала в условиях, когда значение ОСШ достаточно вели-
ко, соответственно, ВОБ мала, что затрудняет использо-
вание классических методов в виду недостаточного объ-
ема имеющихся анализируемых символов. 

Получив оценку рассматриваемым в работе спосо-
бом, появляется возможность, например, принять ре-
шение об увеличении позиционности модуляции, либо о 
применении помехоустойчивого кодирования с меньшей 
избыточностью, и как следствие повысить информаци-
онную скорость. 

Осуществление более частой оценки позволяет мак-
симально оперативно менять параметры адаптивной 
радиолинии для достижения максимальных показате-
лей эффективности, в частности информационной ско-
рости передачи данных. 
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Приведено краткое описание алгоритмов формирования и де-
тектирования сигналов PUCCH нулевого формата, условий исполь-
зования этого формата для передачи управляющей информации. 
Особое внимание в работе уделяется процедуре выбора порогового 
значения, используемого для обнаружения сигнала нулевого форма-
та в принятом радиокадре. Проведенный анализ результатов чис-
ленного эксперимента по обнаружению и детектированию сигналов 
PUCCH формата 0 позволил предложить новый алгоритм выбора 
порогового значения, исключающий зависимость значения порога 
от отношения сигнал/шум. Сопоставление результатов численно-
го моделирования с требованиями стандарта 3GPP на вероят-
ность неверного обнаружения сигнала полностью подтвердило 
эффективность предлагаемого алгоритма. 
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THE PUCCH FORMAT 0 DETECTION ALGORITHM MODIFICATION  
IN THE FIFTH-GENERATION NEW RADIO 

Assaf M., Ponomarev O.G. 
In this article the authors introduce an overview of the 5G NR physical uplink control channel (PUCCH) format 0 by describing its 
structure in both transmitter and receiver, th appropriate scenario for this format and its performance under several situations. In 
format 0, gNode does not have information about transmitting ACK/NACK bits unlike the other formats, so the performance is very 
sensitive to the threshold that determines the existence of control signal or not, and the threshold should be chosen very carefully to 
avoid false decoding and to maintain DTX to ACK probability at below 1 %. New method of choosing this threshold is proposed in 
this article. Through link-level simulations, the obtained results show good agreement with the minimum requirements recommend-
ed by the 3rd generation partnership project (3GPP) standarts. 
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Введение 

С 2016 года консорциумом 3GPP (от англ. 3rd 
Generation Partnership Project) активно ведутся 
работы по созданию стандартов мобильной ра-
диосвязи пятого поколения 5G NR (от англ. 5 
Generation New Radio) [1, 2]. Разработка новых 
стандартов направлена на существенное, по 
сравнению с предыдущим поколением мобиль-
ной радиосвязи LTE, расширение функциональ-
ности, охватывающее такие новые сценарии 
использования сотовой связи, как eMBB (от англ. 
enhanced Mobile BroadBand), URLLC (от англ. Ultra-
Reliable Low-Latency Communications), mMTC (от англ. 
massive Machine-Type Communications) [3]. Все это при-
водит к необходимости в реализации высокой адаптив-
ности (гибкости) алгоритмов формирования и обработки 
сигналов, предназначенных для передачи как непо-
средственно данных абонентов, так и управляющей 
информации. 

Как и в LTE управляющая информация в 5G NR пе-
редается как в нисходящем, так и в восходящем кана-
лах связи. В восходящем канале управляющие сообще-
ния UCI (от англ. Uplink Control Information) могут пере-
даваться как по выделенному каналу PUCCH (от англ. 
Physical Uplink Control Channel), так и замешиваться с 
данными абонента и передаваться по PUSCH (от англ. 
Physical Uplink Shared Channel) [4]. Алгоритмы генера-
ции сигналов PUCCH характеризуются высокой гибко-
стью. В стандартах 3GPP предусмотрено 5 возможных 
форматов (с номерами от 0 до 4), которые могут быть 
использованы для передачи UCI сообщений. Выбор 
того или иного формата определяется качеством связи 

и длиной передаваемого сообщения. В [5] приведено 
описание принципов формирования сигналов PUCCH 
различных форматов. В [6, 7] основное внимание уде-
лено описанию процедуры детектирования сигналов 
PUCCH формата 0. Особое внимание, уделяемое про-
цедурам обработки нулевого формата PUCCH, вызвано 
тем, что сигналы, передающие сообщения этого фор-
мата являются наиболее короткими, а информация, 
содержащаяся в управляющем сообщении, требует 
передачи наиболее часто. 

В настоящей работе приведено краткое описание 
алгоритмов формирования и детектирования сигналов 
PUCCH нулевого формата, условий использования это-
го формата для передачи управляющей информации. 
Особое внимание в работе уделяется процедуре выбо-
ра порогового значения, используемого для обнаруже-
ния сигнала нулевого формата в принятом радиокадре. 
Проведенный анализ результатов численного экспери-
мента по обнаружению и детектированию сигналов 
PUCCH формата 0 позволил предложить новый алго-



Цифровая Обработка Сигналов №3/2021 

 
 

45

ритм выбора порогового значения, исключающий зави-
симость значения порога от отношения сигнал/шум. 

Алгоритмы формирования и детектирования 
сигнала PUCCH нулевого формата 

В восходящем канале системы связи 5G NR управ-
ляющие сообщения UCI могут передаваться в одном из 
пяти различных форматов, нумеруемых с 0 до 4. Можно 
выделить две группы форматов: группа коротких 
PUCCH сигналов, занимающих не более двух OFDM-
символов, и группа длинных сигналов, длина которых 
может варьироваться от 2 до 14 OFDM-символов. Ос-
новные характеристики сигналов PUCCH различных 
форматов приведены в табл.1. 

Возможность использования пяти различных фор-
матов для передачи управляющей информации обеспе-
чивает высокую гибкость системы передачи PUCCH. 
Как видно из табл. 1, форматы 0 и 1 используются для 
передачи коротких сообщений, состоящих из одного или 
двух бит. Для передачи большего объема информации 
используются форматы 2-4. По типу форматы можно 
разделить на две группы: короткие, использующие 1-2 
OFDM-символа, и длинные, использующие от 4 до 14 
символов. Использование короткого или длинного вари-
анта сигнала PUCCH обусловливается условиями рас-
пространения радиоволн в восходящем радиоканале. 
Сигналы коротких форматов используются при высоком 
качестве связи и обеспечивают передачу сообщений с 
минимальной избыточностью. В случае, когда радио-
сигнал в канале связи подвержен глубоким замираниям, 
вызванными движением корреспондента в условиях 
многолучевости, предочтительнее оказываются длин-
ные форматы сигналов. Использование при передаче 
длинных форматов позволяет сопроводить их необхо-
димым количеством DMRS (от англ. Demodulation 

Reference Signal), что, в свою очередь, обеспечивает 
возможность надежной коррекции искажений, вносимых 
в сигнал в радиоканале. 

Сигналы нулевого формата используются для пере-
дачи квиттирующих битов сообщений HARQ-ACK (от 
англ. Hybrid Automated Repeat Request Acknowled-
gement) и/или бита SR (Scheduling Request), обознача-
ющего запрос абонента на выделение ресурсов для 
передачи данных. Короткий тип сигнала, минимальное 
количество используемых им ресурс-блоков, отсутствие 
модуляции и, как следствие, отсутствие сопровождаю-
щего DMRS делают этот формат наиболее экономным с 
точки зрения использования частотно-временных ре-
сурсов радиокадра и наиболее удобным для реализа-
ции сценария URLLC. 

Основные этапы генерации и приема PUCCH нуле-
вого формата отображены на упрощенной блок-схеме 
рис. 1. 

Генерация сигнала основана на фазовом сдвиге од-
ной и той же базовой комплекснозначной последова-
тельности. Величина фазового сдвига определяется 
содержанием передаваемого сообщения. Значения ба-
зовой последовательности заданы в стандарте таблич-
но [8]. В соответствии с [8] последовательность ком-
плексных отсчетов сигнала PUCCH нулевого формата 
определяется следующим выражением: 

)()( nrenX ni
m

 , (1) 

где ,1...,,1,0  RB
SCNn  )(nr  – базовая комплекснознач-

ная последовательность, задаваемая в стандарте таблич-

но, RB
SCN – количество поднесущих в ресурс-блоке. Вели-

чина фазового сдвига   определяется выражением: 
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Табл. 1. Характеристики сиггналов PUCCH различных форматов 

Номер 
формата 

Короткий/ 
длинный 

Количество 
OFDM сим-

волов 

Длина сооб-
щения (бит) 

Количество 
ресурс-
блоков 

Тип модуляции 

0 короткий 1-2 1 или 2 1 без модуляции 
1 длинный 4-14 1 или 2 1 BPSK/QPSK 
2 короткий 1-2 больше 2 1-16 QPSK 
3 длинный 4-14 больше 2 1-16 2/ -BPSK/QPSK 
4 длинный 4-14 больше 2 1 2/ -BPSK/QPSK 

 

Рис. 1. Упрощенная блок-схема алгоритмов генерации и детектирования сигнала PUCCH нулевого формата 
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Табл. 2. Значения m  для различных сообщений UCI 

Тип сообщения Биты сообщения UCI 
(0,0,0) (0,0,1) (0,1,0) (0,1,1) (1,0,0) (1,0,1) (1,1,0) (1,1,1) 

SR,1-бит HARQ 0 6 3 9     
SR,2-бит HARQ 0 3 6 9 1 4 7 10 

 
где значения m  определены в табл. 2 для всех управ-
ляющих сообщений, intm  – начальное смещение фазы, 

csn – дополнительное смещение, определяемое номе-
ром OFDM символа в слоте. 

Значения фазового сдвига, как видно из выражения 
(2) определяются не только значениями и количеством 
бит сообщения UCI. Величина сдвига также зависит от 
начального значения intm и номера OFDM-символа в 
слоте радиокадра. Эти зависимости обеспечивают воз-
можность передачи UCI-сообщений разных абонентов в 
одном радиокадре. 

После генерации комплексных значений сигнала 
PUCCH эти значения размещаются по ресурс-
элементам частотно-временной сетки радиокадра. На 
заключительном этапе формирования сигнала отсчеты 
сетки подвергаются обратному дискретному преобразо-
ванию Фурье в OFDM-модуляторе, которое переводит 
отсчеты, разнесенные по частоте, в последователь-
ность отсчетов отстоящих друг от друга по времени. 

Обработка сигнала на приемной стороне осуществ-
ляется в обратном порядке [6]. Прежде всего, принятый 
сигнал подвергается прямому дискретному преобразо-
ванию Фурье в OFDM-демодуляторе, что позволяет 
восстановить частотно-временную сетку ресурсов. Ком-
плексные значения сигнала PUCCH извлекаются из за-
данных мест сетки, в результате чего формируется по-
следовательность комплексных отсчетов. Полученная 
последовательность сворачивается со всеми возмож-
ными последовательностями-кандидатами в соответ-
ствии с выражением: 

 
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где rN – количество приемных антенн, )(kRr – приня-
тая PUCCH последовательность, а символ * означает 
комплексное сопряжение. 

Превышение значением )max(max
mm CC   априорно 

выбранного порогового значения индицирует наличие в 
принятой последовательности отсчетов сигнала PUCCH 
нулевого формата. В этом случае номер максимального 
значения mC  полностью определяет содержание UCI-

сообщения. Вариант, когда значение max
mC оказывается 

ниже порогового значения, идентифицируется как слу-
чай отсутствия сигнала PUCCH нулевого формата. 

Следует подчеркнуть, что при детектировании сиг-
нала PUCCH нулевого формата на приемной стороне 
не известно, был ли передан этот сигнал абонентом. 
Кроме того, отсутствие сопровождающих этот сигнал 
каких-либо референсных сигналов (DMRS) не позволяет 
приемнику оценить ни уровень шума, ни степень иска-
жений, вносимых в сигнал радиоканалом. Неверный 
выбор порогового значения в таких условиях может 

приводить к одному из двух вариантов. Первый из них – 
вариант «ложной тревоги», когда PUCCH нулевого 
формата в принятом сигнале отстутствует, но значение 

порога слишком низкое и величина max
mC превышает 

значение порога. Второй вариант – вариант «пропуска 
цели», когда величина порога слишком высока и вели-

чина max
mC оказывается ниже порогового значения даже 

при наличии в принятом сигнале последовательности 
PUCCH отсчетов. В [9] задаются жесткие ограничения 
на вероятности обоих вариантов. Так, вероятность 
«ложной тревоги» должна быть всегда ниже 1 % (эта 
вероятность в стандарте [9] определена как «DTX to 
ACK probability»). Вероятность «пропуска цели» также 
задается в стандарте на низком уровне (эту вероят-
ность в стандарте называют «ACK missed detection 
probability»). Она не должна превышать 1 % при отно-
шении сигнал/шум равном 9,3 дБ. Жесткость требова-
ний, накладываемых на вероятности неверного обнару-
жения PUCCH нулевого формата в принятом сигнале, 
вполне понятна. И случай «ложной тревоги», и случай 
«пропуска цели» приводит к неверному детектированию 
квиттирующих прием блока данных битов UCI-
сообщения и интерпретируется базовой станцией или 
как ложный запрос на повторную передачу блока дан-
ных абоненту, или наоборот, как ложное подтверждение 
успешного приема данных. Таким образом, обоснован-
ный выбор значения порога при приеме PUCCH нулево-
го формата является критически важным для эффек-
тивного функционирования системы связи в целом. 

Детектирование сигнала PUCCH нулевого формата 

Для разработки алгоритма выбора порогового зна-
чения для детектирования сигнала PUCCH нулевого 
формата было проведено несколько численных экспе-
риментов. В этих экспериментах многократно произво-
дилась генерация и детектирование радиокадра сигна-
ла в восходящем канале связи 5G NR. После генерации 
сигнал пропускался через модель радиоканала при раз-
личных уровнях аддитивных шумов. Параметры генери-
руемого сигнала приведены в табл. 3. 

В первом эксперименте исследовалась зависимость 
величины максимального значения сигнала на выходе 
коррелятора от отношения сигнал/шум для случая, ко-
гда сообщение UCI не передается. Для моделирования 
многолучевости в данной работе использовалась хоро-
шо известная TDL (от англ. Tapped-delay line) модель [9] 
многолучевого канала распространения радиоволн, 
представляющая радиоканал в виде линии задержки с 
отводами. Результаты эксперимента представлены на 
рис. 2. Значения параметров TDL-модели радиоканала 
указаны числами в легенде на графике. Первое число 
означает максимальное доплеровское смещение часто-
ты радиосигнала в канале связи в Герцах. Второе – ши-
рину спектра задержек сигнала в нс. На графике пред-
ставлена зависимость среднего по 100000 реализациям 
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сигнала значения величины max
mC от отношения сиг-

нал/шум. 

Из рис. 2 видно, что значение max
mC не зависит от 

параметров модели многолучевого радиоканала. Для 
всех трех наборов параметров средние значения max

mC

одинаковы. С другой стороны, среднее значение max
mC  

сильно зависит от отношения сигнал/шум. Это вполне 
объяснимо, т.к. при отсутствии последовательности 
отсчетов PUCCH в принимаемом сигнале амплитуда 
выбросов сигнала на выходе коррелятора полностью 
определяется дисперсией шума в канале связи. 

Во втором численном эксперименте, результаты ко-
торого представлены на рис. 3, PUCCH нулевого фор-
мата также отсутствовал в моделируемом сигнале. Ис-

следовалась зависимость вероятности «ложной трево-
ги» (DTX to ACK probability) от отношения сигнал/шум в 
радиоканале TDL 300-100 при фиксированном значении 
порога. Для каждой точки на графике вероятность 
«ложной тревоги» рассчитывалась как процент реали-

заций сигнала, для которых величина max
mC превысила 

уровень порога. Количество реализаций составляло 
100000. Значения порога приведены в легенде на гра-
фике. 

Из рис. 3 видно, что требуемая стандартом 3GPP 
величина вероятности «ложной тревоги» в 1 % достига-
ется при разных уровнях порога для различных значе-
ний отношения сигнал/шум. Это делает невозможным 
использование фиксированного значения порога для 
произвольных  условий  связи.  С другой стороны, отсут- 

Табл. 3. Параметры генерируемого в численных экспериментах сигнала 

Название параметра Значение Примечание 
Channel bandwidth 5 MHz Ширина полосы частот радиоканала 

SCS 15 KHz Разнесение поднесущих 
FFT window 512 Длина дискретного преобразования Фурье 

UCI size 1 Bit Длина передаваемого сообщения UCI 
Number of PRBs 1 Количество ресурс-блоков для передачи 

No. of Tx antennas 1 Количество передающих антенн 
No. of Rx antennas 2 Количество приемных антенн 
Initial cyclic shift 0 Величина начального сдвига intm  

 

Рис. 2. Зависимость среднего значения max
mC от отношения сигнал/шум 

 

Рис. 3. Зависимость вероятности «ложной тревоги» от отношения сигнал/шум при различных уровнях порога
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Рис. 4. Зависимость вероятности «пропуска цели» от отношения сигнал/шум при различных уровнях порога 

ствие референсных сигналов (DMRS), сопровождающих 
PUCCH нулевого формата, не позволяют оценивать 
уровень шумов в принятом сигнале и производить на 
этой основе коррекцию порогового значения. 

В третьем эксперименте исследовалась зависимость 
вероятности «пропуска цели» (ACK missed detection 
probability) от отношения сигнал/шум при различных 
уровнях порога. В этом эксперименте PUCCH нулевого 
формата в генерируемом сигнале присутствовал. Для 
каждой точки на графике вероятность «пропуска цели» 
рассчитывалась как процент реализаций сигнала, для 

которых величина max
mC не превысила уровень порога. 

Количество реализаций составляло 100000. Значения 
порога приведены в легенде на графике. 

Результаты этого эксперимента показывают, что 
требуемое стандартом 3GPP значение вероятности 
«пропуска цели» в 1 % при отношении сигнал/шум рав-
ном 9,3 дБ достигается при достаточно низком порого-
вом значении меньшем 0,15. 

Анализ результатов проведенных численных экспе-
риментов позволил разработать оригинальную проце-
дуру выбора порогового значения для детектирования 
PUCCH нулевого формата. Предлагаемая процедура 
базируется на следующих простых соображениях. В том 
случае, когда сигнал PUCCH отсутствует в принятом 
радиокадре, значения амплитуды сигнала mC  на выхо-
де коррелятора определяются разбросом значений ба-
зовой последовательности )(nr  в выражении (1), дис-
персией шума, присутствующего в принятом синале, 
разбросом значений модуляционных символов, переда-
ваемых в радиокадре вместо отсчетов последователь-
ности PUCCH нулевого формата. С высокой вероятно-
стью все значения mC  имеют один порядок величины 

так, что величина отношения 
m

m
m C

C max
  слабо отлича-

ется от 1 для всех значений m при произвольном отно-
шении сигнал/шум. В том же случае, когда сигнал 
PUCCH присутствует в принятом радиокадре, величина 

max
mC  определяется всей энергией сигнала PUCCH ну-

левого формата. В этом случае величина m  достигает 
больших значений. Таким образом, если задавать поро-
говое значение при приеме PUCCH не для величины 

,max
mC  а для величины ,m  то вероятность «ложной 

тревоги» практически не будет зависеть от отношения 
сигнал/шум, а для удовлетворения требованиям стан-
дарта 3GPP к вероятности «пропуска цели» необходимо 
просто подобрать приемлемое значение порога. 

Предлагаемый алгоритм детектирования сигнала 
PUCCH нулевого формата в принятом радиокадре вы-
глядит следующим образом. 

Задается значение порога M. 
Производится расчет значений mC  в соответствии с 

выражением (3). 

Определяется )max(max
mm CC  . 

Для каждого m определяется отношение 

.
max

m

m
m C

C
  

Если Mm  для всех m, то сигнал PUCCH отсут-
ствует в принятом радиокадре. В противном случае но-
мер m, соответствующий значению max

mC  определяет 
содержание принятого UCI-сообщения в соответствии с 
табл. 2. 

Для апробации предлагаемого алгоритма было про-
ведено два численных эксперимента. В первом из них 
сигнал PUCCH нулевого формата не передавался. Ве-
роятность «ложной тревоги» в каждой точке на графике 
рассчитывалась по 100000 реализациям принятого сиг-
нала для различных значений порога M = 2, 3, 4, 5, 6 и 
различных отношений сигнал/шум. Результаты экспе-
римента представлены на рис. 5. 

Из рис. 5 видно, что требуемое значение вероятно-
сти «ложной тревоги» достигается при M = 4 и не зави-
сит от отношения сигнал/шум. 

Во втором эксперименте сигнал PUCCH присутство-
вал в принимаемых радиокадрах. Результаты экспери-
мента представлены на рис. 6. Для каждой точки на гра-
фике вероятность «пропуска цели» рассчитывалась по 
100000 реализациям для различных значений порога M . 

Из рис. 6 видно, что требуемое значение вероятно-
сти «пропуска цели» в 1 % при отношении сигнал/шум 
равном 9,3 дБ достигается при всех значениях порога 

.2M  
Таким образом, проведенные численные экспери-

менты полностью подтвердили работоспособность 
предлагаемой модификации процедуры детектирования 
сигнала  PUCCH  нулевого   формата.  Значение  порога 
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Рис. 5. Вероятность «ложной тревоги» в зависимости от отношения сигнал/шум для различных значений порога M 

 

Рис. 6. Вероятность «пропуска цели» в зависимости от отношения сигнал/шум для различных значений порога M 

M = 4 удовлетворяет всем требованиям, накладывае-
мым в стандарте [7] на значения вероятностей «ложной 
тревоги» и «пропуска цели» при обнаружении сигнала 
PUCCH. 

Заключение 

В работе рассматриваются алгоритмы генерации и 
приема одного из типов управляющих сообщений в вос-
ходящем канале мобильной связи 5G NR. Рассматрива-
емый, т.н., нулевой формат управляющих сообщений 
является наиболее экономным, с точки зрения использо-
вания частотно-временных ресурсов радиосистемы. С 
другой стороны, сообщения этого формата не сопровож-
даются какими-либо опорными сигналами, позволяющи-
ми приемной системе оценить и исправить искажения, 
полученные сигналом при его прохождении по каналу 
связи. Как показали проведенные численные экспери-
менты, невозможность на приемной стороне оценки сте-
пени искажений и, прежде всего, отношения сигнал/шум 
приводит к сложностям при решении задачи обнаруже-
ния управляющего сообщения в принятом сигнале. 

Анализ результатов проведенных численных экспе-
риментов позволил предложить оригинальную модифи-
кацию процедуры детектирования управляющего сооб-
щения нулевого формата. Численные эксперименты 
полностью подтвердили работоспособность предло-
женного метода. 

Работа выполнена при финансовой поддержке  
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Рассматривается передача дискретных сообщений. Для пере-
дачи используются два множества симплексных узкополосных сиг-
налов, причем любые два сигнала из этих множеств ортогональны. 
Одновременно передаются два элемента сообщения. Один элемент 
передается симплексными элементарными сигналами одного мно-
жества, а другой – симплексными элементарными сигналами вто-
рого множества. Таким образом, одновременно передаются два 
элементарных сигнала, принадлежащие разным множествам, их 
разделение осуществляется благодаря ортогональности. Приве-
дены удельные затраты полосы частот, пик-фактор и помехо-
устойчивость передачи. Рассмотрена возможность формирования 
передаваемого сигнала и обработки принимаемого сигнала с ис-
пользованием комплексной огибающей. При этом основная часть 
алгоритма формирования и обработки осуществляется в низкоча-
стотной области. 

УДК 621.391 

ПЕРЕДАЧА ДИСКРЕТНЫХ СООБЩЕНИЙ УЗКОПОЛОСНЫМИ СИМПЛЕКСНЫМИ  
И ОРТОГОНАЛЬНЫМИ СИГНАЛАМИ 

Вершинин В.А., к.т.н., доцент, e-mail: vershinin-vladimir@yandex.ru 

TRANSMISSION OF DISCRETE MESSAGES BY NARROW-BAND SIMPLEX  
AND ORTHOGONAL SIGNALS 

Vershinin V. A.  
The article deals with the transmission of discrete messages .Two sets of simplex narrowband signals are used for transmission, 
and any two signals from these sets are orthogonal. Two message elements are transmitted simultaneously. One element is trans-
mitted by simplex elementary signals of one set, and the other is transmitted by simplex elementary signals of the second set. Thus, 
two elementary signals belonging to different sets are transmitted simultaneously, their separation is carried out due to orthogonali-
ty. The specific costs of the frequency band, the peak factor and the noise immunity of the transmission are given. The possibility of 
forming the transmitted signal and processing the received signal using a complex envelope is considered. At the same time, the 
main part of the algorithm of formation and processing is carried out in the low-frequency region. 

Key words: discrete message, simplex signals, orthogonal signals, narrow-band signals, specific costs of the fre-
quency band, complex envelope, noise immunity. 

 
Ключевые слова: дискретное сообщение, 

симплексные сигналы, ортогональные сигналы, 
узкополосные сигналы, удельные затраты по-
лосы частот, комплексная огибающая, помехо-
устойчивость.  
Введение 

Под дискретным сообщением будем пони-
мать последовательность элементов, каждый 
из которых может принимать определенное 
число значений с равной вероятностью. Эле-
менты сообщения являются независимыми 
случайными величинами. 

В [1] рассматривалась передача дискретных 
сообщений с помощью множества симплексных 
элементарных сигналов вида 

.)(2cos)1(1
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Введем второе множество симплексных элементар-
ных сигналов: 

 

.)(2sin)1(1
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
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Сигналы определены на интервале времени 
22 TtT   и равны нулю вне этого интервала; q – 

число значений элемента сообщения; ;1,,1,0  qL   
;1,,1,0  qM   A – постоянный коэффициент; K – 

целое положительное число, определяющее положение 
полосы частот, занимаемой сигналом.  

Передаваемый сигнал на интервале 22 TtT   
представим в виде 

).()()( twtvts ML    (1) 

Для передачи используются приведенные выше два 
множества симплексных сигналов, причем любые два 
сигнала из этих множеств ортогональны. Одновременно 
передаются два элемента сообщения. Один элемент 
передается симплексными элементарными сигналами 
одного множества, а другой – симплексными элементар-
ными сигналами второго множества. Таким образом, од-
новременно передаются два элементарных сигнала, при-
надлежащие разным множествам, их разделение осу-
ществляется благодаря ортогональности. Энергия каждо-

го из этих элементарных сигналов ,
2

)1(2

1 q
qTAW 

  а 

энергия сигнала (1) .2 1WW   Введем также величину 

,log210 qWW   которая представляет собой энергию, 
затрачиваемую на передачу одного бита сообщения. 

Будут рассматриваться два варианта формирования 
сигнала (1). В первом варианте ,2q  число значений 
элемента сообщения равно 2, при этом 
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Во втором варианте ,4q  число значений элемен-
та сообщения равно 4, при этом 
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Целью данной работы является исследование эф-
фективности указанных выше вариантов формирования 
сигнала (1). 

Полоса частот, занимаемая сигналом 

Сигнал ),(ts  определяемый (1), в общем случае яв-
ляется случайным сигналом. Определим полосу частот 
F, занимаемую сигналом, исходя из спектральной плот-
ности мощности этого сигнала ),( fS  где f – частота. 
При этом будем считать, что в полосе частот F должно 
быть сосредоточено 99 % мощности сигнала 

.)(
0



 dffSP  Тогда 

12 ffF  ,  (2) 
где 1f  и 2f  – нижняя и верхняя граничные частоты 

определяются из выражений: ;005,0)(
1

0

PdffS
f

  

.005,0)(
2

PdffS
f




 

Спектральная плотность мощности может быть 
определена как [1]: 

),()()( fSfSfS wv   (3) 
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Здесь )( fSv  и )( fSw  – спектральные плотности 

мощности составляющих сигнала )(ts . 

На рис. 1 и 2 показаны зависимости WS от ,fT  по-

лученные с использованием (3), для 40K  при 2q  и 
4q  соответственно. 

 
Рис. 1. Нормированная спектральная плотность мощности 

при ,2q  40K  

 
Рис. 2. Нормированная спектральная плотность мощности 

при ,4q  40K  

Для сигнала (1) на основании (2) и (3) при 2q  и 
4q получено значение занимаемой полосы частот 

соответственно TF 36,2  и .36,4 TF   Заметим, что 
полоса частот, определяемая согласно (2), практически 
не зависит от K. Удельные затраты полосы, определяе-
мые как ,RF  где TqR 2log2  – скорость передачи 
элементов сообщения (бит/с), равны соответственно 
1,18 и 1,09. 

Определим пик-фактор сигнала (1) как отношение 

максимального значения сигнала к .P  Максимальное 

значение сигнала, при 2q  и 4q  равно A2  и 

A28,2  соответственно, тогда можно получить пик-
фактор сигнала )(ts  равным 2 и 2,63 соответственно. 
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Помехоустойчивость 

Будем полагать, что на сигнал ),(ts  определяемый 

(1), в линии связи воздействует аддитивная помеха )(tn
с односторонней спектральной плотностью мощности N 
в диапазоне частот, который включает полосу частот, 
занимаемую сигналом ).(ts  Тогда на входе демодуля-

тора на интервале 22 TtT   имеет место сигнал 

).()()( tntstz    (4) 
Демодулятор осуществляет обработку этого сигна-

ла, в результате которой должно быть принято реше-
ние, какой из q элементарных сигналов ),(0 tv  ),...,(1 tv

)(1 tvq  или ),(0 tw  ),...,(1 tw  )(1 twq  был передан. Фак-

тически в результате обработки в демодуляторе опре-
деляется номер переданного элементарного сигнала, 
который будем обозначать 1...,,1,0'  qL  и 'M  

.1...,,1,0  q  Оптимальный алгоритм обработки сиг-
нала, обеспечивающий минимальную вероятность 
ошибки демодуляции при использовании элементарных 
сигналов с одинаковой энергией, имеет вид [1]: 
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При этом вероятность ошибки при приеме элемен-
тарного сигнала 
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Рис. 3. Вероятность ошибки 

Обозначим 0p  – вероятность ошибки в элементе 
примитивного двоичного кода, соответствующего эле-
менту дискретного сообщения. Тогда можно записать, 

что ,)1(1 2log
01

qpp   откуда .)1(1 2log1
10

qpp   

Параметр 0p  позволяет сравнивать  различные спосо-
бы передачи дискретных сообщений. На рис. 3 показаны 

зависимости 0p  от 2
0h  при 2q  (линия 1) и 4q  (ли-

ния 2). 

Формирование сигнала 
на основе комплексной огибающей 

Формирование передаваемого сигнала можно осу-
ществить непосредственно по формуле (1). Однако при 
больших значениях K целесообразно исходить из ком-
плексной огибающей этого сигнала: 

,)()( 2 TtKj
a etsts    (5) 

где )(ˆ)()( tsjtstsa   – аналитический сигнал, соответ-

ствующий сигналу );(ts  )(ˆ ts  – преобразование Гилберта 

сигнала ).(ts  Здесь и далее j – мнимая единица. 

С учетом (1) и (5) 
),()()( twtvts ML    

где )(tvL  и )(twM  – комплексные огибающие )(tvL  и 

)(twM  соответственно. При 4q  
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Имея в виду (5), можно получить, что 
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Из последнего выражения следует, что передавае-
мый сигнал может быть сформирован с помощью квад-
ратурного модулятора, на входы которого поступают 
действительная и мнимая составляющая комплексной 
огибающей. 
Обработка на основе комплексной огибающей 

Рассмотрим обработку сигнала (4) путем перехода к 
комплексной огибающей этого сигнала: 

),()()( tntstz    
где )(tn  – комплексная огибающая, соответствующая 

помехе ).(tn  
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Демодулятор обрабатывает этот сигнала по алго-
ритму: 
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Для такой обработки необходимо  получить комплекс-
ную огибающую ).(tz  Комплексную огибающую можно 
определить с помощью преобразования Гилберта. На 
практике ее определяют несколько иначе с  использо-
ванием квадратурного демодулятора. Для этого пред-
варительно формируется сигнал 
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Действительная и мнимая части этого сигнала 

)](Re[ tzc  и )](Im[ tzc  поступают на входы фильтров 
нижних частот (ФНЧ). На выходах фильтров будем 
иметь )](Re[ tz  и )](Im[ tz  соответственно. 

Заключение 

Использование элементарных сигналов при 4q  
(удельные затраты полосы частот 1,09, пик-фактор 2,63) 
по сравнению с 2q  (удельные затраты полосы час- 

тот 1,18, пик-фактор 2) позволяет получить значительно 
лучшую помехоустойчивость, но увеличивается пик-
фактор. Дальнейшее увеличение q нецелесообразно из-
за увеличения удельных затрат полосы частот. 

В [2] рассматривалась передача двоичных сообще-
ний частично перекрывающимися сигналами при .2q  
При этом удельные затраты полосы равны 0,59, но 
ухудшается помехоустойчивость по сравнению с обоими 
вариантами, рассматриваемыми в данной статье. 

Сравним изложенные в статье варианты передачи 
дискретного сообщения с известным способом переда-
чи, который принято называть модуляцией с минималь-
ным сдвигом (удельные затраты полосы 1,18, пик-

фактор 2 ). Вероятность ошибки при оптимальном 
приеме такая же как в рассматриваемом варианте при 

.2q  Вариант при 4q  позволяет получить значи-
тельно лучшую помехоустойчивость, чем при модуляции 
с минимальным сдвигом, но увеличивается пик-фактор. 
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Цифровая адаптивная фильтрация нашла применение во мно-
гих областях цифровой обработки сигналов: в системах связи, ра-
диолокации, обработке аудио- и видеоданных. Типичной задачей 
является прямое моделирования неизвестной системы. В данной 
работе исследуется применение цифровых адаптивных гребенча-
тых фильтров с бесконечной импульсной характеристикой для 
решения задачи прямого моделирования узкополосных систем. 

УДК 681.513.67 

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ПРЯМОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ УЗКОПОЛОСНЫХ СИСТЕМ  
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ АДАПТИВНЫХ ГРЕБЕНЧАТЫХ БИХ-ФИЛЬТРОВ 

Горюшкин Р.С., н.с. кафедры ТОР РГРТУ, e-mail: gorushkin.r.s@tor.rsreu.ru 

SYSTEM IDENTIFICATION OF NARROWBAND SYSTEMS USING ADAPTIVE 
INTERPOLATED IIR FILTERS 

Goriushkin R.S.  
Digital adaptive filtering has found application in many areas of digital signal processing: in communication systems, radar, audio 
and video data processing. Identifying an unknown system is a typical task. In this paper, we investigate the application of digital 
adaptive interpolated filters with infinite impulse response to solve this problem for narrowband systems. 

Key words: adaptive filtering, identifying an unknown system, interpolated filter, narrowband systems. 

 
Ключевые слова: адаптивная фильтрация, 

прямое моделирование, гребенчатый фильтр, 
БИХ-фильтры, узкополосная система.  

Введение 

Адаптивные фильтры (АФ) являются циф-
ровыми фильтрами с саморегулирующимися 
характеристиками. Основной их особенностью 
является возможность автоматической подстройки ко-
эффициентов в соответствии с алгоритмом адаптации и 
набором входных данных [1]. Одним из сценариев при-
менения адаптивных цифровых фильтров является 
идентификация неизвестной системы или задача пря-
мого моделирования. Примеры использования прямого 
моделирования можно найти в различных областях: 
моделировании многолучевых телекоммуникационных 
каналов [2], систем управления [3], сейсмических ис-
следованиях [4] и др. 

Стандартная структура для решения задачи прямого 
моделирования представлена на рис. 1. Входной сигнал 
x(n) подаётся как на вход неизвестной системы, так и на 
вход адаптивного фильтра. Как правило, входной сиг-
нал является широкополосным для более точной 
настройки адаптивного фильтра во всей полосе частот 
неизвестной системы. 

 
Рис. 1. Решение задачи прямого моделирования  

(идентификации) неизвестной системы 
 с использованием адаптивного фильтра 

Адаптивный фильтр может относиться как к классу 
фильтров с конечной импульсной характеристикой 

(КИХ), так и с бесконечной импульсной характеристикой 
(БИХ). В общем случае адаптивные БИХ фильтры явля-
ются лучшим выбором для задач прямого моделирова-
ния в сравнении с КИХ. Это связано с тем, что для реа-
лизации модели одной и той же неизвестной системы 
БИХ-фильтр требует меньшего порядка и, как след-
ствие, имеет меньшую вычислительную сложности  
на реализацию алгоритма адаптации. Данное преиму-
щество обусловлено тем, что в структуре БИХ-фильт- 
ра настраиваются как нули, так и полюсы, в отличие  
от КИХ-фильтров, где присутствуют исключительно  
нули [5]. 

Недостатком применения БИХ-фильтров является 
необходимость контроля устойчивости фильтра, путём 
мониторинга полюсов после каждой итерации обновле-
ния коэффициентов. Также существует проблема ло-
кальных минимумов целевой функции, что также требу-
ется учитывать при реализации алгоритма адаптивного 
БИХ-фильтра. Ещё одной проблемой является относи-
тельно невысокая скорость и точность сходимости алго-
ритмов адаптации в случае моделирования узкополос-
ных систем.  

Данная работа посвящена решению последней из 
перечисленных проблем. Для реализации узкополосных 
фильтров с фиксированными коэффициентами с целью 
обеспечения высокой прямоугольности амплитудно-
частотной характеристики может быть использован гре-
бенчатый фильтр. Данный подход позволяет реализо-
вать системы с высоким коэффициентом прямоугольно-
сти [6] с относительно небольшим порядком.  

В работе [7] показано, что применение таких систем 
позволяет эффективно выделить узкополосные сигналы 
на фоне широкополосных помех. 
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Рис. 2. Структура АЦГФ с бесконечной импульсной характеристикой 

Цифровые адаптивные гребенчатые БИХ-фильтры  

Пусть выходной сигнал стандартного адаптивного 
БИХ-фильтра описывается выражением:  
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где [ ]ib  и [ ]ia  – адаптируемые коэффициенты усиле-
ния и обратной связи соответственно, N – количество 
нулей, а M – полюсов адаптивного фильтра. 

При переходе к структуре адаптивного гребенчатого 
фильтра (АЦГФ) с бесконечной импульсной характери-
стикой выражение (1) примет вид: 
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где ,rb  ka  – адаптируемые коэффициенты усиления и 
обратной связи соответственно адаптивного базового 
фильтра с бесконечной импульсной характеристикой. 

Для перехода от базового фильтра к гребенчатому 
необходимо заменить элементы задержки z-1 на буферы 
размером z-ν. Объём требуемой для реализации филь-
тра памяти при этом увеличится в ν раз, а количество 
адаптируемых коэффициентов не изменится [5]. На  
рис. 2 представлена структура АЦГФ с бесконечной им-
пульсной характеристикой. 

В процессе адаптации к форме амплитудно-
частотной характеристики (АЧХ) динамической системы 
подстраивается только одна из полос АЧХ цифрового 
гребенчатого фильтра. Остальные полосы являются ее 
копиями, число которых зависит от коэффициента ν, и 
их влияние должно быть устранено. Для подавления 
сигнала в боковых полосах фильтра необходим допол-
нительный сглаживающий фильтр (СФ), помещаемый в 
цепь моделируемой и моделирующей систем [6]. В ка-
честве сглаживающего может быть использован фильтр 
невысокого порядка КИХ или БИХ-типа. СФ может иметь 
как фиксированные коэффициенты, так и настраивае-
мые. В работе [7] представлен вариант совместного ис-
пользования адаптивного гребенчатого фильтра с адап-
тивным СФ, структура которого была предложена в [11]. 

С учётом этого стандартная структура для решения 
задачи прямого моделирования, представленная на 
рис. 1, может быть преобразована к следующему виду. 

В данной работе был использован СФ с фиксиро-
ванными коэффициентами. 

 
Рис. 3. Решение задачи прямого моделирования  

(идентификации) неизвестной системы с использованием 
адаптивного гребенчатого фильтра 

Алгоритмы адаптации 
Задачей адаптивной системы является подстройка 

своих параметров до тех пор, пока не будет достигнут 
определённый заранее критерий приближения [8]. Как 
правило, коэффициенты адаптивного фильтра настраи-
ваются исходя из минимизации целевой функции. 

Для обновления коэффициентов адаптивного филь-
тра в данной работе были использованы метод мини-
мальной среднеквадратичной ошибки – LMS (Least Mean 
Squares) и рекурсивный метод наименьших квадратов – 
RLS (Recursive Least Squares). Приведём краткое описа-
ние методов. 

Для удобства перепишем выражение (1) в виде: 
ˆ( )  ( ),Ty n X n  (3) 

где ̂  и ( )X n  – векторы совокупности адаптируемых 
коэффициентов и совокупности входных и выходных дан-
ных соответственно. ̂  и ( )X n  могут быть записаны как: 

   
1 0

ˆ . ][ . .. ;T
n Ma a b b   (4) 

 ( ) ( 1).. ( ) ( ).. ( ) .TX n y n y n N x n x n M     (5) 

Целевой функцией алгоритма LMS является: 

 22( ) ( ) .( ) ( )n e n d n y n     (6) 

Здесь e(n) представляет собой разность между вы-
ходом y(n) адаптивного устройства и эталонным сигна-
лом d(n) с выхода неизвестной системы. 

Алгоритм обновления вектора коэффициентов, ис-
пользуемый в работе, имеет вид, предложенный в рабо-
те [9]: 

( 1)  ( ) { ( ) ( )} (ˆ ),ˆ n n d n y n X n       (7) 
где µ – константа, определяющая скорость сходимости. 

Целевая функция минимизации для алгоритма RLS 
имеет вид: 
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2 2

0 0

( ) ( ) [ ( ) ( ) ( )] , 
n n

n i n i T

i i

n e i d i n X i    

 

     (8) 

где коэффициент λ используется для снижения влияния 
предыдущих отсчётов на выходной результат, он выби-
рается из условия 0 1.   

Алгоритм обновления коэффициентов для данного 
метода описывается выражением [10]: 
ˆ( 1)  ( ) ( ) ( ) ( ),ˆ

Dn n S n n e n      (9) 

где 
( )( ) ,
( )

e nn
n






  а матрица DS  вычисляется в соот-

ветствии с выражением  

( 1) ( ) ( ) ( 1)1( ) ( 1) .
( ) ( 1) ( )

T
D D

D D T
D

S n n n S nS n S n
n S n n
 

   
  

     
 (10) 

Алгоритмы обновления коэффициентов в структуре 
гребенчатого фильтра используются в исходном виде, 
количество настраиваемых коэффициентов фильтра 
остаётся прежним, изменения касаются только вектора 
в выражении (5) вследствие изменения величин задер-
жек в структуре фильтра: 

 ( ) ( ).. ( ) ( ).. ( ) .TX n y n y n N x n x n M       (11) 

Экспериментальные исследования 

Задачей адаптивного фильтра является уменьшение 
среднеквадратичной ошибки (СКО), возникающей при 
нахождении разности между обучающим сигналом d(n) 
и выходным сигналом адаптивного фильтра y(n). Мини-
мизация целевой функции характеризует приближение 
выходного сигнала к желаемому. Следовательно, СКО 
показывает насколько точно была настроена адаптиру-
емая модель к модели неизвестной системы. 

Для экспериментальных исследований в качестве 
неизвестной системы был использован узкополосный 
низкочастотный БИХ фильтр, порядка M = 9, граница 
полосы пропускания имеет значение fc1 = 50 Гц, частота 
границы полосы непропускания fc2 = 75 Гц, частота дис-
кретизации дf = 1 кГц. Неравномерность в полосе про-
пускания со значением Арass = 0,01 дБ, подавление в 
области непрозрачности Аstop = 80 дБ.  

В качестве адаптируемой системы для реализации 
схемы, представленной на рис. 1, использовался БИХ-
фильтр порядка M = 10. Для схемы, представленной на 
рис. 3, адаптируемым являлся цифровой гребенчатый 
фильтр аналогичного порядка с коэффициентом ν = 4. В 
качестве сглаживающего фильтра был использован 
эллиптический низкочастотный БИХ-фильтр 8 порядка с 
фиксированными коэффициентами.  

Входной сигнал x(n) представляет собой дискретный 
белый гауссовский шум с нулевым математическим ожида-
нием. Шум измерений ( )n  является аддитивным белым 
гауссовым белым шумом, некоррелированным с входным 
сигналом. В первом эксперименте мощность шума измере-
ний была приравнена к нулю, чтобы избежать его влияние 
на сходимости алгоритмов. Однако в реальных системах 
полностью исключить его влияние невозможно, поэтому во 
второй серии экспериментов он был учтён. 

На рис. 4 показаны кривые сходимости алгоритма 
адаптации LMS.  

Как можно заметить, кривые сходимости двухступен-
чатой схемы, обозначенные как LMSmod, сходятся к 
уровням, которые расположены значительно ниже уров-
ней сходимости для всех кривых стандартного алгорит-
ма (LMS), что означает более точное повторение харак-
теристик идентифицируемой модели. Скорость и точ-
ность сходимости также определяется параметром µ, 
который был задан значениями 210 ,  310 ,  410 .  Коли-
чество отсчётов для эксперимента было задано в коли-
честве n = 100 000 отсчётов, каждая из характеристик 
была усреднена по 500 независимым ансамблям вход-
ных данных. 

Для экспериментов, в которых учитывается шум из-
мерений, коэффициент µ был зафиксирован и равен 
0,01, а мощность шума измерений стала переменной 
величиной. Отношение мощности шума измерений к 
мощности входного сигнала изменялось в пределах  
-20 дБ до -40 дБ. 

Для экспериментов, в которых учитывается шум из-
мерений, коэффициент µ был зафиксирован и равен 
0,01, а мощность шума измерений стала переменной 
величиной. Отношение мощности шума измерений к 
мощности входного сигнала изменялось в пределах  
-20 дБ до -40 дБ.  

На рис. 5 приведены кривые обучения для данного 
случая. 

Группа кривых, расположенная в верхней части гра-
фика относится к результатам моделирования для стан-
дартной схемы идентификации. Кривые данной группы 
имеют обозначения LMS. В свою очередь, группа кривых 
сходимости, обозначенных LMSmod относится к модифи-
цированной двухступенчатой структуре. На рис. 5 можно 
заметить, что кривые LMSmod, как и в первом экспери-
менте, сходятся к уровням, расположенным значительно 
ниже, чем уровни кривых стандартной схемы. Следова-
тельно, в эксперименте, учитывающем шум, преимуще-
ство в точности сходимости также осталось за двухсту-
пенчатой структурой. 

Далее была проведена серия моделирований для 
алгоритма RLS. Следующие коэффициенты   были 
выбраны для экспериментов: 0,9999, 0,99999, 0,999999. 
На рис. 6 представлены кривые сходимости в отсутствие 
шума измерений.  

Стоит отметить, что не представлена кривая сходи-
мости для случая стандартного RLS-алгоритма с коэф-
фициентом  = 0,9999, это связано с тем, что при за-
данных параметрах неизвестной и адаптивной систем 
адаптивный БИХ-фильтр становится неустойчивым. 
Кривые сходимости для стандартной схемы были обо-
значены как RLS, для модифицированной двухступенча-
той – RLSmod. 
Далее коэффициент    был  зафиксирован  в  значе ние 
0,99999, а мощность шума измерений являлась пере-
менной величиной, изменяемой аналогично эксперимен-
ту с алгоритмом LMS. 

Для всех случаев, как с учётом, так и без учёта шума 
измерений, двухступенчатая схема, состоящая из гре-
бенчатого адаптивного и сглаживающего БИХ-фильтров, 
позволила получить более точную настройку адаптивной 
системы. 
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Рис. 4. Зависимость СКО от номера отсчёта  

для алгоритма адаптации LMS (без шума измерений) 
Рис. 5. Зависимость СКО от номера отсчёта  

для алгоритма адаптации LMS (с учётом шума измерений) 

  

Рис. 6.  Зависимости СКО от номера отсчёта  
для алгоритма адаптации RLS (без шума измерений) 

Рис. 7. Зависимость СКО от номера отсчёта  
для алгоритма адаптации RLS (с учётом шума измерений) 

 

Заключение 
В работе было показано, что использование структуры, со-

стоящей из адаптивного гребенчатого и сглаживающего филь-
тров, даёт существенное преимущество перед классическими 
структурами при прямом моделировании узкополосных филь-
тров. При незначительном увеличении вычислительных затрат, 
требуемых для реализации сглаживающего фильтра и некото-
ром увеличении памяти данных (в ν раз), удаётся добиться зна-
чительно более точной сходимости и увеличить скорость сходи-
мости алгоритмов адаптации. Дополнительным преимуществом 
является повышение устойчивости фильтра при некоторых па-
раметрах алгоритмов адаптации. 

Двухступенчатая схема даёт возможность построения 
устойчивых адаптивных фильтров на базе классических алго-
ритмов с улучшением точности идентификации неизвестной 
системы. В данной работе использовались алгоритмы LMS и 
RLS без каких-либо специальных модификаций, вносимые из-
менения в структуру адаптивного БИХ-фильтра также мини-
мальны. 
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Проводится исследование эффективности автофокусировки 
методом оптимизации резкости при использовании в качестве 
метрики резкости суммы различных степеней интенсивности пик-
селей радиолокационного изображения (РЛИ). Показано, что авто-
фокусировка РЛИ методом оптимизации резкости даёт положи-
тельный результат в тех случаях, когда традиционные алгорит-
мы восстановления изображения не работают достаточно эф-
фективно. Установлено, что использование метода золотого се-
чения и метода чисел Фибоначчи позволяет многократно (более 
чем в 5 раз) уменьшить время автофокусировки РЛИ по отношению 
к прямому перебору, при соизмеримой точности восстановления. 
Даются рекомендации по выбору параметра β, определяющего 
степень интенсивности пикселей изображения. В частности уста-
новлено, что по критерию «качество/время восстановления» 

наилучшей является метрика  
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AUTOFOCUS ALGORITHM FOR INCREASING THE RESOLUTION OF ON-BOARD RADAR 
IMAGING SYSTEMS BY THE SHARPNESS OPTIMIZATION METHOD 

Dvoryankov D.A., Androsov V.V., Vityazev S.V. 
The paper discusses the effectiveness of sharpness optimization method using the sum of various pixel intensity degrees as the 
sharpness metric of radar image. It is shown that the sharpness optimization radar image autofocusing method gives a better effi-
ciency result compared to traditional image focusing algorithms. Using the methods of the golden-section search and Fibonacci 
numbers allows to reduce the autofocusing time of radar image by more than 5 times in relation to the direct search method. Rec-
ommendations on the choice of determine intensity image pixels degree parameter β are given. In particular, it was found that ac-

cording to the criterion «quality/recovery time», the best metric is 2[ (( , )]  .) 2I x y     

Key words: autofocus, radar image, sharpness optimization, resolution, phase errors, image pixels. 

 
Ключевые слова: автофокусировка, радио-

локационное изображение, оптимизация рез- 
кости, разрешающая способность, фазовые 
ошибки, пиксели изображения.  

Введение 

При формировании радиолокационных 
изображений (РЛИ) методом синтезирования 
апертуры антенны часто сталкиваются с про-
блемой наличия фазовых ошибок, обусловлен-
ных недостаточной информацией о параметрах 
движения носителя бортовой радиолокацион-
ной станции (БРЛС). Это приводит к искажению 
изображения. Восстановление корректного 
изображения по сигналу, содержащему такого 
рода искажения, с учетом имеющейся инфор-
мации о типе картографируемой поверхности 
называется автофокусировкой [1]. Широко используе-
мым методом автофокусировки является метод PGA 
(автофокусировка по градиенту фазы). С его помощью 
можно добиться довольно точной аппроксимации фазо-
вых ошибок [2]. Однако, метод PGA не всегда дает удо-
влетворительное решение проблемы автофокусировки. 
Альтернативный класс методов автофокусировки ис-
пользует подходы на основе оптимизации РЛИ по неко-
торому критерию резкости изображения. В этих методах 
компенсация фазовых ошибок производится в процессе 
оптимизации заданной метрики резкости, оцениваемой 
по расфокусированному изображению. При этом к зада-
че оптимизации резкости могут применяться известные 
оптимизационные подходы, такие как метод градиент-
ного спуска [3], итерационный метод покоординатного 
спуска [4], метод эллипсоидов и др. Методы, использу-

ющие метрики резкости считаются более надёжными, 
чем методы PGA. 

В данной работе проводится исследование эффек-
тивности автофокусировки методом оптимизации резко-
сти при использовании в качестве метрики резкости сум-
мы различных степеней интенсивности пикселей РЛИ. 

Постановка задачи 

Формирование РЛИ на завершающем этапе обработ-
ки сводится к выполнению обратного быстрого преобра-
зования Фурье (ОБПФ), обеспечивающего разрешение 
по азимуту [6]: 

21
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1( , ) ( , ) ,
M j xl
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g x y u l y e
M
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где ( , )u l y  – входные данные после разделения на ка-
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налы дальности и компенсации перемещения элемен-
тов изображения между каналами дальности за период 
синтезирования апертуры; ( , )g x y  – комплексное зна-

чение пикселя изображения с координатами ( , );x y  ин-

дексы l  и y  представляют собой номера периодов 
зондирования и каналов дальности соответственно; M – 
количество отсчётов азимута, каждый из которых со-
держит N дискретных каналов дальности.  

В случае наличия фазовых искажений сигнала фор-
мулу (1) можно представить в следующем виде: 

21 ( )

0

1( , )   ( , ) ,
eM j xl l

M

l

g x y u l y e
M

      
  



   (2) 

где ( )e l  – фазовая ошибка, не зависящая от канала 
дальности. 

Для восстановления изображения необходимо оце-
нить внесённую фазовую составляющую ( )e l . Один из 
основных способов решения этой задачи – максимиза-
ция метрики резкости РЛИ [5]. Часто применяемой мет-
рикой резкости является квадрат интенсивности, опре-
деляемый формулой: 

1 1
2 2

0 0
(| ( , ) | ) , ˆ

M N

x y
С g x y

 

 

  (3) 

где 2 *( , )  ( , )ˆ ˆ ˆ ( , )g x y g x y g x y  – интенсивность пикселей 

изображения. Так как формируемое изображение зави-
сит от фазовой ошибки ( ),e l  то резкость изображения 
следует выразить через оценку этой ошибки, а макси-
мизацию метрики резкости проводить в соответствии со 
следующим выражением [6]: 

arg ma ( .ˆ x )C


    (4) 

Для решения задачи максимизации резкости (4) мо-
гут быть применены различные оптимизационные под-
ходы. Простейшим из них является метод полного пе-
ребора. Также помимо метрики квадрата интенсивности 
существует множество других метрик, каждая из кото-
рых может быть оптимальной для конкретного случая. 
Обоснованность применения той или иной метрики 
сильно зависит от наблюдаемой сцены (какие объекты 
преобладают и как они расположены). Рассмотрим слу-
чаи, когда метрика резкости является интенсивностью в 
какой-либо степени ( ).C I   Когда изображение со-
держит очень яркие точечные объекты, вторая произ-
водная интенсивности возрастает с ростом самой ин-
тенсивности, следовательно, в таких случаях большие 
значения степени   подходят лучшим образом. Если 
же сцена не содержит таких ярких точечных объектов 
(поля, леса), вторая производная убывает с ростом ин-
тенсивности, следовательно, следует использовать 
значения   близкие к единице или меньше неё [3]. 

В рамках рассматриваемого исследования сформу-
лируем задачу автофокусировки методом оптимизации 
резкости, как поиск такого алгоритма оценки корректи-
рующей фазовой компоненты ̂  (4), который характери-
зуется минимальным временем реализации при макси-
мальном качестве восстановления РЛИ при использо-
вании в качестве метрики резкости суммы квадратов 
интенсивности пикселей изображения [3]. 

Методы решения поставленной задачи 
Метод перебора 

В качестве исходного изображения было смоделиро-
вано простейшее изображение размером 200х100 пик-
селей с яркими полосами типа «крест» (рис. 1). 

 
Рис. 1. Исходное сфокусированное изображение 

В качестве модели вносимой фазовой ошибки была 
использована квадратичная фазовая ошибка. Расфоку-
сированное изображение принимает вид, представлен-
ный на рис. 2. Обработка изображения проходит незави-
симо для каждого канала дальности [6]. Таким образом, 
для каждого канала дальности мы подбираем фазовую 
составляющую, обеспечивающую максимальную метри-
ку резкости для всего изображения. В результате полу-
чим восстановленное изображение (рис. 3) 

 
Рис. 2. Расфокусированное изображение 

При данных условиях за 2 итерации удалось достиг-
нуть 93 %-го восстановления резкости исходного изоб-
ражения при шаге перебора π/64. При этом программа 
на ПЭВМ выполнялась около 3 минут. Здесь и далее 
точность восстановления рассчитывается как отношение 
значений метрик исходного и восстановленного изобра-
жений.  

При использовании реальных данных, регистрируе-
мых радиолокационной станцией миллиметрового диа-
пазона длин волн, такого результата достигнуть не по-
лучилось в силу того, что для больших размерностей 
изображения перебор занимает очень много времени. 
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Из этого следует, что необходимо рассмотреть возмож-
ность применения других, более быстрых, методов по-
иска максимума. Также следует подробнее изучить во-
прос выбора метрики в зависимости от типа исследуе-
мой местности. 

 
Рис. 3. Сфокусированное изображение  

Метод золотого сечения 

Отметим, что для более эффективного поиска ми-
нимума по сравнению с методом перебора лучше ис-
пользовать методы последовательного поиска, в кото-
рых для вычисления очередной точки используется ин-
формация, полученная на более ранней стадии расче-
тов. К таким методам относится метод половинного де-
ления или дихотомии. В этом методе на каждой итера-
ции получаем отрезок, содержащий точку минимума 
(локализующий отрезок), так, что длина каждого следу-
ющего отрезка меньше длины предыдущего. Выгода 
рассмотренного подхода очевидна – в отличие от пас-
сивного поиска (полного перебора), в методе дихотомии 
не требуется вычислять значения функции в точках, 
принадлежащих отбрасываемым на каждом шаге полу-
интервалам. Использование такого метода позволило 
сэкономить на количестве обращений к вычислению 
функции. Однако в методе дихотомии имеется особен-
ность, позволяющая строить более эффективные алго-
ритмы. На каждой итерации приходится вычислять зна-
чение функции в двух новых точках. Если удастся по-
строить алгоритм так, чтобы каждый раз одна из этих 
точек совпадала с одной из аналогичных точек с преды-
дущей итерации, то это бы позволило на каждой итера-
ции вычислять значение функции лишь в одной новой 
точке и, тем самым, обращаться к вычислению функции 
еще меньше. Оказывается, это можно сделать с помо-
щью деления отрезка в пропорциях золотого сечения [7]. 

Рассмотрим симметричные точки 1 2.   В даль-

нейшем мы получим либо отрезок [ 1 , b], либо отрезок 

[a, 2 ]. При этом 1  является одной из точек деления 
отрезка [a, 2 ], а точка 2  − одна из точек деления 

отрезка [ 1 , b]. Поясним этот метод при a = 0, b = 1. 

Положим 2  = τ > 0,5, 1  = 1 – τ. Пусть отброшен от-

резок [ 2 , b], тогда τ/1 = (1 – τ) / τ, т.е. отношение 
большего отрезка ко всему равно отношению меньшего к 

большему. Отсюда получаем τ = (√5-1)/2 ≈ 0,61803. Число 
τ называется отношением золотого сечения. При этом 
отношение отрезков в процессе счета не изменятся. 

Для отрезка [a, b] получаем 1 = a + (3 − √5)/2 * (b – a); 
2 = a + (√5 – 1)/2 * (b – a). Легко проверить, что  
1 = a + b − 2 ; 2 = a + b − 1 . Аналогичные соотно-

шения сохраняются и для последующих отрезков [8]. 
Проверим этот метод для нашего тестового изобра-

жения 200x100. В результате выполнения программы за 
3 итерации метрика изображения восстановилась на 
88 %, причём время выполнения оказалось в шесть раз 
меньшим по сравнению с полным перебором (29 се-
кунд). 

Метод чисел Фибоначчи 

Метод аналогичен методу золотого сечения. Отличие 
состоит в том, что коэффициент сжатия интервала не-
определенности меняется от итерации к итерации со-
гласно последовательности Фибоначчи. Последователь-
ность чисел определяется следующим образом [9]:  

0 1 1 1  1,  , 1, 2,k k kF F F F F k        (5) 

Пробные точки k  и k  вычисляют по формулам (10). 

1

1

 ( ),n k
k k k k

n k

F
b a

F
   

 

    (6) 
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 ( )n k
k k k k

n k

F
b a

F
  

 

   . 

При этом число итераций выбирается до начала вы-
числений и обусловлено требуемой точностью 

1 1 .
n

b a
F




  

Алгоритм нахождения максимума 
Шаг 0. Задать , 0,a   [a1, b1], k = 1. Вычислить 1,  

1  по формулам (2), ( ),kf   ( ).kf   

Шаг 1. Если ( ) ( ),k kf f   то перейти на шаг 2, 
иначе на шаг 3. 

Шаг 2. Положим ak  1  k, bk  1  bk, k1  k,  

1
1 1 1 1 ( ).n k

k k k k
n k

F
b a

F
   

   


    

Если k  n  2, то перейти на шаг 5, иначе вычислить 
f(k1), перейти на шаг 4. 

Шаг 3. Положим , ak1  ak, bk1  k, k1  k, 

2
1 1 1 1 ( ).n k

k k k k
n k

F
b a

F
   

   


    

Если k  n  2, то перейти на шаг 5, иначе вычислить 
f(k1), перейти на шаг 4. 

Шаг 4. k  k 1 перейти на шаг 1. 
Шаг 5. Положим n  n1, n  n , вычислить f(n) и 

f(n). Если ( ( ,) )n nf f   то an  n, bn  bn1, иначе  

an  an1, bn  n. Оптимальное решение  .
2

n na b
x


  

В отличии от методов дихотомии и золотого сечения 
в методе Фибоначчи не нужно на каждом шаге прове-
рять критерий остановки. Количество шагов здесь зада-
ётся заранее, исходя из выражения Fn+2 ≥(b − a)/ε. От-
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метим также, что метод Фибоначчи является оптималь-
ным, в том смысле, что позволяет найти решение с за-
данной точностью при наименьшем количестве обра-
щений к вычислению функции. Это может быть важно, 
когда вычисление функции связано с дорогостоящими 
физическими опытами, либо сама функция имеет слож-
ный вид, что делает ее вычисление трудоёмким [7]. 

Проверим метод чисел Фибоначчи для того же те-
стового изображения 200x100. В результате выполне-
ния программы за 3 итерации метрика изображения 
восстановилась на 90 %, причём время выполнения 
оказалось чуть большим по сравнению с методом золо-
того сечения (33 секунды).  
Обработка реального сигнала 

Рассмотрим эффективность работы вышеописанных 
алгоритмов с фрагментом реального радиолокационно-
го изображения (рис. 4). Было проведено тестирование 
работоспособности метода перебора применительно к 
фрагменту сигнала размером 50x300. 

 
Рис. 4. Исходный фрагмент радиолокационного изображения 

В результате внесенной расфокусировки фрагмент 
изображения принимает вид, представленный на рис. 5. 

 
Рис. 5. Расфокусированное радиолокационное изображение 

В итоге при шаге перебора π/64 за 5 итераций метри-
ка восстановилась на 98,9835 %, причём время выпол-
нения программы на ПЭВМ составило 13 минут. Резуль-
тат восстановления самого изображения представлен на 
рис. 6. 

 
Рис. 6. Сфокусированное радиолокационное  

изображение методом перебора 

Проведём аналогичный эксперимент для методов 
золотого сечения и чисел Фибоначчи. Для метода золо-
того сечения за 3 итерации метрика изображения вос-
становилась на 97,3095 %. При этом само изображение 
визуально восстановилось также значительно лучше. 
Ниже на рис. 7 представлены слева направо: исходное, 
искажённое и восстановленное изображения. 

Время выполнения программы составило 66 секунд, 
что в несколько раз быстрее времени выполнения алго-
ритма полного перебора. 

Рассмотрим результат обработки реального сигнала 
изображения методом чисел Фибоначчи. Для данного 
метода за 6 итераций метрика изображения восстанови-
лась на 99,4081 %. При этом само изображение визу-
ально восстановилось примерно так же, как и при мето-
де золотого сечения. На рис. 8 представлены слева 
направо: исходное, искажённое и восстановленное 
изображения. 

Время выполнения программы составило 144 секун-
ды, что немного больше, чем аналогичная величина для 
метода золотого сечения. 

Имеет смысл подбирать оптимальную точность вы-
числений   в обоих методах (в данном эксперименте 

она была принята  
512


), такую чтобы обеспечить мак-

симальную точность восстановления. 

 
Рис. 7. Результат обработки радиолокационного изображения методом золотого сечения 
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Рис. 8. Результат обработки радиолокационного изображения методом чисел Фибоначчи 

Сравнение разных метрик резкости 

Представим метрику резкости изображения как 
функцию интенсивности. 

[ ( , )]  [ ( , )]Г I x y I x y     (7) 

При этом в зависимости от типа исследуемой по-
верхности рационально использовать метрику с каким-
то определённым значением степени β. Важно отме-
тить, что для значений β < 1 метрику необходимо не 
максимизировать, а минимизировать (либо максимизи-
ровать величину, ей отрицательную) [3]. Значения сте-
пени β, которые были использованы в эксперименте: 4, 
3, 2, 1,5, 0,5. Эксперименты проводились с использова-
нием метода золотого сечения для реального радиоло-
кационного сигнала размера 50x300. 

Как видно из табл. 1, значение параметра β сильно 
влияет на точность восстановления резкости изображе-
ния. Из полученных данных можно сделать вывод, что 

для радиолокационных изображений исследуемого типа 
с точки зрения соотношения качество восстановления – 
время выполнения программы оптимальной является 
метрика 2[ ( , ] ,)I x y  в этом случае наблюдается высокая 
точность восстановления при относительно небольших 
временных затратах. Если же важно получить макси-
мальную точность восстановления, то рационально ис-
пользовать метрику 1,5[ , .( )]I x y  В таблице указано коли-
чество итераций, при котором наблюдается значение 
метрики резкости, максимально приближенное к значе-
нию для исходного изображения. Стоит отметить, что по 
мере увеличения метрики наступает момент, когда она 
достигает максимально близкого к исходному значению, 
при этом с каждой итерацией продолжая расти. Поэтому 
важно вовремя остановить работу алгоритма, причём из 
табл. 1 видно, что при разных метриках наблюдается 
различная скорость увеличения метрики от итерации к 
итерации, что объясняет разброс количества итераций, 
необходимого для восстановления изображения. 

Таблица 1. Сравнение разных метрик резкости 
 β = 4 β = 3 β = 2 β = 1,5 β = 0,5 
Метрика 
сфокусированного 
изображения 

1,1490e+21 2,6053e+16 7,1540e+11 4,3259e+09 373535 

Метрика 
искажённого 
изображения 

2,2443e+20 8,0828e+15 3,7506e+11 3,0743e+09 513970 

Метрика 
восстановленного 
изображения 

8,4079e+20 2,4065e+16 7,1039e+11 4,3245e+09 396050 

Степень 
восстановления 
метрики, % 

73,18 92,37 99,30 99,97 94,32 

Количество 
итераций 
восстановления 

2 3 6 8 10 

Время выполнения 
программы, с 98,70 147,07 216,66 395,13 395,93 

Исходное 
изображение β = 4 β = 3 β = 2 β = 1,5 β = 0,5 

    



Цифровая Обработка Сигналов №3/2021 

 
 

63

Таблица 2. Сравнение влияния фазовых ошибок 

Вид 
метрики 

Степень 
фазовой 
ошибки 

Результат 
восстановления 

метрики, % 

Количество итераций 
восстановления 

Время работы 
программы, сек 

Значение 
параметра k 

β = 2 2 98,9 2 35 0,01 
β = 2 3 78 2 33 0,01 
β = 2 1,5 75 2 37 0,1 
β = 3 2 82 2 44 0,01 
β = 3 2 41 2 44 0,01 
β = 3 2 42 2 44 0,1 

β = 1.5 2 93 3 65 0,01 
β = 1.5 2 98 2 43 0,01 
β = 1.5 2 99 2 43 0,1 
 
Особый интерес также представляет метрика  

β = 0,5. При её применении метрика возрастает крайне 
медленно, поэтому в рамках эксперимента работа про-
граммы была ограничена 10-ю итерациями. Если повы-
сить это предельное значение, то точность восстанов-
ления увеличится, но это займёт большее время, чем 
для аналогичной метрики β = 1,5.  

Исходя из вышесказанного, можно сделать предпо-
ложение о том, что метрика β = 0,5 весьма полезна, но 
для данного исследуемого изображения не подходит в 
силу медленности восстановления. 
Сравнение влияния разных видов фазовых ошибок 
на точность восстановления 

Было проведено сравнение влияния разных фазо-
вых ошибок и различных метрик на степень восстанов-
ления изображения (табл. 2). Ранее использовалась 
квадратичная фазовая ошибка с параметром k = 0,01. В 
таблице рассматриваются результаты восстановления 
для фазовой ошибки второй степени, третьей степени и 
степени 1,5. 

Таким образом, можно убедиться в том, что наибо-
лее точно программа восстановления работает для 
случая квадратичной фазовой ошибки, то есть когда 
моделью искажений является ЛЧМ. 
Заключение 

Проведенные исследования позволяют сделать 
следующие выводы. 

1. Автофокусировка радиолокационных изображений 
методом оптимизации резкости даёт положительный 
результат в тех случаях, когда традиционные алгорит-
мы восстановления изображения не работают доста-
точно эффективно. 

2. Использование метода золотого сечения и метода 
чисел Фибоначчи позволяет многократно (более чем в 
5 раз) уменьшить время автофокусировки радиолокаци-
онного изображения по отношению к прямому перебору, 
при соизмеримой точности восстановления. 

3. Тип метрики резкости изображения (степень β) в 

значительной степени влияет на точность восстановле-
ния резкости. Даются рекомендации по выбору парамет-
ра β. В частности установлено, что по критерию «каче-
ство/время восстановления» наилучшей является мет-
рика 2[ ( , ] .)I x y  

Статья подготовлена при поддержке НИИ «Фо-
тон», Рязанский государственный радиотехнический 
университет имени В.Ф. Уткина. 
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