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Известно, что разрешенные положения нулей и полюсов цифро-
вых фильтров IIR второго порядка с конечной длиной слова образу-
ют дискретную структуру, называемую в этой статье топогра-
фией дискретизированной z-плоскости. В публикациях авторов 
топография z-плоскости была подробно описана. Данная статья 
посвящена определению уравнений, описывающих плоские алгебра-
ические кривые, на которых расположены разрешенные позиции для 
нулей и полюсов фильтров произвольного порядка.и полюсов филь-
тров произвольного порядка. 
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Введение 

Несмотря на то, что теория проектирования 
рекурсивных цифровых фильтров разрабаты-
валась в течение длительного времени, трудно-
сти, сопровождающие процесс практической разработки 
в случае строгих требований к характеристикам, оказы-
ваются настолько сложными, что разработчикам прихо-
дится отказываться от рекурсивных фильтров в пользу 
нерекурсивных. Преодоление проблем, возникающих в 
этом случае, требует глубокого изучения природы ре-
курсивных фильтров с конечной длиной слова. 

Традиционный подход к синтезу рекурсивных циф-
ровых фильтров [1, 2] включает этапы функционального 
и структурного синтеза. Функциональный синтез вклю-
чает вычисление нулей и полюсов передаточной функ-
ции без учета конечной длины разрядной сетки. Конеч-
ная разрядность коэффициентов фильтра учитывается 
только на этапе структурного синтеза. Поэтому резуль-
таты структурного синтеза искажают результаты функ-
ционального синтеза и, следовательно, ошибки вносят-
ся в характеристики фильтра. Учет этих обстоятельств 
усложняет процедуры, необходимые для удовлетворе-
ния требований к характеристикам фильтра. 

В наших публикациях [3, 4] мы разрабатываем новый 
подход к синтезу рекурсивных цифровых фильтров с 
конечной длиной слова. Этот подход включает требова-
ние учитывать длину разрядной сетки уже на этапе 

функционального синтеза. На этом этапе нули и полюса 
рассчитываются окончательно и не искажаются при 
структурном синтезе. На этапе структурного синтеза 
создается структура. 

Теоретическая основа нашего подхода к функцио-
нальному синтезу основана на том факте, что корни 
многочленов числителя и знаменателя передаточной 
функции реализуемых на практике цифровых фильтров 
являются элементами множества алгебраических чисел 
[5, 6]. Это означает, что не каждая точка в z-плоскости 
может быть нулем или полюсом цифрового фильтра с 
конечной длиной слова. Разрешенные позиции нулей и 
полюсов образуют в z-плоскости дискретную структуру, 
которую мы называем топографией.  

Для полюсов цифровых фильтров второго порядка 
это давно известно [7-9]. Эта топография детально изу-
чена в [10, 11]. Долгое время не удавалось распростра-
нить эту теорию на рекурсивные фильтры более высоких 
порядков. Только недавно удалось получить результаты 
для фильтров третьего [12, 15] и четвертого [13] порядка. 

В этой статье предлагается метод, который позволя-
ет описать топографию дискретизированной z-плоскости 
для алгебраических чисел произвольной степени. 
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Сведения из теории алгебраических чисел 

Известно [18, 19], что корни zn,i полинома 
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с вещественными рациональными коэффициентами 
,n ic    (2) 

являются элементами множества комплексных алгебра-
ических чисел 

,n i nz    ,  (3) 

где n степень алгебраических чисел. 
Очевидно, что коэффициенты практически реализо-

ванных цифровых фильтров имеют конечную разряд-
ность и, следовательно, являются рациональными чис-
лами. Коэффициенты bn,i и an,i передаточной функции 
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в общем случае представляют собой сумму произведе-
ний определенных коэффициентов цифровых фильтров 
[16, 17] и, следовательно, также являются рациональ-
ными числами. Отсюда следует, что как корни полинома 
числителя передаточной функции (нули), так и корни 
полинома знаменателя (полюсы) являются алгебраиче-
скими числами. 

Разрешенные положения нулей и полюсов фильтров 
с конечной длиной слова формируют топографию z-плос-
кости, дискретизированную из-за квантования коэффи-
циентов передаточной функции. Топография зависит от 
степени алгебраических чисел и разрядности дробной 
части коэффициентов передаточной функции [6, 11]. 

Топография алгебраических чисел второй степени 

Определим геометрическое место комплексно со-
пряженных корней  

*
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2

2 2,1 2,2 2,1 2,2P ( ) ( )( )z z c z c z z z z      .  (6) 
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где cx   любое вещественное число. Полагая, что 
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из (8) получим 
2 2 2

c 2,2 c 2,1 c( )x x y c x c x     .  (10) 

Это уравнения систем концентрических окружностей 
на которых располагаются комплексно сопряженные 
корни полинома P2(z) (На рис. 1 изображен только пер-
вый квадрант z-плоскости. Радиусы окружностей и пози-
ции корней на них зависят от произвольных центров xc и 

разрядности дробной части коэффициентов c2,i) Заме-
тим, что кривые, на которых расположены все возмож-
ные корни полиномов второй степени, являются плос-
кими алгебраическими кривыми [20] второй степени – 
кониками. При этом корни уравнений находятся на пе-
ресечении концентрических окружностей с прямыми 
линиями, параллельными оси ординат – плоскими ал-
гебраическими кривыми первой степени. 

 
Рис. 1. Системы концентрических окружностей с различными 

центрами xc для алгебраических чисел второй степени 
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где ,0 1nc  . 
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Применяя формулы Виеты для коэффициентов 

2P ( ),n z  преобразуем (13) следующим образом [14]: 
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Мы будем рассматривать (15) как систему урав- 
нений, из которой необходимо получить функцию  
y2(x). Параметры этой функции должны быть коэффи-
циентами полинома Pn(z), и коэффициенты полинома  
Pn-2(z) должны быть исключены. Поэтому (15) должна 
быть решена относительно y и коэффициентов cn-2,1,  
cn-2,2, … , cn-2,n-2. Чтобы число уравнений было равно чис-
лу неизвестных величин, будем считать, что один из 
коэффициентов cn,i неизвестен. 

Таким образом, из (15) должны быть получены сле-
дующие функции  

2 2
, ,( | )n i n iy y x c .  (16) 

Множество ci определено как множество коэффициен-
тов полинома Pn(z), из которого исключены коэффициенты 
cn,i. Учитывая значения квантованных коэффициентов cn,i, 
мы получаем семейство кривых, на которых расположены 
допустимые значения корней многочлена P. Любая кривая 
(16) является геометрическим местом всех разрешенных 
корней. Для решения уравнений использованы возможно-

сти системы компьютерной алгебры Maple компании 
MapleSoft для выполнения символьных вычислений. 
Топография алгебраических чисел третьей степени  

Для полиномов P3(z) (15) преобразуется в 
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Из (17) получаем решение 
2 2 2 2
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  (19) 
2 2 2
3,3 3,3 3,1 3,2( | ) :{ 3 2 }y x y x c x c  c . (20) 

Простое преобразование (18)-(19) приводит к урав-
нениям: 

2 2 2 2 2
3,1 3,1 3,2 33Y ( | ) :{( ) ( ) 2 0},x x y c x y c x    c   (21) 

3 2 2 2
3,2 3,2 3,1 3,3Y ( | ) :{2 2 ( ) 0},x x xy c x y c    c   (22) 

2 2
3,3 3,3 3,1 3,2Y ( | ) :{ 3 2 0}.x y x c x c   c   (23) 

Уравнения 3, 3,Y ( | )i ix c ( 1, 2,3)i   описывают плоские 
алгебраические кривые четвертой (quartics, квартики), 
третьей (cubics, кубики) и второй (conics, коники) степе-
ни соответственно. Каждое из этих уравнений зависит от 
двух параметров. Для наглядности мы изобразим кри-
вую 3,Y ( | )i ix c  таким образом, чтобы каждое изображе-
ние соответствовало сечению пространства коэффици-
ентов плоскостью, параллельной одной из координат-
ных плоскостей. В этом случае мы получаем семейство 
кривых, определяемых одним параметром (рис. 2). 

 

Рис. 2. Вычисление геометрического места алгебраических чисел третьей степени различными способами  
на разных сечениях пространства полиномиальных коэффициентов 
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Топография алгебраических чисел  
четвертой степени 

Для полинома P4(z), получим систему уравнений: 
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Решение для 2
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Функция Maple RootOf является плейсхолдером для 
представления всех корней уравнения. В этом случае 
RootOf(F(Z)) описывает корни уравнения 
F( ) 0Z  .  (27) 

Из уравнения (24) следует, что  
4,4 /Z c Y   (28) 

является корнем уравнения, которое описывает желае-
мую кривую. После простых преобразований получаем 
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Промежуточное представление остальных уравне-
ний: 
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Окончательная форма уравнений имеет вид: 
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Полученные уравнения описывают плоские алгебра-
ические кривые шестой (sextics, секстики), пятой 
(quintics, квинтики) степеней, а также квартики и кубики. 

Топография алгебраических чисел пятой, шестой  
и седьмой степеней  

Данный раздел носит справочный характер. Здесь 
представлены выражения (16) для уравнений пятой, 
шестой и седьмой степеней. Для их вывода использова-

на та же методика, что и для уравнений четвертой сте-
пени. 

А. Алгебраические числа пятой степени 
Геометрическим местом нулей и полюсов в этом 

случае являются плоские алгебраические кривые вось-
мой степени (octics, октики), седьмой степени (septics, 
септики), а также секстики, квинтики и квартики: 
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В. Алгебраические числа шестой степени 
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С. Алгебраические числа седьмой степени 
Степени плоских алгебраических кривых при этом от 

двенадцатой до шестой: 
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c  (53) 

Таким образом, уравнение , ,Y ( | ),n i n ix c  где i = 1, 2,…,n, 

описывает плоскую алгебраическую кривую, степень 
которой равна 2n-1-i.  

Заключение 

В данной работе получена система уравнений, ре-
шение которой позволяет получить уравнения плоских 

алгебраических кривых, на которых расположены все 
возможные нули и полюсы цифровых рекурсивных 
фильтров произвольного порядка с конечной длиной 
слова. Решение полученной системы уравнений может 
осуществляться методами символьной математики. Эта 
статья использует возможности системы компьютерной 
алгебры Maple. Представлены уравнения плоских ал-
гебраических кривых, полученные для фильтров до 
седьмого порядка. Результаты работы будут использо-
ваны при реализации разработанного авторами подхода 
к синтезу БИХ-фильтров с конечной длиной слова, в 
котором конечная длина слова учитывается при расчете 
нулей и полюсов еще до стадии структурного синтеза. В 
этом случае структурный синтез не искажает расчетные 
значения нулей и полюсов. 

Исследование выполнено при финансовой поддерж-
ке РФФИ в рамках научного проекта № 18-07-00986. 
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