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Предложены основы теории двумерной цифровой обработки 
сигналов в базисах Фурье с варьируемыми параметрами. Разраба-
тываемая теория является обобщением классической теории диск-
ретной двумерной спектральной обработки сигналов, заданных на 
конечной опорной плоскости в базисах Фурье. Предлагаемая теория 
позволяет разрабатывать новые и совершенствовать существу-
ющие методы и алгоритмы двумерной Фурье – обработки сигна-
лов, а также исключить или существенно снизить влияние нега-
тивных эффектов, сопровождающих применение стандартного 2-D 
ДПФ. Предложено двумерное параметрическое ДПФ, которое суще-
ственно расширяет математический аппарат методов информа-
ционных технологий цифровой спектральной обработки сигналов 
(в том числе изображений) в пространственной и пространствен-
но-частотной областях. 
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Введение 

В настоящее время методы, алгоритмы и 
средства цифровой обработки сигналов нахо-
дят свое приложение во многих отраслях науки 
и техники. Трудно назвать предметные области, 
которых не коснулся бы в той или иной мере 
процесс цифровизации. Информационные тех-
нологии цифровой спектральной обработки од-
номерных и двумерных сигналов играют важней-
шую роль в медицине, криминалистике, активной и пас-
сивной гидролокации, сейсмологии, радиотехнике, гео-
дезии, метеорологии, контроле и диагностике как есте-
ственных, так и искусственных систем различного 
назначения. 

Математический аппарат информационных техноло-
гий цифровой спектральной обработки одномерных сиг-
налов1 был значительно расширен благодаря работам 
[1-7] в которых: 

– проведено обобщение одномерного дискретного пре-
образование Фурье (ДПФ) в виде одномерного параметри-
ческого дискретного преобразования Фурье (ДПФ-П); 

– исследованы аналитические и стохастические 
свойства ДПФ-П; 
___________________________ 

 

 

 

1 Сигнал – это материальный носитель информации различной о 
процессах, явлениях, состояниях или физических величинах объектов 
материального мира, средство перенесения информации в простран-
стве и времени. Обработка сигналов – извлечение содержащейся в 
сигналах информации. 

– доказаны свойства базиса ДПФ-П – базиса пара-
метрических дискретных экспоненциальных функций 
(ДЭФ-П). 

Прямое ДПФ-П и обратное ДПФ-П (ОДПФ-П) в ал-
гебраической и матричной форме дискретного сигнала 

( ),x n  заданного на конечном интервале, определены 
авторами преобразований в следующем виде: 
Алгебраическая форма прямого ДПФ-П: 

1
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0, 1; 0 1.

N
k n

N N N
n

S k x n W W j
N N

k N

 









    
 

   

  (1) 

Матричная форма прямого ДПФ-П: 

, ,
1 , 0 1N N NS F X
N      , (2) 

где  (0), (1),....., ( 1) T
NX x x x N   – представление дис-

кретного сигнала ( ),x n  0, 1,n N   в виде вектора N  – 
мерного линейного пространства; T  – знак транспони-
рования;  , (0), (1),..., ( 1) T

NS s s s N    – вектор коэф-
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фициентов разложения NX  по системе параметриче-
ских дискретных экспоненциальных функций, задавае-
мой матрицей ,NF  : 
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Алгебраическая форма ОДПФ-П: 
1
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      (3) 

Матричная форма ОДПФ-П: 
*

, , , 0 1.N N NX F S       (4) 

где   – знак комплексного сопряжения. 
В дальнейших работах вышеназванных авторов [8-

15] проведены исследования множества предложенных 
ДПФ-П (именно множества, поскольку при каждом зна-
чении параметра   ДПФ-П имеет свою ортогональную 
полную базисную систему ДЭФ-П), доказано существо-
вание быстрых алгоритмов реализации ДПФ-П (алго-
ритмов БПФ-П). Проведенные исследования позволили 
исключить или существенно снизить влияние негатив-
ных эффектов, сопровождающих применение ДПФ (эф-
фекты утечки, частокола, наложения, амплитудной 
модуляции), а также значительно расширить области 
приложения Фурье – обработки одномерных дискретных 
сигналов. 

В настоящее время наблюдается не только расши-
рение областей приложения цифровых методов обра-
ботки сигналов, но и существенное усложнение решае-
мых задач, в частности, переход от методов спектраль-
ной обработки одномерных сигналов (1-D сигналов) к 
методам спектральной обработки двумерных сигналов 
(2-D сигналов) на основе двумерного дискретного пре-
образования Фурье (2-D ДПФ)  

Задача данной работы – создание основ теории 
двумерной цифровой обработки сигналов, заданных на 
конечной опорной плоскости, в базисах Фурье с варьи-
руемыми параметрами, разработка новых и совершен-
ствованию существующих методов и алгоритмов дву-
мерной Фурье – обработки сигналов. 

Двумерная цифровая обработка сигналов  
на основе 2-D ДПФ  

С математической точки зрения дискретный 2-D сигнал 
),( 21 nnx  конечной длины – это двумерная последова-

тельность конечной длины, являющаяся множеством дей-
ствительных (или в общем случае комплексных) чисел, 
ределенных для упорядоченных пар целых чисел 1n  и 2 ,n  
___________________________ 

 

 

 

2 Опорная область – это диапазон значений переменных 1n  и 2 ,n  

для которого двумерная последовательность 1 2( , )x n n  отлична от нуля. 

при 10 11  Nn ; 10 22  Nn  [16]. Дискретный 2-D 
сигнал ),( 21 nnx  на прямоугольной пространственной 
опорной плоскости2, при 10 11  Nn  и 10 22  Nn , 
может быть представлен в виде матрицы: 

1 2N NX    (5) 

22

2
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0 (0,0) (0,1) . . (0, 1)
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. . . . . .

( 1) ( 1, 0) ( 1,1) . . ( 1, 1)
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x x x N
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; 

Проведенный системный анализ методов цифровой 
обработки 2-D сигналов и предметных областей их при-
ложений показал, что 2-D ДПФ (рис. 1) играет ведущую 
роль, благодаря целому ряду присущих ему преиму-
ществ: 

– ядра преобразования 2-D ДПФ симметричны и 
разделимы (сепарабельны); 

– 2-D ДПФ может быть реализовано быстрыми алго-
ритмами;  

– оценки, получаемые помощью 2-D ДПФ, структурно 
устойчивы; 

– эффективность двумерных методов, основанных 
на основе 2-D ДПФ, доказана временем. 

При выборе для векторного и спектрального анали-
за3 дискретных двумерных сигналов унитарного двумер-
ного преобразования Фурье мы используем систему 
двумерных дискретных экспоненциальных функций (2-D 
ДЭФ), (система является базисом двумерного дискрет-
ного преобразования Фурье): 

1 2

1 1 2 2

21

, 1 1 2 2 1 1
1

2 2
2

2( , , , ) exp ( )

2exp ( )

N N

k n k n
NN

def k n k n j k n
N

j k n W W
N





   
    
   

       
          
       

 

1 1 1 1
1 1

2 2cos( ) sin( )k n j k n
N N
  

   
 

2 2 2 2
2 2

2 2cos( ) sin( )k n j k n
N N
  

   
 

 

1 1 2 2 1 1 2 2
1 2 1 2

2 2 2 2cos sink n k n j k n k n
N N N N
      

       
   

 (6) 

где 1 2,k k  – пространственные частоты; 1 1 1, 0,( 1)k n N  ; 

)1(,0,
222  Nnk .  

На рис. 2-5 даны примеры 2-D ДЭФ при различных 1 2,k k  
(приведены огибающие 2-D ДЭФ). 
___________________________ 

 

 

 

3 Векторный анализ – методы Фурье – анализа дискретных сиг-
налов, в результате которых обеспечивается получение информации о 
частотах, амплитудах и фазах составляющих сигналов и/или их изме-
нений во времени. Спектральный анализ – методы Фурье – анализа 
дискретных сигналов, в результате которых обеспечивается получе-
ние информации о частотах и амплитудах составляющих сигналов 
и/или их изменений во времени. 
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Рис. 1. Предметные области приложения двумерного дискретного преобразования Фурье 

 
Рис. 2. 2-D ДЭФ при 1 21, 1k k   

 
Рис. 3. 2-D ДЭФ при 1 21, 0k k   
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Рис. 4. 2-D ДЭФ при 1 20, 1k k   

 
Рис. 5. 2-D ДЭФ при 1 21, 2k k   

Алгебраическая форма прямого 2-D ДПФ: 
1 2

1 1 2 2

1 21 2
1 2

1 1

1 2 1 2,
0 01 2

1( , ) ( , )
N N

k n k n
N NN N

n n
S k k x n n W W

N N

 

 

 
   ; (7) 

где 1 10, ( 1),k N   2 20, ( 1)k N   – пространственные 

частоты; 1 2( , )x n n  – двумерный сигнал, 1 10, 1,n N   

2 20, 1,n N   
1 2, 1 2( , )N NS k k  – коэффициенты 2-D ДПФ 

(двумерный векторный пространственно-частотный 
спектр сигнала 1 2( , )).x n n  

Алгебраическая форма прямого 2-D ДПФ, учитывая 
свойство разделимости ядра 2-D ДПФ, может быть 
представлена в виде: 

1 2
1 1 2 2

1 21 2
1 2
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1 2 1 2,
0 02 2
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  ; (7 а) 

или в виде: 
2 1

2 2 1 1

1 21 2
2 1

1 1

1 2 1 2,
0 01 1

1 1( , ) ( , )
N N

k n k n
N NN N

n n
S k k W x n n W
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  . (7 б) 

Формулами (7 а и 7 б) задается поэтапное опреде-
ление прямого 2-D ДПФ методом двух 1-D ДПФ, выпол-
няемых последовательно: формулой (7 а) – по строкам, 
а затем по столбцам; формулой (7 б) – по столбцам, а 
затем по строкам. 1-D ДПФ могут вычисляться методом 
быстрого преобразования Фурье (БПФ). 

Двумерный векторный пространственно-частотный 
спектр 

1 2, 1 2( , )N NS k k  на прямоугольной частотно-прост-

ранственной опорной плоскости, при 1 10 1k N    и 

2 20 1k N   , может быть представлен в виде матрицы: 

1 2N NS    (8)
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. 

Введем матрицы базисной системы преобразований 
2-D ДПФ: 

2 2
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. (10) 

Используя соотношения (5), (7-10), а также свойство 
сепарабельности ядра 2-D ДПФ, введем матричную 
форму прямого 2-D ДПФ: 

1 2 1 1 1 2 2 2

(2) (1)

1 2

1
N N N N N N N NS F X F

N N     


; (11) 

Аналогично выражениям (7 а) и (7 б) возможны две по-
следовательности выполнения матричных умножений: 

1 2 1 1 1 2 2 2

(2) (1)

1 2

1 1 ;N N N N N N N NS F X F
N N         (11 а) 

1 2 1 1 1 2 2 2

(2) (1)

1 2

1 1 .N N N N N N N NS F X F
N N   

 
   
 

 (11 б) 

Теоретические основы двумерной цифровой 
обработки сигналов, в базисах Фурье  
с варьируемыми параметрами 

Прямое 2-D ДПФ обладает следующими свойствами 
периодичности, которые следуют из природы 2-D ДПФ и 
аналитических свойств его базиса4: 

1 2 1 2,
( , )

N N
S k k 

1 2 1 1 2,
( , )

N N
S k l N k  

1 2 1 2 2,
( , )

N N
S k k l N    

1 2 1 1 2 2,
( , )

N N
S k l N k l N     ; 0, ,l    ; (12) 

1 2( , )x n n  1 1 2( , )x n l N n   1 2 2( , )x n n l N  

1 2 2( , )x n l N n l N    , 0, ,l    . (13) 
На рис. 6, а проиллюстрирована периодичность 2-D 

сигнала ),( 21 nnx  в первом квадранте опорной простран-
ственной плоскости, а на рис. 6, б – периодичность его 
двумерного спектра 

1 2, 1 2( , )N NS k k  в первом квадранте в 

пространственно-частотной плоскости. 
При проведении 2-D корреляционного анализа и 2-D 

фильтрации сигналов, 2-D спектральной и векторной об-
работки сигналов широко используется операция дополне-
ния сигнала 1 2( , )x n n  на опорной плоскости нулевыми от-
счетами [16-18]. Необходимость проведения этой операции 
объясняется свойствами периодичности 2-D ДПФ. Введем в 
рассмотрение матрицу 1 2O( , )n n  с нулевыми элементами 

1 2o( , ) 0,n n   при 1 10 1;n N    2 20 1n N   : 

___________________________ 
 

 

 

С точки зрения понимания природы 2-D ДПФ может быть по-
лезно следующее замечание о взаимосвязи процессов в простран-
ственной и в пространственно – частотной областях: процесс дискре-
тизации в одной области вызывает процесс периодизации в другой 
области. Справедливо и обратное утверждение. Поэтому прямое и 
обратное 2-D ДПФ дискретно и периодично как в пространственной 
области, так и пространственно – частотной области. 

 
а) периодичность двумерного сигнала 1 2( , );x n n  

 
б) периодичность двумерного спектра 

1 2, 1 2( , );N NS k k  

Рис. 6. Периодизация двумерного сигнала  
и его двумерного спектра 

1 2
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. (14) 

Формулой (15) определена блочная матрица сигнала 

1 1 2 2
,N r N rX   дополненного 1 2( 1) ( 1)r r   нулевыми мат-

рицами 1 2O( , )n n . 
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. (15) 

Вычисление прямого 2-D ДПФ блочной матрицы 

2211 rNrNX  , согласно (11 а), проходит в два этапа.  

На первом этапе вычисления прямого 2-D ДПФ (выпол-
нение матричного умножения в квадратных скобках) при-
водит к усечению 2 2( 1)N r   строк матрицы )1(

2222 rNrNF   и 

превращению ее из прямоугольной матрицы размера 
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2222 rNrN   в прямоугольную матрицу размера 

222 rNN   (16).  

2 2 2
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N r NF    (16)
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На втором этапе вычисления прямого 2-D ДПФ нуле-
вые отсчеты матрицы, полученной на первом этапе, 
приводят к усечению столбцов матрицы )2(

1111 rNrNF   пре-

вращению ее из прямоугольной матрицы размера 

1111 rNrN   в прямоугольную матрицу размера 

111 NrN   (17).  

1 1 1
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N r NF    (17)
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Рассмотрим структуру матрицы 
2 2 2

(1)
N r NF   и структуру 

матрицы 
1 1 1

(2) .N r NF   Обозначим множество номеров столб-

цов матрицы )1(
222 NrNF   через 2 2: {0,1, 2,..., ( 1)},A A N r   

а множество номеров строк матрицы 
1 1 1

(2) ,N r NF   через 

1 1: {0,1,2,..., ( 1)}.C C N r   Применим к множествам A  

и C  отношение сравнимости по модулю 2r  и 1r  
соответственно. Известно, что отношение сравнимости 
по модулю m  является отношением эквивалентно-
сти и обладает свойствами рефлексивности, 
симметричности и транзитивности.  

Отношение сравнимости по модулю 2r  разбивает 

множество A  на 2r  классов вычетов по модулю 2r : 
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 (18) 

Матрицу 
2 2 2

(1) ,N r NF   применив разбиение (18) множе-

ства A  на 2r  классов вычетов по модулю 2 ,r  предста-

вим в виде 2r  матриц размером 22 NN  : 
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где 2 2 2 20, 1 ,..., ( 1)r r r   . 

Отношение сравнимости по модулю 1r  разбивает 

множество C  на 1r  классов вычетов по модулю 1r : 
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 (20) 

Матрицу 
1 1 1

(2) ,N r NF   применив разбиение (20) множе-

ства C  на 1r  классов вычетов по модулю 1,r  предста-

вим в виде 1r  матриц размером 11 NN  : 

где 2 2 2 20, 1 ,..., ( 1)r r r    

1 1 1

(2)
,N NF    (21)
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где 1 1 1 10, 1 ,..., ( 1)r r r   . 

Дискретные двумерные функции: 

2 2 21 1 1

1 2
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 (22) 

назовем 2-D параметрическими дискретными  
экспоненциальными функциями (2-D ДЭФ-П) – 

1 1 1 2 2 22 ( , , , , , )pD def k n k n  . 

На рис. 7-10 приведены примеры 2-D ДЭФ при раз-
личных 1 2,k k  и 1 2,  . 
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Рис. 7. 2-D ДЭФ при 1 1 2 21, 1, 2, 1 / 2k k      

 
Рис. 8.  2-D ДЭФ при 1 1 2 21, 1 / 3, 1, 0k k      

 
Рис. 9. 2-D ДЭФ при 1 1 2 22, 1 / 4, 2, 1 / 3k k      
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Рис. 10. 2-D ДЭФ-П при 1 1 2 20, 1 / 3, 0, 3 / 4k k      

Основные свойства базисной системы  
2-D параметрических экспоненциальных функций 

Базисная система 2-D ДЭФ-П является обобщением 
базисной системы 2-D ДЭФ и равна ей при нулевых зна-
чениях параметров 1  и 2 . 

Базисная система 2-D ДЭФ-П по переменным 21, kk  

периодична с периодами 1N  и 2N  соответственно: 

1 1 1 1 2 2 2 2 22 ( , , , , , )pD def k p N n k p N n    

1 1 1 2 2 22 ( , , , , , )pD def k n k n   . 

Базисная система 2-D ДЭФ-П по переменным 21, nn  

параметрически периодична с периодами 1N  и 2N  со-
ответственно: 

),,,,,(2 2222211111  NpnkNpnkdefD p 

22
2

111
1

),,,,,(2 222111
pN

N
pN

Np WWnknkdefD    . 

Базисная система 2-D ДЭФ-П является 2-D ортого-
нальной системой. 

Базисная система 2-D ДЭФ-П является 2-D полной 
ортогональной системой. 

Разложение двумерного сигнала по системе базис-
ных функций 2-D ДЭФ-П определим как прямое дву-
мерное параметрическое дискретное преобразо-
вание Фурье (2-D ДПФ-П). Преобразование 2-D ДПФ-П 
является обобщением преобразования 2-D ДПФ и равно 
ему при нулевых значениях параметров 1  и 2 .  

Преобразование 2-D ДПФ-П аналогично преобразо-
ванию 2-D ДПФ может быть представлено как алгебраи-
ческой форме, так и в матричной форме. 
Алгебраическая форма прямого 2-D ДПФ-П: 

1 2
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 (23) 

где 1 10, ( 1),k N   2 20, ( 1)k N   – пространственные 

частоты; 1 2,   – параметры преобразования 2-D ДПФ-П: 

1 20 , 1;    1 2( , )x n n  – двумерный сигнал, 1 10, 1,n N   

2 20, 1,n N   
1 2 1 2 1 2,

( , , , )
N N

S k k    – коэффициенты 2-D 

ДПФ-П (двумерный параметрический векторный про-
странственно-частотный спектр сигнала ),( 21 nnx ). 

Алгебраическая форма прямого 2-D ДПФ-П, учиты-
вая свойство разделимости ядра 2-D ДПФ-П, может 
быть представлена в виде: 
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 (23 а) 

или в виде: 
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 (23б) 

Формулами (23 а и 23 б) задается поэтапное опре-
деление прямого 2-D ДПФ-П методом двух 1-D ДПФ-П, 
выполняемых последовательно: формулой (23 а) – по 
строкам, а затем по столбцам; формулой (23 б) – по 
столбцам, а затем по строкам. 1-D ДПФ-П могут вычис-
ляться методами параметрического быстрого преобра-
зования Фурье (БПФ-П). 

Используя свойство сепарабельности ядра 2-D ДПФ-
П и соотношения (19) и (21), введем матричную фор-
му прямого 2-D ДПФ-П: 

1 2 1 2 1 1 1 1 2 2 2 2

(2) (1)
, , , ,

1 2

1
N N N N N N N NS F X F

N N        


; (24) 

Аналогично выражениям (23а) и (23б) возможны две 
последовательности выполнения соответствующих мат-
ричных умножений: 

1 2 1 2 1 1 1 1 2 2 2 2

(2) (1)
, , , ,

1 2

1 1
N N N N N N N NS F X F

N N           ; (24 а) 

1 2 1 2 1 1 1 1 2 2 2 2

(2) (1)
, , , ,

1 2

1 1
N N N N N N N NS F X F

N N      

 
   
 

. (24 б) 

Существуют алгебраическая форма и матричная 
форма обратного 2-D ДПФ-П (2-D ОДПФ-П), которые 
задаются соответственно следующими соотношениями: 
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Алгебраическая форма обратного 2-D ОДПФ-П: 
1 2( , )x n n   (25) 

1 2
1 1 1 2 2 2

1 2 1 2

1 2

1 1
( ) ( )

, 1 2 1 2
0 01 2

1 ( , , , ) ;
N N

k n k n
N N N N

n n
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N N
  

 
     

 

 
    

Матричная форма 2-D ОДПФ-П: 

1 2 1 1 1 1 2 1 2 2 2 2

(2) (1)
, , , ,

1 2

1
N N N N N N N NX F S F

N N    
 

    


; (26) 

где   – знак комплексного сопряжения. 
Разложение дискретного 2-D сигнала ),( 21 nnx  в ба-

зисе 2-D ДЭФ-П согласно соотношению (23) или соот-
ношению (24), при каждом сочетании параметров 1  и 

2  задает свой конкретный базис. Таким образом, ис-
следователь, варьируя параметрами 1  и 2,  получа-
ет возможность вычислять поэтапно спектр 2-D сигнала 

),( 21 nnx , дополненного нулевыми отсчетами либо толь-
ко по переменной 1,n  либо только по переменной 2 ,n  
либо одновременно по переменным 1n  и 2n . 

Заключение 

В работе предложены основы теории двумерной 
цифровой обработки сигналов, заданных на конечной 
опорной плоскости, в базисах Фурье с варьируемыми 
параметрами. Разрабатываемая теория является обоб-
щением классической теории дискретной двумерной 
спектральной обработки сигналов, заданных на конеч-
ной опорной плоскости, в базисах Фурье. 

Теоретические основы предлагаемой теории позво-
ляют разрабатывать новые и совершенствовать суще-
ствующие методы и алгоритмы двумерной Фурье – об-
работки сигналов, а также исключить или существенно 
снизить влияние негативных эффектов, сопровождаю-
щих применение стандартного 2-D ДПФ. 

Предложенное двумерное ДПФ-П существенно рас-
ширяет математический аппарат методов информаци-
онных технологий цифровой спектральной обработки 
сигналов и изображений в пространственной и про-
странственно-частотной областях.  

Исследования аналитических свойств 2-D ДЭФ-П, 
являющихся базисом 2-D ДПФ-П, позволяют сделать 
вывод о перспективности проведения исследований 
вероятностных свойств 2-D ДПФ-П двумерных сигна- 
лов – свойств, которые вытекают из двумерной версии 
теоремы Винера-Хинчина. 
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