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Представлен простой в реализации алгоритм БПФ для постро-
ения спектральной характеристики сигнала с высоким частотным 
разрешением, имеющий алгоритмическую сложность O(N·R·log2N), 
где N – количество отсчётов сигнала, N×R – длина набора частот. 
Алгоритм может быть использован для разработки российских 
систем цифровой обработки сигналов с высокой разрешающей спо-
собностью. 
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DIRECT FAST FOURIER TRANSFORMATION ON THE RADIX-2 
WITH HIGH FREQUENCY RESOLUTION 

Osipov O.V. 
A simple-to-implement FFT algorithm for constructing a spectral characteristic of a signal with a high frequency resolution is pre-
sented, which has algorithmic complexity O(N·R·log2N), where N is the number of signal samples, N×R is the length of a set of fre-
quencies. The algorithm can be used to develop Russian systems of digital signal processing with high resolution. 
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обработки сигналов (ЦОС), частотно-временное 
разрешение, численный алгоритм БПФ, ампли-
тудно-частотная характеристика.  

Введение 

Классический алгоритм БПФ [1] используется для 
представления дискретного сигнала в виде суммы гар-
моник с равноотстоящими друг от друга частотами. Так 
как длина набора частот при этом равна количеству 
отсчётов исходного сигнала, возникают определённые 
проблемы [2, 3] при использовании БПФ: 

Трудно определить амплитуду гармоники какой-либо 
промежуточной частоты, не входящей в набор частот; 

Для увеличения разрешения по частоте приходится 
увеличивать длительность сигнала, что приводит к за-
держкам при обработке входного сигнала в системах 
реального времени, а также потере информации о вы-
соких частотах; 

Малое количество информации о низкочастотных 
гармониках, особенно при обработке данных в лога-
рифмической шкале частот (распознавание нот) [4]. 

Существует ряд приёмов, позволяющих увеличить 
разрешение по частоте: увеличение длины исходной 
последовательности за счёт добавления нулевых эле-
ментов, полифазное БПФ [5, 6]. Но такие методы явля-
ются неестественными, поскольку вычисляют преобра-
зование Фурье не исходного сигнала, а предварительно 
изменённого. 

Для создания алгоритма, не искажающего исходный 
сигнал, способного за приемлемое время вычислять 
спектральные характеристики сигналов с высоким ча-
стотным разрешением для сигналов небольшой длины, 
проанализируем математический вывод алгоритма 
обычного БПФ с прореживанием по времени. В основе 
своей он опирается на так называемую операцию «ба-
бочка», которая оптимизирует процесс численного инте-

грирования двух функций, аргументы которых отлича-
ются на величину F/2, где F – частота дискретизации 
сигнала: 
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При выводе различных алгоритмов БПФ обычно за-
писывают N/2 пар таких полиномов для частот 

, 0, , 1.k
kF k N
N

     После этого можно рекурсив-

но, либо с помощью обратной перестановки битов 
быстро вычислять значения сумм ( ),kA   разделяя ис-
ходную последовательность на две равные части и по-
вторяя для них ту же операцию (1). Идея найденного 
метода основывается на наблюдении, что операция 
«бабочка» (1) сокращает при каждом её использовании 
в 2 раза количество вычислений даже в том случае, 
если равномерно сдвинуть весь набор частот k  на 
произвольную частоту .  Последовательно увеличи-
вая ,  можно несколько раз выполнить БПФ, а из ре-
зультатов собрать амплитудно-частотную характерис-
тику, которая будет иметь малый шаг по частоте, а сле-
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довательно – высокое разрешение. Длину исходного 
сигнала S при этом увеличивать не требуется. 

Постановка задачи 

Для комплексного сигнала ( 0, , 1)iS i N   с час-
тотой дискретизации F, заданного в моменты времени 

it  c шагом ,t  необходимо за приемлемое время полу-

чать значения ( ),mA   ,m
mF
NR

   0, , 1,m NR   

2 ,pN   ,R p . Параметр R определяет разрешение 
спектральной характеристики. 

Алгоритм БПФ с частотным сдвигом 

Сначала построим упомянутый выше алгоритм вы-
числения БПФ для набора частот  

( 0, , 1),kF k N
N

     (2) 

где   – произвольная частота (сдвиг частоты). 
Полагая 1F t   в (1), введём обозначения: 

1 2 2

0
( , , ) , ( , ) ,

ik kN j j
N N

i
i

B S N k S e W k N e
   



   

   (0) (1)
2 2 10, , 1 0, , 1

2 2
, .N Ni ii iS S S S    

    

Если сдвинуть набор частот на величину 

,Fk
N

    то БПФ будет иметь вид: 
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0( ,1, ) .B S k S   
Значение функции B всегда зависит только от ре-

зультатов вычислений на предыдущих шагах. На по-
следнем шаге B зависит только от 0S . На предпослед-
нем шаге определяется как: 

0 1( , 2, ) ( , 2) .B S k k S W k k S       
На рис. 1 представлен самый простой – рекурсивный 

алгоритм вычисления сдвинутого на частоту 
Fk
N

  БПФ 

для набора частот (2): 

 
Рис. 1. Рекурсивный алгоритм БПФ с частотным сдвигом 

В результате вычислений амплитуды гармоник запи-
сываются в исходный массив S. После выполнения ал-
горитма (рис. 1) массив S содержит значения 

( , , ),B S N k k   0, , 1.k N   

Алгоритм построения амплитудно-частотной 
характеристики с малым шагом по частоте 

Построим общий алгоритм решения исходной зада-
чи. Для того, чтобы получить R-кратное частотное раз-
решение, необходимо процедуру БПФ_СЧ выполнить R 

раз с , 0, , 1.rk r R
R

     На рис. 2 представлена 

блок-схема алгоритма построения спектральной харак-
теристики сигнала S длительностью N отсчётов с коли-
чеством частот R×N. 

Результатом работы данного алгоритма является 
массив А, содержащий значения 
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Из блок-схем видно, что временная сложность по-
строенного алгоритма равна 2( log ).O N R N   При пол-
ном распараллеливании, например, с использованием 
ПЛИС, теоретически возможно получать АЧХ с помощью 
БПФ за 2log N  тактов процессора. Описанный алго-
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ритм обеспечивает принципиальную возможность уве-
личивать частотное разрешение с линейной алгорит-
мической сложностью по отношению к обычному БПФ 
без увеличения длины исходной последовательности S.  

 
Рис. 2. Общий алгоритм прямого БПФ  

с R-кратным разрешением 

Рассмотрим пример. Предположим, что мы хотим-
для набора из N = 2048 точек получить набор 4N = 8192 

частот при частоте дискретизации 44100 Герц. Для этого 
сначала нужно вычислить четыре БПФ с различными  : 
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После этого элементы A0, A4, A8,…,A4N-4 инициали-
зировать с помощью процедуры БПФ_СЧ результатами 
вычисления первого БПФ; A1, A5, A9,…,A4N-3 – второго; 
A2, A6, A10,…,A4N-2 – третьего; A3, A7, A11,…,A4N-1 – чет-
вёртого.  

Таким же образом можно модифицировать и любой 
итерационный алгоритм вычисления БПФ. Так как ре-
зультаты вычисления БПФ с различными   не зави-
сят друг от друга, возможно их независимое вычисле-
ние, т.е. распараллеливание. 

Результаты численных расчётов 

Описанный выше алгоритм был реализован на язы-
ке C++ в среде Qt Creator для построения АЧХ акусти-
ческого сигнала длиной N = 2048 отсчётов и частотой 
дискретизации F = 44100 Герц. На рис. 3. представлены 
вычисленные низкочастотные полосы спектров (до 
1000 Герц) с различным разрешением R. 

 
Рис. 3. АЧХ акустического сигнала с различным разрешением R 
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Из рисунков видно, что увеличение разрешения при-
водит к ожидаемому сглаживанию АЧХ. Численные экс-
перименты показали, что на современных процессорах 
даже при отсутствии оптимизации (распараллеливание, 
реализация целочисленного БПФ и др.) при данных па-
раметрах возможна обработка аудиосигналов в режиме 
реального времени при R < 20. 

Заключение 

Описанный алгоритм позволяет создать новое семей-
ство очень простых методов цифровой обработки сигна-
лов с высокой разрешающей способностью. Поскольку 
для этого не требуется увеличивать длину исходного 
сигнала, возможно получение качественной спектраль-
ной характеристики в режиме реального времени. Опи-
санные алгоритмы предельно просты и пригодны для 
реализации практически на любом языке программиро-
вания, ПЛИС и на отечественных архитектурах [7]. 
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