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Ставится задача увеличения частоты дискретизации транс-
форманты Фурье (улучшения оценки спектра сигнала), имея в рас-
поряжении последовательность данных фиксированной длины. Для 
решения подобных задач существует алгоритм, основанный на 
применении БПФ к последовательности данных, дополненной необ-
ходимым количеством нулей. Однако данный подход приводит к 
увеличению количества комплексных умножений. Предлагается 
новый алгоритм улучшения оценки спектра сигнала с меньшим ко-
личеством комплексных умножений, не требующий увеличения по-
рядка БПФ и допускающий эффективный параллельный режим реа-
лизации. 
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ALGORITHM TO IMPROVE SPECTRAL ESTIMATION 
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Task is to increase the sampling rate of the Fourier transform (improve spectral estimation), having a sequence of data of a fixed 
length. To solve such problems, there is an algorithm based on the application of the FFT to the data sequence, supplemented with 
the necessary number of zeros. However, this approach leads to an increase in the number of complex multiplications. A new algo-
rithm propose to improve spectral estimation with a smaller number of complex multiplications, not requiring increasing order FFT, 
and allowing for efficient parallel implementation. 
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Введение 

Как известно [1, 2], прямое дискретное пре-
образование Фурье (ДПФ) выполняется на ос-
нове следующего соотношения 
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Необходимо отметить, что ДПФ представляет собой 
аппроксимацию непрерывной трансформанты Фурье [3] 
или, как это определено в [1], аппроксимацию непре-
рывного спектра сигнала. Данная аппроксимация явля-
ется дискретной и определена в следующих точках ча-
стотной оси 
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где m – индекс анализируемой частоты, sf  – частота 
дискретизации сигнала. 

Очевидно, чем больше количество данных (значение 
N) доступно для анализа, тем точнее (подробнее) ДПФ 
аппроксимирует непрерывный спектр сигнала. Однако 
не всегда есть возможность в накоплении необходимого 
количества данных. Для таких случаев (значение N 
фиксировано) существует подход для улучшения оцен-
ки спектра с помощью ДПФ, известный как дополнение 
нулями исходной последовательности данных [1]. Под 
улучшением оценки спектра понимается увеличение 
частоты дискретизации непрерывной трансформанты 
Фурье. Так, например, для увеличения частоты дискре-
тизации непрерывной трансформанты Фурье в 2 раза 
необходимо исходную последовательность данных 
длиной N отсчетов дополнить N нулями и выполнить 
ДПФ размерности 2N. На практике реализация метода 

ДПФ осуществляется посредством применения алго-
ритма быстрого преобразования Фурье (БПФ), вычисли-

тельная сложность которого составляет 2log
2
N N  ком-

плексных умножений [1]. 
Таким образом, существующее решение задачи 

улучшения оценки спектра основано на использовании 
алгоритма БПФ к последовательности данных, допол-
ненной необходимым количеством нулей (здесь и далее 
классический алгоритм). Применение классического 
алгоритма требует вычисления определенного количе-
ства комплексных умножений. 

Далее представляется для обсуждения альтерна-
тивный алгоритм улучшения оценки спектра без допол-
нения нулями исходной последовательности данныхи 
требующий меньшее количество комплексных умноже-
ний, чем классический алгоритм. 

Алгоритм улучшения оценки спектра сигнала 

Пусть дана последовательность данных, предназна-
ченная для частотного анализа 

{ }, 0,1,..., 1nx n N  ,  (3) 
где N равно целой степени двух. 

Через K обозначим коэффициент улучшения оценки 
спектра, под которым будем понимать увеличение в K 
раз частоты дискретизации непрерывной трансформан-
ты Фурье. 
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Через Km  обозначим индекс анализируемой часто-
ты для заданного коэффициента K. 

Для начала рассмотрим случай, когда K = 2. 
Запишем формулу ДПФ для K = 2 
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Очевидно, что для индексов 

2 0,2,..., (2 ) 2m N     (6) 
значения результатов ДПФ, вычисленных по формулам 
(1) и (4), тождественно равны 
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Таким образом, для индексов, указанных в (6), вы-
числения можно осуществлять через «обычный» ДПФ 
размерности N. 

На рис. 1 а) представлены точки частотной оси для 
ДПФ, вычисляемого по формуле (1), а на рис.1 б) пред-
ставлены точки частотной оси для ДПФ, вычисляемого 
по формуле (4). 

 
а) исходного ДПФ 

 
б) ДПФ при K = 2 

Рис. 1. Отсчеты на частотной оси  

Для оставшихся индексов 
2 1,3,..., (2 ) 1m N   ,  (8) 

количество которых равно N, вычисления также можно 
производить на основе ДПФ размерности N 
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Важно отметить, что базисные функции в правой ча-
сти последнего соотношения (10) образуют ортогональ-
ный базис в N-мерном пространстве. Новые базисные 
функции определены в следующих точках частотной 
оси (рис. 1) 
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Таким образом, исходная задача вида (4) свелась к 
вычислению двух N-точечных ДПФ (БПФ), что может 
быть записано следующим образом 
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Если проанализировать формулы (11), (12) и рис. 1, 
то становится понятным, что  
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т.е. величина смещения точек на частотной оси опреде-
ляется на основе заданного K коэффициента улучше-
ния оценки спектра. 

Подведем промежуточный итог для случая K = 2. 
Во-первых, вычисления 2-х БПФ в зависимости от 

архитектуры вычислителя можно осуществлять как па-
раллельно, так и последовательно. 

Во-вторых, вычислительная сложность (количество 
комплексных умножений) при таком подходе меньше 
вычислительной сложности классического алгоритма. 
Для представленного подхода вычислительная слож-
ность при K = 2 составляет 

2 22 log log
2
N N N N     

 
  (14) 

комплексных умножений. Выигрыш по отношению к 
классическому алгоритму составляет 
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Далее на рис. 2 в графическом виде представлена 
кривая выигрыша V для K = 2 и в зависимости от коли-
чества исходных данных. 

 

Рис. 2. Оценка вычислительной эффективности (K = 2) 

Теперь рассмотрим общий случай улучшения оценки 
спектра сигнала. 

Коэффициент улучшения K может быть любым 
натуральным числом, большим или равным двум 

, 2K N K  .  (16) 
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Формула ДПФ для фиксированного K имеет вид 
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Последнее соотношение представимо в виде объе-
динения K N-точечных ДПФ 
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Как и прежде, ДПФ ,( )L K LF m  для каждого  

L = 0,…K-1 реализуется на основе алгоритма БПФ с 
соответствующими коэффициентами. 

Рассмотрим более подробно содержание формул 
(18) и (19). Для наглядности последующих рассуждений 
зафиксируем N = 16 и K = 4. Распишем формулу (19) 
для каждого L = 0,…,3 

4,0
15

0 4,0 16
0

4,0

( ) ,

0 0,1,..,15.
4

m n
n

n
F m x W

m m





 

    
 


 (20) 

4,1
15

1 4,1 16
0

4,1

( ) ,

1 1 5 61, ,..., .
4 4 4 4

m n
n

n
F m x W

m m





 

    
 


. (21) 

4,2
15

2 4,2 16
0

4,2

( ) ,

2 2 6 62, ,..., .
4 4 4 4

m n
n

n
F m x W

m m





 

    
 


. (22) 

4,3
15

3 4,3 16
0

4,3

( ) ,

3 3 7 63, ,..., .
4 4 4 4

m n
n

n
F m x W

m m





 

    
 


. (23) 

На рис. 3 в наглядной форме поясняется алгоритм 
улучшения оценки спектра для рассматриваемого при-
мера: а) представлены точки частотной оси для ДПФ, 
вычисляемого по формуле (20), б) представлены точки 
частотной оси для ДПФ, вычисляемого по формуле (21), 
в) представлены точки частотной оси для ДПФ, вычис-
ляемого по формуле (22) и г) представлены точки ча-
стотной оси для ДПФ, вычисляемого по формуле (23). 

Из соотношений (20)-(23), анализируя значения ин-
дексов ,K Lm  для каждого L = 0,…K-1, и рис. 3 становит-

ся понятным содержание соотношения (18) в вопросе 
объединения K N-точечных ДПФ. 

Проведем расчет выигрыша относительно вычисли-
тельной сложности (количество комплексных умноже-
ний) предлагаемого алгоритма 
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где в числителе указана вычислительная сложность 
классического алгоритма, а в знаменателе указана вы-
числительная сложность предлагаемого алгоритма. 

 
а) 

 
б) 

 
в) 

 
г) 

Рис. 3. Отсчеты на частотной оси  
для ДПФ заданной фиксированной размерности (K = 4) 

После преобразования последнего выражения вели-
чина выигрыша представима в виде 
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Рис. 4. Оценка вычислительной эффективности (K = 16) 

На рис. 4 в графическом виде представлена кривая 
выигрыша V для K = 16 и в зависимости от количества 
исходных данных. Анализируя представленный матери-
ал, можно сделать вывод, что величина смещения точек 
анализа на частотной оси может быть произвольным 
действительным числом из полуинтервала от [0;1), т.е. 
справедливо следующее преобразование 
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Преобразование (26) позволяет для последователь-
ности данных фиксированной длины при различных 
значениях [0;1)r  осуществлять дискретизацию не-
прерывной трансформанты Фурье со сколь угодно ма-
лым шагом дискретизации. 

Заключение 

Предложенный в статье алгоритм для улучшения 
оценки спектра сигнала позволяет: 

– во-первых, осуществлять дискретизацию непре-
рывной трансформанты Фурье со сколь угодно малым 
шагом дискретизации (преобразование (26)), 

– во-вторых, уменьшить количество комплексных 
умножений по отношению к классическому алгоритму, 

– в-третьих, реализовать вычисления как в парал-
лельном, так и в последовательном режимах, в зависи-
мости от решаемой задачи и архитектуры вычислителя. 
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