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Предложена классификация рекуррентных нейронных сетей, 
применяемых в качестве математических моделей нелинейных ди-
намических систем, описываемых по соотношению вход-выход. Рас-
смотрены структуры, свойства, достоинства и недостатки раз-
ных видов рекуррентных сетей. Представленный анализ полезен 
для выбора математической модели нелинейной динамической си-
стемы априори, когда следует оценить, какая из известных струк-
тур нейронных сетей более других отвечает требованиям, предъ-
являемым к характеристикам модели, таким как точность, вычис-
лительная сложность, робастность, аппаратная реализация. 
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Введение 

В последние десятилетия нейронные сети 
находят применение во многих областях техни-
ки, где они используются для решения много-
численных задач, включая идентификацию, мо-
делирование и синтез нелинейных динамиче-
ских систем (НДС). Указанные задачи можно 
сформулировать в аппроксимационной постановке, когда 
требуется построить математическую модель нелинейно-
го оператора, однозначно отображающего множество 
входных сигналов во множество выходных сигналов ди-
намической системы [1-14]. Нейронные сети привлека-
тельны в ситуации, когда полиномиальные модели нели-
нейного оператора с ростом степени дают медленно 
уменьшающуюся погрешность аппроксимации оператора. 

Рекуррентные нейронные сети (recurrent neural 
network, RNN) [1], [4], [7-14] считаются развитием однона-
правленных персептронных сетей (или сетей прямого 
распространения, feed-forward neural networks) путем до-
бавления обратных связей. В каждом контуре (петле) 
обратной связи присутствует элемент единичной задерж-
ки, благодаря которому поток сигналов может считаться 
однонаправленным (выходной сигнал предыдущего вре-
менного цикла рассматривается как априори заданный, 
который просто увеличивает размерность входного век-
тора). С помощью обратной связи можно накапливать 
информацию и использовать ее при обработке сигналов. 
Таким образом, в сети реализуется «память», что прин-
ципиально меняет характер ее работы и позволяет ана-
лизировать любые последовательности данных, в кото-
рых важно, в каком порядке идут значения (например, 
речь, текст, изображение и т.д.). В итоге, порядок следо-
вания сигналов играет существенную роль в задаче. 

Рекуррентная нейронная сеть может содержать 
меньшее число параметров по сравнению с многослой-
ной персептронной сетью, выполняющей ту же задачу. 
Однако алгоритм обучения RNN, адаптирующий значе-
ния синаптических весов, более сложен вследствие за-
висимости сигналов в текущий момент времени от их 
значений в предыдущие моменты и соответственно 
ввиду более громоздкой формулы для расчета вектора 
градиента. Кроме того, из-за наличия обратных связей 
необходимо исследовать вопрос устойчивости сети [1], 
[4], [7-14]. 

Несмотря на указанные трудности, за последние годы 
достигнут значительный успех в применении рекуррентных 
нейронных сетей для решения задач моделирования, син-
теза, распознавания, предсказания, управления и т.д. [3]. 

В зависимости от расположения обратных связей, 
влияющих на организацию взаимодействия нейронов, 
можно выделить два класса RNN [15]: 

– глобально рекуррентные сети, в которых допускают-
ся обратные связи между нейронами одного слоя или 
разных слоев; 

– локально рекуррентные сети, содержащие обратные 
связи внутри нейронов. Обратные связи между нейрона-
ми одного слоя или разных слоев отсутствуют.  

Рассмотрим структуры, модели и свойства сетей, об-
разующих выделенные классы. 
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Глобально рекуррентные сети 

К глобально рекуррентным сетям относятся четыре 
вида сетей: 

– полносвязная рекуррентная сеть, называемая так-
же рекуррентной сетью реального времени (real time 
recurrent network, RTRN) [4], [8]; 

– частично рекуррентные сети, к которым относятся, 
например, сеть Элмана (Elman network), сеть Джордана 
(Jordan network), многослойная рекуррентная персеп-
тронная сеть (recurrent multi-layer perceptron network, 
RMLPN) [1], [4], [8-14]; 

– сети в пространстве состояний [1], [4], [8]; 
– клеточные нейронные сети (cellular neural networks, 

CNN) [10], [16-21]. 

Полносвязная рекуррентная сеть 

Наиболее общая структура глобальной рекуррентной 
нейронной сети, в которой присутствуют любые связи 
между нейронами, предложена Уильямсом и Зипсером. 
Такая полносвязная структура часто называется сетью 
Уильямса–Зипсера (Williams-Zipser network) или рекур-
рентной сетью реального времени (RTRN), поскольку 
она предназначена для обработки сигналов в реальном 
времени [4], [8]. 

Структура RTRN показана на рис. 1. Обратная связь 
RTRN включает задержанные выходные сигналы сети. 

 

Рис. 1. Структура RTRN 
RTRN описывается следующими уравнениями: 
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где ( )i nX  – вектор-столбец, содержащий для i-го нейро-
на в момент времени n  входные сигналы, сигнал смеще-
ния с единичным значением, сигналы с выводов обрат-

ной связи; ,1 ,2 , 1, , ...,i i i p N
t
i w w w     W  – вектор синап-

тических весов i-го нейрона; t  – знак транспонирования 
вектора; F  – функция активации; p , N , M  – количе-
ство внешних входов, выводов обратной связи и выход-
ных сигналов сети соответственно. 

Сеть, изображенная на рис. 1, содержит M  выходов 
и ( )N M  скрытых нейронов. 

RTRN может моделировать широкий класс динами-
ческих систем [4], [8]. Однако, структура RTRN оказыва-
ется слишком сложной для практических применений. 
Действительно, наличие непосредственной связи между 
числом нейронов и числом выводов обратной связи не 
позволяет раздельно регулировать порядок динамики и 
нелинейные свойства модели. Кроме того, обучение 
сети сложное, медленно сходящееся к решению, сопро-
вождаемое необходимостью поддержания устойчивости 
сети [4], [8]. 

Частично рекуррентные сети 

Архитектура частично рекуррентных сетей основана 
на многослойном персептроне, включающем дополни-
тельный слой, называемый контекстным слоем. Сигна-
лы этого слоя описывают внутреннее состояние сети. 

Обратные связи частично рекуррентных сетей более 
структурированы по сравнению с полносвязными сетя-
ми, поэтому они быстрее обучаются и имеют меньшее 
число проблем потери устойчивости. Тем не менее, 
число состояний сети по-прежнему зависит от количе-
ства скрытых или выходных нейронов, что существенно 
ограничивает гибкость сети. 

Среди частично рекуррентных сетей наиболее попу-
лярны три структуры [1], [4], [8], [9]:  

– сеть Элмана (Elman network); 
– сеть Джордана (Jordan network); 
– рекуррентная многослойная персептронная сеть 

(recurrent multi-layer perceptron network, RMLPN). 
Рассмотрим упомянутые структуры и соответствую-

щие им математические модели. 
Сеть Элмана 

Сеть Элмана, вероятно, является самым известным 
примером частично рекуррентной нейронной сети. Она 
часто применяется в системах управления движущими-
ся объектами для обнаружения изменений характери-
стик сигналов [4], [8]. 

Структура сети Элмана показана на рис. 2. В струк-
туре присутствуют частичная рекуррентность в виде 
обратной связи в скрытом слое и однонаправленная 
связь между скрытым и выходным слоями. 

Сеть Элмана описывается системой рекуррентных 
уравнений: 
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или уравнениями в матричной форме: 
(1) (1)

1( 1) ( ( ) ( ) )cn n n   X F W U W X B , 
(2) (2)

2( 1) ( ( 1) )n n   Y F W X B , 

где ( )nU  – вектор внешних входных сигналов в момент 

времени n ; p – число внешних входов сети; ( )nX  – 
вектор сигналов контекстного слоя в момент времени n ;  

N – число сигналов в контекстном слое; (1)W , сW , 
(2)W  – матрицы синаптических весов внешних входных 

сигналов, сигналов контекстного и выходного слоя соот-
ветственно; (1)B , (2)B  – векторы весов смещений в 
нейронах скрытого и выходного слоя соответственно; 

1,F  2F  – векторы функций активации в скрытом и вы-

ходном слое соответственно; ( 1)nY  – вектор выход-

ных сигналов сети в момент времени ( 1)n ; M – коли-
чество выходов сети. 

 

Рис. 2. Структура сети Элмана 

Сеть Джордана 
Сеть Джордана решает тот же класс задач, что и 

сеть Элмана, однако обладает лучшими аппроксимиру-
ющими и предсказывающими свойствами благодаря 
более «глубокой» памяти и дополнительному слою не-
линейных функций активации. Сеть Джордана успешно 
применяется для распознавания, различения и класси-
фикации временных последовательностей [4], [8]. 

Структура сети Джордана представлена на рис. 3. 
Сеть Джордана – это многослойная персептронная сеть 
с одним скрытым слоем и контурами обратной связи 
между выходами и дополнительными входами сети, 
сформированными в контекстном слое. Контекстный 
слой содержит также повторные контуры обратной связи 

с коэффициентом ослабления памяти  , 0 1 . В 
итоге, на выходе контекстного слоя присутствуют как 
текущие, так и взвешенные предыдущие сигналы обрат-
ной связи. Описанное свойство обеспечивает более 
«глубокую» память сети Джордана по сравнению с се-
тью Элмана. 

 

Рис. 3. Структура сети Джордана 
Сеть Джордана описывается системой рекуррентных 

уравнений: 
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или уравнениями в матричной форме: 
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где ( )nU  – вектор внешних входных сигналов в момент 

времени n; p – число внешних входов сети; ( 1)nX  – 
вектор выходных сигналов скрытого слоя в момент вре-
мени ( 1)n ; N – число сигналов в контекстном слое; 

(1)W , сW , (2)W  – матрицы синаптических весов внеш-
них входных сигналов, сигналов контекстного и выход-

ного слоя соответственно; (1)B , (2)B  – векторы весов 
смещений в нейронах скрытого и выходного слоя соот-
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ветственно; 1,F  2F  – векторы функций активации в 

скрытом и выходном слое соответственно; ( 1)nY  – 
вектор выходных сигналов сети в момент времени 
( 1)n ; M – количество выходов сети. 

Рекуррентная многослойная персептронная сеть 
Рекуррентная многослойная персептронная сеть 

(RMLPN) построена на основе MLPN (multi-layer percep-
tron network) путем добавления обратных связей между 
соседними нейронами внутри скрытых слоев, а также 
обратных связей нейронов на себя. Нелинейные свой-
ства сети формируются в прямых связях, а динамические 
свойства – в обратных связях.  

Сеть RMLPN успешно применяется для идентифика-
ции динамических систем [1], [4], [8], [9]. 

Блок-схема RMLPN с двумя скрытыми слоями пока-
зана на рис. 4. 

 

Рис. 4. Блок-схема RMLPN с двумя скрытыми слоями 
Модель RMLPN имеет вид системы уравнений: 
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(3)(3) (2)
3( 1) ( ( ), ( 1))a by n w y n n  F W NET , 

где ( )nU  – вектор входных сигналов в момент времени 

n; ( ) ( )i nNET  – вектор выходных сигналов i -го скрытого 

слоя в момент времени n; ( )i
aW , 1, 2i   – матрица си-

наптических весов нейронов, соединенных с узлами 

обратной связи в i-м скрытом слое; ( )i
bW  – матрица си-

наптических весов нейронов, соединенных с узлами 
прямой связи в i-м скрытом ( 1, 2i  ) или в выходном  

( 3i  ) слое сети; 1F , 2F , 3F  – векторы функций акти-
вации двух скрытых слоев и выходного слоя соответ-
ственно; ( 1)y n   – выходной сигнал сети в момент 

времени ( 1)n  . 

Недостатками RMLPN является повышенная слож-
ность, зависящая от количества скрытых нейронов, и 
высокая длительность процесса обучения сети. 
Рекуррентные сети в пространстве состояний 

Блок-схема рекуррентной сети в пространстве состо-
яний показана на рис. 5. Выходные сигналы скрытого 
слоя (сигналы пространства состояний) проходят через 
блок единичных задержек и поступают на вход сети. 
Размерность пространства состояний задает порядок 

сети. Пользователь может выбрать количество нейро-
нов скрытого слоя, формирующих сигналы для контура 
обратной связи. 

 

Рис. 5. Блок-схема рекуррентной сети  
в пространстве состояний 

Математическая модель сети, блок-схема которой 
представлена на рис. 5, имеет вид: 

( 1) ( ( ), ( ))a bn n n X F W X W U , 
( 1) ( 1)n n  Y CX , 

где ( )nX , ( )nU , ( )nY  – векторы сигналов соответ-
ственно скрытого слоя, а также на входе и выходе сети в 
дискретный момент времени n ; aW , bW  – матрицы 
синаптических весов нейронов скрытого слоя, которые 
соединены с узлами соответственно обратной связи и 
источника входного слоя (предполагается, что внешнее 
смещение, применяемое к скрытым нейронам, учтено в 
матрице весов bW ); F  – вектор нелинейных функций 
активации в скрытом слое; C  – матрица синаптических 
весов линейных нейронов выходного слоя, в которой 
учитывается внешнее смещение, применяемое к выход-
ным нейронам. 

Отметим, что сходную с показанной на рис. 5 струк-
туру имеет сеть Элмана за исключением того факта, что 
выходной слой сети Элмана в общем случае нелиней-
ный. 

Математическими моделями рекуррентных сетей в 
пространстве состояний являются системы нелинейных 
разностных (с дискретным временем) или дифференци-
альных (с непрерывным временем) уравнений состоя-
ния. Среди моделей данного типа можно выделить мо-
дели Хопфилда и Гроссберга, широко применяемые на 
практике [1], [4], [8]. 

Рекуррентные сети в пространстве состояний обла-
дают рядом преимуществ [1], [8]: 

– модели данных сетей описывают широкий класс 
нелинейных динамических систем; 

– число состояний (порядок) сети не равно числу 
скрытых нейронов. Только те скрытые нейроны, выход-
ные сигналы которых поступают в обратную связь, про-
ходят через элементы задержки и приходят на вход, 
определяют состояния сети. Нейроны выходного слоя 
не влияют на пространство состояний; 

– поскольку сигналы состояния поступают через об-
ратную связь на вход сети, эти сигналы доступны для 
измерения или определения. Данное свойство полезно 
для нахождения начальных условий сети в разные мо-
менты времени. 

Несмотря на то, что рассматриваемые сети кажутся 
более перспективными по сравнению с полносвязными 
и частично рекуррентными сетями, их применение стал-
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кивается со следующими трудностями [1], [8]: 
– построение математической модели в простран-

стве состояний возможно на компактных подмножествах 
сигналов и на конечных временных интервалах, в ре-
зультате динамические характеристики сети не всегда 
описываются в полной мере; 

– неточные начальные условия сети замедляют ее 
обучение, особенно при коротких последовательностях 
входных и выходных сигналов; 

– возможно появление неустойчивости сети в про-
цессе ее обучения. 

Отмеченные недостатки ярко проявляются в тех слу-
чаях, когда начальные условия не известны и их невоз-
можно оценить. 
Клеточные нейронные сети 

Клеточная нейронная сеть (cellular neural network, 
CNN) – это объединение локально связанных клеток 
(нейронов), где каждая клетка – нелинейная динамиче-
ская система со входом, выходом и некоторым состоя-
нием, описываемым динамическим уравнением. Каждая 
клетка взаимодействует непосредственно с соседними 
клетками. Взаимодействие клеток, не являющихся со-
седними, возникает из-за эффекта распространения 
динамики в сети [10], [16-21]. 

CNN с локально связанными клетками производит 
параллельную обработку сигналов. Данное свойство 
отличает CNN от других сетей и является преимуще-
ством, позволяющим чрезвычайно быстро выполнять 
сложные преобразования одномерных и многомерных 
сигналов в телевидении, робототехнике, дистанционном 
управлении, нейрофизиологии. CNN широко применя-
ются для линейной и нелинейной фильтраций, детекти-
рования различных свойств изображений (очертаний, 
цвета, глубины, движения и т.д.), генерирования нели-
нейных колебаний и хаотических процессов, распозна-
вания образов и решения нелинейных частных диффе-
ренциальных уравнений. На основе аналоговых и дис-
кретных сетей разработана CNN-технология (высоко 
интегрированные чипы) и создана сотовая архитектура 
компьютера [10], [16-21]. 

Клеточные нейронные сети содержат обратные свя-
зи, поэтому они являются рекуррентными сетями. Об-
ратные связи могут приводить к возникновению не-
устойчивости, которая проявляется в блуждающей 
смене состояний нейронов, не приводящей к стационар-
ным состояниям. В общем случае ответ на вопрос об 
устойчивости динамики произвольной системы с обрат-
ными связями крайне сложен и до настоящего времени 
является открытым. 

CNN-модели разнообразны. Они различаются пара-
метрическим и динамическим описаниями клеток, а так-
же топологиями сетей [10], [16-21].  

Рассмотрим стандартную двумерную (2-dimensional, 
2-D) CNN в непрерывном времени. Клетку, расположен-
ную на позиции ( , )i j  в двумерной области с размером 

M N , обозначим ijC . Окрестность клетки r
ijN , где r  

– размер окрестности (положительное целое число), 
формируется согласно выражению 

 { при max | |, | | ,

1 ;1 }.

r
ij klN C k i l j r

k M l N

   

   
 

Например, при 1r   создается окрестность разме-
ром 3 3 , показанная на рис. 6, при 2r   – окрестность 
размером 5 5 . 

Нелинейный динамический процесс в клетке ijC  

описывается двумя уравнениями (дифференциальным 
уравнением 1-го порядка и нелинейным уравнением на 
выходе клетки): 

, ,

( )
( )

( ) ( ) .

ij
ij

ij kl kl ij kl kl ij
kl N kl Nr r

ij ij

dx t
x t

dt
y t u t I

 

  

   A B  (2) 

( ) ( ( ))y t F x tij ij , 

где ( ), ( ), ( )x t u t y tij ij ij  – переменная состояния, вход-

ной и выходной сигналы клетки соответственно;   – 

константа; ijI  – постоянная смещения клетки; ,ij klA  – 

матрица трафарета обратной связи; ,ij klB  – матрица 

трафарета прямой связи (входного трафарета или тра-
фарета управления); F  – нелинейная функция. 

 

Рис. 6. Клетка ijC  и ее окрестность размером 3x3 

Структура клетки с моделью (2), изображена на 
рис. 7, где  – операция интегрирования. 

 

Рис. 7. Структура клетки CNN в непрерывном времени 

Во многих приложениях CNN изотропна, т.е. прост-
ранственно инвариантна  [10],  [16-21].  Изотропная  сеть 
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управляется повторяющимся трафаретом (A, B, I), со-
держащим фиксированные для всей нейронной сети 
матрицы , ,ij klA  ,ij klB  размером (2 1) (2 1)r r    и 

смещение ijI . В случае изотропной CNN слагаемые в 

модели (2) представляются как 

, ,( ) ( )
r r

ij kl kl i k j l kl
k r l rkl Nr

ij

y t a y t 
 

  A , 

, ,( ) ( )
r r

ij kl kl i k j l kl
k r l rkl N r

ij

u t b u t 
 

  B , 

ijI I , 

где , ,i k j la   , ,i k j lb    – элементы матриц , ,ij klA  ,ij klB  

соответственно. 

 

Рис. 8. Кусочно-линейная функция с насыщением 
Функция F  в выражении (2) часто задается в виде 

[10], [16-21]:  
– кусочно-линейной функции с насыщением, изобра-

женной на рис. 8 и описываемой уравнением 

   1( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1
2ij ij ij ijy t F x t x t x t     ; 

– знаковой функции 

   
1 для ( ) 0,

( ) ( ) sgn ( )
1 для ( ) 0,

ij
ij ij ij

ij

x t
y t F x t x t

x t

     
 

– ступенчатой функции; 
– функции из класса сигмоидальных, обладающих 

следующими свойствами: 

( ( )) Const,ijF x t    

( ( ))
0

( )
ij

ij

dF x t
dx t

 . 

CNN преобразовывает сигналы при ограничении, 
действующем на начальное состояние клетки: 
| (0) | 1ijx  , 

и при ограничении, действующем на входной сигнал: 
| ( ) | 1iju t  . 

Описание CNN в дискретной временной области 
формируется из выражения (2) в результате следующих 
преобразований: 

– аппроксимации производной 
( ) ( ) ( )

( ) ( 1)ij ij ij
ij ij

dx t x t x t t
x n x n

dt t
 

   


, 

где n  – нормированное дискретное время, пусть 1;t   
– перехода от дифференциального уравнения к ре-

курсивному разностному уравнению 

,( ) ( 1) ( 1) ( 1)ij ij ij ij kl kl
kl Nr

ij

x n x n x n y n


        A  

, ( 1)ij kl kl ij
kl N r

ij

u n I


   B .   (3) 

В итоге, при 1   на основе (2) и (3) записывается 

модель клетки ijC  дискретной CNN (discrete-time CNN, 

DTCNN): 

,

,

( ) ( 1)

( 1) ,

ij ij kl kl
kl N

ij kl kl ij
kl N

r
ij

r
ij

x n y n

u n I





  

  





A

B
 (4) 

( ) ( ( ))ij ijy n F x n . 
Модель (4) соответствует структуре клетки DTCNN, 

изображенной на рис. 9, где 1z  – элемент задержки. 

 

Рис. 9. Структура клетки DTCNN  
При независимом от времени воздействии из выра-

жения (4) формируется модель клетки изотропной 
DTCNN: 

, ,( ) ( 1)ij ij kl kl ij kl kl
kl N kl Nr r

ij ij

x n y n u I
 

    A B , 

( ) ( ( ))ij ijy n F x n . 

Локально рекуррентные сети 
Локально рекуррентные сети содержат обратные 

связи внутри нейронов, при этом отсутствуют обратные 
связи между нейронами одного слоя и разных слоев.  

Среди локально рекуррентных сетей выделяются 
два вида структур: 

– сети со статическими прямыми связями и, так 
называемыми, динамическими нейронами [4]; 

– блочно-ориентированные нейронные сети Винера, 
Гаммерштейна, Винера–Гаммерштейна и т.д. [12]. 

Рассмотрим упомянутые структуры и соответствую-
щие им нелинейные модели. 

Сети с динамическими нейронами 

В локальных рекуррентных сетях нейроны, описыва-
емые динамическими моделями, соединены статиче-
скими связями. Различия между динамическими моде-
лями нейронов обусловлены локализацией обратных 
связей. 
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Динамическая модель нейрона  
с обратной связью между выходом и входом  

Структура нейрона с локальной обратной связью 
между выходом и входом, предложенная Гори, показана 
на рис. 10 [4]. В данной структуре выходной сигнал 
нейрона обрабатывается фильтром с конечной импуль-
сной характеристикой (КИХ-фильтром), выходные сиг-
налы фильтра суммируются со взвешенными внешними 
сигналами, поступающими на нейрон, и суммарный сиг-
нал преобразуется в блоке активации. 

 

Рис. 10. Структура нейрона с обратной связью  
между выходом и входом  

Рассматриваемый динамический нейрон описывается 
моделью: 

1 1
( ) ( ) ( )

m r

i i i
i i

x n w u n d y n i
 

    , 

( ) ( ( ))y n F x n , 

где ( )u ni , 1, 2, ...,i m  – входные сигналы нейрона; 

,iw  1, 2, ...,i m  – синаптические веса входных сигна-

лов; ,id  1, 2, ...,i r  – синаптические веса сигналов 

обратной связи; ( )x n  – сигнал активации; F  – нелиней-

ная функция активации; ( )y n  – выходной сигнал нейро-
на. 

На основе динамических нейронов строится сеть 
Хопфилда обычно в виде структуры, изображенной на 
рис. 11 [1], [4], [8], [22]. В структуре задержанные в кон-
турах обратной связи выходные сигналы нейронов со-
бираются на узлах входа сети и направляются к нейро-
нам. Каждый нейрон суммирует взвешенные сигналы, 
обрабатывает суммарный сигнал ( 1)ix n  функцией 
активации F  и в результате формирует выходной сиг-
нал ( 1)iy n .  

Дискретная модель для сети Хопфилда (рис. 11) име-
ет вид: 

1
( 1) ( )

r

i ij j i
j

x n d y n b


   , 

 ( 1) ( 1)i iy n F x n   , 

где ( 1)ix n  – сигнал активации i-го нейрона в момент 

времени ( 1)n ; ijd , 1, 2, ...,j r  – синаптические веса 

входных сигналов i-го нейрона; ib  – вес смещения i-го 

нейрона; F  – функция активации; ( 1)iy n   – выходной 

сигнал i-го нейрона в момент времени ( 1)n . 

 

Рис. 11. Структура сети Хопфилда 
Соответствующая непрерывная модель Хопфилда 

представляется в виде: 

1

( )
( )

r
i

ij j i
j

dx t
d y t b

dt 
  , 

 ( ) ( )i iy t F x t , 
где t  – переменная непрерывного времени. 

Модель Хопфилда – это система нелинейных раз-
ностных или обыкновенных дифференциальных уравне-
ний, которую можно использовать для описания нелиней-
ных динамических устройств в пространстве состояний. 

Сеть Хопфилда применяется [1], [4], [8] в качестве 
– интерфейса между аналоговыми и цифровыми 

устройствами, где входные сигналы сети являются ана-
логовыми, а выходные сигналы – дискретными. Нейрон-
ный интерфейс обладает способностью к обучению, по-
этому нейронный аналого-цифровой преобразователь 
адаптируется, чтобы компенсировать начальные несоот-
ветствия устройств или долгосрочные дрейфы;  

– ассоциативной памяти; 
– аппарата для решения задач комбинаторной опти-

мизации. 
Физичность топологии аналоговой сети Хопфилда 

обуславливает возможность ее аппаратной реализации 
на СБИС [22].  
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Динамическая модель нейрона  
с обратной связью между активацией и входом 

Структура нейрона с локальной обратной связью, 
между блоком активации и входом, изображена на 
рис. 12. На вход нейрона поступают внешние сигналы и 
состояния сигнала активации из обратной связи. Сумма 
взвешенных входных сигналов преобразуется функцией 
активации в выходной сигнал нейрона. 

 

Рис. 12. Структура нейрона с обратной связью  
между активацией и входом 

Модель рассматриваемого нейрона была исследова-
на Фраскони и описана следующими уравнениями [4]: 

1 1
( ) ( ) ( )

m r

i i i
i i

x n w u n d x n i
 

    ,   (5) 

 ( ) ( )y n F x n , 

где ( )iu n , 1, 2, ...,i m  – внешние входные сигналы; 

,iw  1, 2, ...,i m  – синаптические веса внешних вход-

ных сигналов; ,id  1, 2, ...,i r  – синаптические веса 

сигналов обратной связи; ( )x n  – сигнал активации; F  – 

нелинейная функция активации; ( )y n  – выходной сиг-
нал нейрона. 

Суммирование во втором слагаемом правой части (5) 
можно интерпретировать как обработку сигнала актива-
ции фильтром с конечной импульсной характеристикой 
(КИХ-фильтром).  
Динамическая модель нейрона  
с двумя контурами обратной связи 

На основе теории цифровых фильтров строятся бо-
лее сложные структуры динамического нейрона, один 
вариант из которых показан на рис. 13. В данной структу-
ре сигнал активации и выходной сигнал нейрона обраба-
тываются разными КИХ-фильтрами в соответствующих 
контурах обратной связи. 

Нелинейная модель рассматриваемого нейрона име-
ет вид: 

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

m r k

i i i i
i i i

x n w u n d x n i a y n i
  

       , 

 ( ) ( )y n F x n , 

где ( )iu n , 1, 2, ...,i m  – внешние входные сигналы 

нейрона; ,iw  1, 2, ...,i m  – синаптические веса внеш-

них воздействий; ( )x n  – сигнал активации; ,id  

1, 2, ...,i r  – синаптические веса состояний сигнала 

активации в обратной связи; ,ia  1, 2, ...,i k  – синапти-
ческие веса состояний выходного сигнала в обратной 
связи; F  – нелинейная функция активации; ( )y n  – вы-
ходной сигнал нейрона. 

 

Рис. 13. Структура нейрона  
с двумя контурами обратной связи 

Блочно-ориентированные сети 
Выходной сигнал блочно-ориентированной сети явля-

ется комбинацией выходных сигналов блоков (модулей) 
сети. Идентификация структуры, оценка параметров и 
проверка модели нейронной сети с применением подмо-
делей отдельных блоков часто более удобны, чем анало-
гичные операции, выполняемые с полной моделью сети. 

Блочно-ориентированная сеть состоит из нелинейных 
статических и линейных динамических модулей. К про-
стым соединениям таких модулей относятся [12]: 

– Структура Винера, изображенная на рис. 14, а, в ко-
торой за линейным динамическим модулем следует 
безынерционная (с нулевой памятью) нелинейность.  

Операторная модель Винера записывается в виде 

 1( ) ( ( ) ( ) )y n f H q u n , 

где ( )u n , ( )y n  – входной и выходной сигналы соответ-

ственно; 1( )H q  – линейный оператор рациональной 

формы, действующий на сигнал ( )u n ; 1q  – оператор 

временной задержки на один такт; f  – нелинейная 
функция активации. 

Линейный оператор описывается формулой 
1

1
1

( )( )
( )

B qH q
A q





 ,   (6) 

где 1( )A q , 1( )B q  – линейные операторы, представ-
ленные соответственно в выражениях: 

1 1
1( ) 1 ... N

N
a

aA q a q a q     ,  (7) 

1 1
1( ) ... N

N
b

bB q b q b q    .   (8) 
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– Структура Гаммерштейна, показанная на рис. 14, б, 
в которой за безынерционной нелинейностью следует 
линейный динамический модуль.  

Операторная модель Гаммерштейна имеет вид 

 1( ) ( ) ( )y n H q f u n    . 
Согласно данной модели линейный оператор 

1( )H q  действует на сигнал, являющийся результатом 

обработки воздействия ( )u n  нелинейной функцией f . 

 

а 

 

б 
Рис. 14. Простые блочно-ориентированные структуры:  

а – структура Винера, б – структура Гаммерштейна 
Структуры Винера и Гаммерштейна объединяются 

для создания более сложных соединений [12]. Рассмот-
рим некоторые из таких соединений. 

Структура Винера–Гаммерштейна, представленная 
на рис. 15, а, включает в себя структуру Винера (модули 

1
1( )H q  и f ) и структуру Гаммерштейна (модули R  и 

1
2 ( )H q ).  
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Рис. 15. Архитектуры сетей на основе структур Винера  
и Гаммерштейна: а – структура Винера–Гаммерштейна,  

б – обобщенная структура Гаммерштейна,  
в – динамический персептрон 

Модель Винера–Гаммерштейна записывается в виде 
операторного уравнения 

 1 1
2 1( ) ( ) ( ( ) ( ) )y n H q f H q u n     . 

Обобщенная структура Гаммерштейна, изображенная 
на рис. 15, б, описывается операторной моделью:  

1

1
( ) ( )[ ( )]

N
i

i
i

y n H q u n


 . 

Динамический персептрон, представленный на 
рис. 15, в, имеет операторную модель: 

1

1
( ) ( ) ( )

m

i i
i

y n f H q w u n



  
       

 , 

где 1( )H q  – линейный оператор из выражения (6). 

Операторной модели динамического персептрона со-
ответствует система уравнений: 

1
( ) ( )

m

i i
i

x n w u n


 , 

1 1
( ) ( ) ( )

N N

i j
i j

b a
v n b x n i a v n j

 
     , 

( ) ( ( ))y n f v n , 

где ia  и ib  – параметры линейных операторов 1( )A q  

и 1( )B q  из выражений (7) и (8) соответственно. 

Заключение 

Математическое моделирование нелинейных дина-
мических систем рассмотрено как задача описания соот-
ношения вход/выход систем с применением нейронных 
сетей, в частности, рекуррентных сетей. В зависимости от 
расположения обратных связей сети разделены на гло-
бально и локально рекуррентные. Внутри указанных 
классов выделены виды рекуррентных сетей, для кото-
рых рассмотрены аппроксимирующие свойства, достоин-
ства и недостатки, области применения. 

Приведенный анализ полезен для выбора структуры 
нейронной сети априори (до ее обучения, т.е. до построе-
ния математической модели нелинейной системы). Дан-
ный аспект важен, поскольку задача моделирования не-
линейных систем в общей постановке сложна, поэтому 
целесообразно априори выбрать конструктивную модель, 
обеспечивающую высокую точность аппроксимации соот-
ветствия вход/выход нелинейной динамической системы. 

Отметим, что развитие RNN связано не только с мо-
делированием нелинейных динамических сетей, но и с 
моделированием последовательностей, в которых сосед-
ние точки зависят друг от друга, и эту связь нельзя игно-
рировать. Для преобразования последовательностей с 
внутренними зависимостями разработаны специальные 
структуры RNN и методы их обучения, применяемые в 
задачах распознавания, классификации, предсказания и 
т.д. Указанному направлению развития RNN посвящена 
литература из области глубокого обучения нейронных 
сетей [23], [24].  
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