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Рассмотрены проблемные вопросы, возникающие при решении 
переопределенных систем линейных алгебраических уравнений в 
задачах обработки изображении. На простейших примерах показа-
ны особенности решения таких систем методом наименьших квад-
ратов и методом SVD с помощью сингулярного разложения основ-
ной матрицы системы уравнений. 

Приведены примеры решения переопределенных систем уравне-
ний в реальных задачах обработки изображений.  

Предложены практические рекомендации по нахождению псев-
дорешений совместных, но неопределенных систем уравнений, а 
также, несовместных в классическом смысле систем уравнений. 
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THE SOLUTION OF OVERDETERMINED SYSTEMS OF LINEAR EQUATIONS  
IN PROBLEMS OF IMAGE PROCESSING 

Novikov A.I. 
We consider the problematic problems that arise when solving the overdetermined systems of linear algebraic equations in image 
processing problems. The simplest examples show the singularities of the solution of such systems by the method of least squares 
and the SVD method with the help of a singular expansion of the basic matrix of the system of equations. 
Examples of solving overdetermined systems of equations in real image processing problems are given. 
Practical recommendations are offered for finding pseudo-solutions of joint but uncertain systems of equations, as well as incon-
sistent in the classical sense of systems of equations. 
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Введение 

В самых различных областях приложений 
математики часто приходится решать системы 
линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), 
число уравнений в которых существенно боль-
ше числа неизвестных. Такие системы уравне-
ний называют переопределенными. Переопределенные 
СЛАУ часто возникают и при решении задач обработки 
изображений. Одна из них связана с нахождением мат-
рицы  
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В системе уравнений (1) неизвестными являются 8 
коэффициентов ijh  матрицы гомографии. Записав в 

координатной форме уравнения (2) и исключив из них 
параметр  , получим пару уравнений: 
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После преобразования системы (3) к стандартной 
форме получим матричную форму записи СЛАУ  
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подлежащих определению элементов матрицы гомо-

графии, TyyyyxxxxB )( 43214321 – вектор-столбец 
координат ключевых точек первого изображения, запи-
санных в указанном порядке.  
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Для нахождения оценок восьми коэффициентов 
необходимо как минимум 8 линейно независимых урав-
нений. Для получения 8 уравнений необходимо мини-
мум 4 пары соответствующих (ключевых) точек [1]. Кор-
ректный выбор из множества пар ключевых точек четы-
рех пар является достаточно сложной задачей, от успе-
ха решения которой зависит не только качество совме-
щения изображений, но даже и сама возможность осу-
ществления совмещения [2]. Названные причины и же-
лание использовать максимальное число пар ключевых 
точек приводят к задаче поиска матрицы гомографии 
H  по всему множеству найденных пар ключевых точек. 
В этом случае число n уравнений в СЛАУ (4) становится 
существенно больше числа неизвестных. В условиях 
ошибок измерений такая система уравнений – пере-
определенная СЛАУ – может оказаться несовместной в 
классическом смысле, и поэтому придется искать псев-
дорешение [3-6]. Аналогичная задача возникает при 
объединении (слиянии) двух облаков точек 
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n
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которая обеспечивала бы выполнение следующих мат-
ричных равенств в однородных координатах 
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Из-за ошибок измерений матричное равенство (6) 
может не выполняться для некоторых точек из облаков 
точек. В этом случае по аналогии с рассмотренной выше 
двумерной задачей совмещения пары изображений по 
заданному множеству пар ключевых точек необходимо 
искать матрицу ,H  которая минимизировала бы рас-
стояние между точками одного множества и праобраза-
ми другого  

 XHXH
H

opt  ,minarg  .  

Особенности решения  
переопределенных линейных систем  

Проблемы, возникающие при решении переопреде-
ленных систем уравнений, удобно обсудить на про-
стейших примерах. Рассмотрим СЛАУ 
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Легко проверить, что она является совместной и оп-

ределенной. Ее решением является вектор TX )2;1( . 
Добавим к этой системе еще два уравнения 
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Это пример переопределенной системы. Она также 
совместна и, по-прежнему, имеет единственное реше-
ние (1;2)TX  , так как третье и четвертое уравнения 
являются линейной комбинацией первых двух уравне-
ний системы. Представим теперь, что в столбце свобод-
ных членов третий и четвертый коэффициенты претер-
пели незначительные изменения (см. систему (7)) 
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Такая ситуация является типичной при работе с ре-
альными данными. Ошибки в регистрации результатов 
различных измерений неизбежны. Система уравнений 
(8) несовместна, так как не совпадают ранги ее основ-
ной и расширенной матриц (ранг основной матрицы ра-
вен 2, а расширенной 3). Вместе с тем из физических 
соображений, как правило, следует, что СЛАУ типа (8) 
должна иметь решение. В этом случае, как известно, 
ищут псевдорешение СЛАУ [3-6].  

Задачи нахождения матриц гомографии при преоб-
разовании одного множества точек к другому множеству 
точек с произвольным количеством точек в них как в 
двумерном случае (1), так и в трехмерном (5) формули-
руются одинаково  

HGH BAG min2  . (10) 

В составе (10) ||)(||   – евклидова норма. В двумерном 

случае структура матриц BGA H ,,  приведена во введе-
нии. В трехмерном случае в задаче слияния облаков то-
чек они будут иметь соответственно следующий вид:  
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В составе матрицы 44H  (5) подматрица 


















333231

232221

131211

hhh
hhh
hhh

R  – отвечает за вращение облака 

точек, а подматрица ThhhT )( 342414  - за сдвиг обла-
ка точек. 

Решение задачи (10) методом наименьших квадра-
тов приводит к нормальной СЛАУ [7] 
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при двумерной гомографии (2) и матрицей такой же 
структуры, но другого размера 
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при трехмерной гомографии (при преобразовании обла-
ков точек).  

Правые части нормальных уравнений при двумерной 
и трехмерной гомографии имеют соответственно сле-
дующий вид: 
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В этих выражениях 
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 – вектор-столбцы размеров 

1n .  
В последние годы для решения переопределенных 

СЛАУ широко и часто без особых оснований использу-
ется, так называемый, метод SVD [4-6]. В его основе 
лежит сингулярное разложение основной матрицы 
СЛАУ в произведение левой и правой ортогональных 
матриц. Пусть  

BAX   (12) 
СЛАУ, число m  уравнений в которой больше числа 

n  неизвестных. В методе SVD матрица A  преобразу-
ется в произведение матриц  

TUSVA  . (13) 
В (13) матрицы U  и V  являются ортогональными, 

при этом матрица U  называется левой сингулярной, а 
матрица V  – правой сингулярной. Матрица S – диаго-

нальная матрица: ).0,...,0,0,,...,,( 21 kdiagS   

Числа kii ,1,   называются сингулярными числами 

матрицы A . Отметим, что квадраты сингулярных чисел 

kii ,1,   матрицы A  совпадают с собственными зна-

чениями матрицы AAT , а число k ненулевых значений 
сингулярных чисел равно рангу матрицы A . 

Система уравнений (12) с учетом (13) принимает сле-

дующий вид BXUSV T  . Отсюда с учетом ортогональ-
ности матриц U  и V  получаем решение СЛАУ (12). 

BUVSBAX T1  .  (14) 

Матрица TUVSA 1   в составе (13)  
называется псевдообратной, при этом 
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Обращение к методу SVD при решении переопреде-
ленных СЛАУ не всегда оправдано. Если ранг основной 
матрицы в составе переопределенной и, возможно, 
несовместной СЛАУ (4) равен числу неизвестных 

)( nrgA  , то решение СЛАУ (12) можно и целесооб-
разно находить как решение нормальной СЛАУ (11). 
Решения нормальной СЛАУ (11), отвечающей СЛАУ (12) 
и решение СЛАУ (12) методом SVD в этом случае сов-
падают. Это, во-первых. Во-вторых, метод SVD требует 
большего числа вычислительных операций по сравне-
нию с методом Гаусса, и, тем более, по сравнению с 
методом квадратного корня [7, 8], которым целесооб-
разно решать нормальные СЛАУ, то есть СЛАУ с сим-
метричной и положительно определенной основной 
матрицей [7]. 

Примеры решения переопределенных СЛАУ  

Рассмотрим в качестве примера несовместную СЛАУ 
(8). Отвечающая ей нормальная СЛАУ (11) имеет сле-
дующий вид 
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Решением этой совместной системы и одновременно 

псевдорешением СЛАУ (8) будет вектор .)6,15,1( TX    

Методом SVD система уравнений (8) приводится к 
виду 
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  (16) 

В левой части системы (16) первые три матрицы яв-
ляются соответственно левой сингулярной матрицей U, 
диагональной матрицей сингулярных чисел S и правой 
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сингулярной матрицей .TV  Сингулярное разложение 

матрицы A  в составе (16) иногда называют экономным 
сингулярным разложением. В полном сингулярном раз-
ложении матрицы U и S будут иметь размер 44 , а 

матрица TV - 24 . Недостающие два столбца и две 

строки в составе матриц U и TV  можно найти с помо-
щью алгоритма ортогонолизации Грамма-Шмидта [9]. 

Решением СЛАУ (16) и, значит, псевдорешением 

СЛАУ (8) является вектор TX )599,15,1( . Как и сле-
довало ожидать, решение нормальной СЛАУ (15) и ре-
шение СЛАУ (8) методом SVD (решение СЛАУ (16)) 
практически совпали.  

Рассмотрим еще один пример 













.34
,1
,22

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 (17) 

Ранги основной и расширенной матриц данной СЛАУ 

не совпадают )3)(,2(  BArgrgA . Значит, в класси-
ческом смысле данная система уравнений несовместна. 
Найдем псевдорешение СЛАУ (17).  

Нормальная СЛАУ, отвечающая этой системе урав-
нений, имеет вид 
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Ранги основной и расширенной матриц этой системы 
равны 2. Значит, эта СЛАУ совместна, но ее решением 
будут все точки, лежащие на некоторой прямой в про-

странстве .3R  Искомым решением является вектор 

.
6
5

6
1 T

ttX 





   Минимизация полученного ре-

шения по параметру t приводит нас к нормальному псев-

дорешению TX ))3(08,0)3(8,0)3(08,0(  системы.  
Отметим, что «псевдорешение» 

TX )3001,10000,03001,1(   СЛАУ (17), найденное 
методом SVD с помощью стандартной программы в 
MATLAB, существенно отличается от найденного нор-
мального псевдорешения. При этом программа преду-
преждает о возможной ошибке (Warning: Matrix is close 
to singular or badly scaled. Results may be inaccurate.). 
Следует отметить, что псевдорешение системы (17), 
найденное методом SVD с помощью оригинальной про-
граммы (авторы Колчаев Д.А., Новиков А.И.) практиче-
ски совпадает с нормальным псевдорешением: 

.)0835,08340,00835,0( TX   
Практические выводы из этих двух примеров. Если a 

priori известно, что основная матрица A  переопреде-
ленной СЛАУ (12) является матрицей полного ранга 

)( nrgA  , то целесообразно решение (нормальное 
«псевдорешение») системы искать как решение нор-
мальной СЛАУ (11). Если же известно, что ранг основ-
ной матрицы A  переопределенной СЛАУ (12) может 

быть меньше числа неизвестных ),( nkrgA   то 
псевдорешение системы (12) целесообразно искать ме-
тодом SVD. Хотя, заметим, что и в этом случае можно 
искать нормальное псевдорешение системы, но с до-
полнительной минимизацией найденного )( kn   – па-
раметрического решения по этим параметрам. 

Пример решения СЛАУ (17) различными методами и 
с помощью различных вариантов программ подтвер-
ждает верность еще одного утверждения: нельзя отож-
дествлять алгоритм решения задачи и некоторую его 
программную реализацию. 

Рассмотрим примеры нахождения нормального ре-
шения СЛАУ и решения (псевдорешения) этих же СЛАУ 
с помощью метода SVD в реальных задачах [2, 10]. В [2] 
приведены вычисленные в результате решения нор-
мальной СЛАУ (11) матрицы гомографии в одном слу-
чае по 18 парам ключевых точек, а в другом – после 
удаления некорректной пары точек – по 17 парам точек. 
Во втором случае (по 17 парам точек) матрица гомогра-
фии, приведенная в [2],  имела следующий вид 
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  11074,31032,8
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.  

Матрицы гомографии, полученные в результате ре-
шения переопределенных систем уравнений (18 и 17 
уравнений относительно 8 неизвестных) методом SVD, 
полностью совпали с решениями нормальных СЛАУ 
(11). Это ожидаемый результат, поскольку в обоих слу-
чаях основная матрица СЛАУ была матрицей полного 
ранга.  

Рассмотренный частный пример на самом деле яв-
ляется подтверждением общего свойства алгоритмов 
построения проективных преобразований: основная 
матрица СЛАУ типа (4) является матрицей полного ран-
га: 8}8,min{  mrgA . Поэтому решение нормальной 
СЛАУ (11) и решение СЛАУ (4) методом SVD в задачах 
построения проективных преобразований должны сов-
падать. 

В общем случае нормальное псевдорешение СЛАУ 
(12) и псевдорешение, найденное с помощью сингулярного 
разложения основной матрицы системы, будут совпадать, 
если будет выполнено условие nnmrgA  },min{  

)( mn  . 

Преимущество получения нормального решения ли-
бо нормального псевдорешения в случае несовместной 
СЛАУ по сравнению с методом SVD заключается в 
меньшем объеме вычислительных процедур. 

Положительный результат решения соответствующих 
СЛАУ методом SVD заключается в том, что сингулярное 
разложение матрицы A позволяет лучше понять особенно-
сти системы уравнений. Так, в рассмотренном примере 
(16) из работы [2] первые два сингулярных числа в матри-
це S оказались существенно больше остальных шести син-
гулярных чисел. Значит, экономное сингулярное разложе-
ние матрицы A с левой сингулярной матрицей U размером 

28 , матрицей 22S  и матрицей TV 22  уже позволило бы 
получить приближенное решение задачи. 
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Следующий пример построения нормального реше-
ния (псевдорешения) переопределенной СЛАУ связан с 
совмещением двух облаков точек. Первое облако точек 
является поверхностью гиперболического параболоида 

8,8;20,10,
7550

22

 yxyxz . 

Оно изображено в нижней части рис. 1. 

 
Рис. 1. Результат совмещения облаков точек )01,0(   

 
Рис. 2. Результат совмещения облаков точек  

в проекции точек на плоскость Oxy  )01,0(   

Второе облако точек получено по аналогичной фор-

муле 8,8;30,10,
7550

22

 yxyxz . 

Первое и второе облако точек имеют общую часть 
(область перекрытия) в количестве 187 точек: по коор-
динате x  от 10 до 20, а по координате y  – от -8 до 8. 
Она хорошо видна на рис. 2 и рис. 4 как горизонтальная 
полоса из совмещенных точек первого и второго обла-
ков в промежутке от 10 до 20 по оси Oy . После форми-
рования облаков точек второе облако подверглось пре-
образованиям сдвига и поворота. По координате z  был 
выполнен сдвиг на 15 единиц. Затем оно было поверну-
то относительно каждой из трех осей OyOx,  и Oz  на 

углы соответственно .60,5,6   После этого к каждой 
координате «искаженного» первого облака точек после-
довательно прибавлялся гауссовский дискретный шум 
увеличивающейся интенсивности.  

В верхней части рис. 1 представлено множество то-
чек второго облака точек после преобразований сдвига 
и вращений относительно координатных осей с искаже-
ниями гауссовским шумом с СКО 01,0  по каждой 
координате. Здесь же (в верхней части рисунка) приве-
ден результат слияния облаков точек. 

Система линейных алгебраических уравнений, выте-
кающая из матричного равенства (8), состоит из 187 
уравнений относительно 15 неизвестных – элементов 
матрицы гомографии в трехмерном случае – и является 
переопределенной СЛАУ. Нормальное псевдорешение 
этой системы находилось как решение СЛАУ (11). 

Матрица гомографии, обеспечивающая «слияние» 
облаков точек (преобразование первого облака точек ко 
второму) для 01,0  имеет следующий вид 
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Результат слияния облаков точек с помощью этой 
матрицы гомографии приведен в верхней части рис. 1. 
Совмещение почти идеальное. Это особенно хорошо 
видно в проекции точек из совмещенных облаков на 
плоскость Oxy  (рис. 2).  

Уклонение ),( XHX   образов точек HX  пер- 
вого облака от отвечающих им точек второго облака  

в области перекрытия ;20,10x  8,8y  равно 

008,0),( XHX .  
Увеличение интенсивности шума приводит к суще-

ственным искажениям преобразованного облака точек. 
Так при 05,0  результат совмещения облаков точек 
является вполне удовлетворительным в области пере-
крытия изображений (рис. 3), и далек от удовлетвори-
тельного на промежутке ]8,8[],10,10[  yx . 

Это хорошо видно в проекции совмещенных облаков 
точек на плоскость Oxy  (рис.4) 

Эти искажения обусловлены изменениями элемен-
тов матрицы гомографии 
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Проблема точности слияния облаков точек не связа-
на прямо с обсуждаемыми в данной статье методами 
решения переопределенных СЛАУ, но, естественно, 
заслуживает отдельного обсуждения. Приведем основ-
ные публикации по этой проблеме. Широко используе-
мым в практике совмещения трехмерных моделей (об-
лаков  точек)  является  итеративный  алгоритм ближай- 
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ших точек ICP [11] с последовательным уточнением соот-
ветствия между двумя облаками точек.  Алгоритм состоит 
из двух основных этапов: поиск соответствующих точек в 
двух облаках на первом этапе, определение параметров 
преобразования (растяжение, сдвиг и вращение), приме-
нение этого преобразования и оценивание функции 
ошибки – на втором этапе. В качестве функции ошибки в 
методе point-to-point используется расстояние между со-
ответствующими точками в паре облаков, а во втором 
методе point-to-plane – расстояние между точкой одного 
облака и касательной плоскостью к другому облаку.  

 
Рис. 3. Результат совмещения облаков точек )05,0(   

 
Рис. 4. Результат совмещения облаков точек  

в проекции точек на плоскость Oxy  )05,0(   

Алгоритм имеет многочисленные модификации, 
например [12, 13]. В работе [14] предложено замкнутое 
решение задачи слияния двух облаков точек с функцией 
ошибки, вычисляемой по методу point-to-plane.   

Заключение  

Рассмотрены проблемы, возникающие при решении 
переопределенных и возможно несовместных в класси-

ческом смысле систем линейных алгебраических урав-
нений и методы решения таких систем в задачах обра-
ботки изображений. На простейших примерах проведено 
сопоставление решения таких систем методом 
наименьших квадратов с выходом на нормальную си-
стему уравнений и нормальное псевдорешение, с одной 
стороны, и методом SVD сингулярного разложения ос-
новной матрицы системы, с другой. 

Приведены примеры переопределенных СЛАУ, воз-
никающих в задачах обработки изображений и их реше-
ние названными альтернативными методами. 

Предложены практические рекомендации по исполь-
зованию методов решения линейных систем уравнений 
в задачах обработки изображений. 
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