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Описание и анализ параметров фрактальных процессов рас- 
смотрены с точки зрения теории оптимальных статистических 
решений. Получены алгоритмы обнаружения, выделения границы 
объектов на изображении. Фрактальное изображение задается в 
виде двумерного фрактального броуновского движения – фрак- 
тальной броуновской поверхности, а также совокупностью рас- 
стояний между векторами в псевдофазовом пространстве. Прове- 
дено уточнение описания расстояний между векторами в псевдо- 
фазовом пространстве с учетом их топологической зависимости, 
дано их вероятностное описание. Получены выражения для лога- 
рифма отношения правдоподобия, рассчитаны вероятности оши- 
бок при обнаружении и выделении границ в гауссовском и негауссов- 
ском приближении. Показано, что достаточной статистикой для 
задачи обнаружения является максимально правдоподобная оценка 
корреляционной размерности. Предложено определять качество 
выделения границы системой вероятностей ошибок- вероятнос- 
тью ложных полей границы и вероятностью пропуска границы. 
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Description and analysis of the parameters of fractal phenomena are considered in context of the theory of optimal statistical solutions. The 
algorithms for object and edge detection on the image are obtained. The fractal image is given in the form of a two-dimensional fractal 
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Введение 

Область применения обработки сигналов и  
изображений постоянно расширяется, а разно- 
образие решаемых задач часто выходит за рам- 
ки классических методов. Сигналы и изображе- 
ния наблюдаются в условиях действия помех  
различной природы, априорной неопределен- 
ности, что дополнительно затрудняет примене- 
ние традиционных моделей и методов.  

Исследования последних десятилетий поз- 
волили установить свойства самоподобия и  
дробной меры у сигналов и изображений, полу- 
чаемых при приеме отраженных от различных объ- 
ектов сигналов [1, 2]. Исследуемые процессы рассматри- 
ваются не как простая совокупность отдельных элемен- 
тов с определенными характеристиками, а как некоторая  
структура, обладающая внутренними топологическими  
связями между элементами и характеризующая сложный  
объект в целом. Отличительным свойством таких про- 
цессов, представленных в некотором топологическом  
пространстве, является нецелый характер их размернос- 
ти. Несмотря на существование различных определений  
и величины размерности для заданного сигнала или  
изображении [3], каждая их них характеризует общее  
свойство самоподобия. Это позволяет использовать ве- 
личину размерности как показатель при решении задач  
обнаружения, классификации, оценивания параметров  

[1, 2]. Вместе с тем теория оптимальной обработки сигна- 
лов и изображений на основе фрактальных представле- 
ний разработана недостаточно. 

Широко известны и применяются методы и алгорит- 
мы оптимальной обработки сигналов и изображений на  
основе вероятностных моделей и теории оптимальных  
статистических решений. Наиболее общая постановка  
задачи и модели сигналов и помех реализованы в оце- 
ночно-корреляционно-компенсационном подходе [4-6].  
Статистический подход используется также и при обра- 
ботке сигналов и изображений с фрактальными свойст- 
вами, например, фрактального броуновского движения  
[7]. Другим примером эффективного применения статис- 
тических методов является интерпретация корреляци- 
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онного интеграла как вероятности непревышения рас- 
стояния между векторами заданного значения [8-10].  

Обработка фрактальных сигналов является предме- 
том исследований различных ученых [1-3, 8-15]. В рабо- 
те [1] исследуются различные подходы к использованию  
фрактальных свойств сигналов, в частности, фракталь- 
ной сигнатуры для повышения качества обнаружения  
малозаметных объектов. Авторы работы [15] подробно  
исследуют точность оценивания различных фракталь- 
ных характеристик, а также ее влияние на качество об- 
наружения. В работах [11,12] предложено для повыше- 
ния качества обнаружения комплексировать фракталь- 
ный и энергетический обнаружители, что позволяет  
расширить класс сигнально-помеховых ситуаций для  
задачи обнаружения.  

Целью исследования является разработка и совер- 
шенствование статистического подхода в задачах син- 
теза и анализа эффективности оптимальных алгорит- 
мов обнаружения фрактальных сигналов методом мак- 
симального правдоподобия, а также алгоритмов выде- 
ления границ на изображении с помощью текстурного  
анализа путем использования фрактальных свойств  
анализируемого фрагмента изображения.  

Максимально правдоподобное оценивание 
корреляционной размерности 

Известны несколько определений для понятия раз- 
мерности объектов [3, 16]: емкость, информационная и  
корреляционная размерности, размерность покрытия,  
размерность Хаусдорфа, показатель Херста. Данные  
определения размерности используются для описания  
одного и того же свойствасигнала или изображения,  
однако приводят к различным по величине значениям.  
Используемая далее корреляционная размерность име- 
ет вычислительные преимущества при обработке упо- 
рядоченных во времени или пространстве отсчетов. В  
работах [2, 16] для математического описания исполь- 
зуется понятие корреляционного интеграла, который  
определяет вероятность того, что два независимых  
наблюдаемых вектора находятся на расстоянии меньше 
r : )||(||)( rPrC Ew  yx , где yx,  – независимые 
одинаково распределенные E-мерные векторы, w  – ве- 
роятностная мера. Корреля-ционная размерность также  
описывается вероятностным способом на основе энт- 
ропии Колмогорова для хаотического аттрактора [26]. 

При наблюдениивыборки E-мерных векторов 
},..,,{ 21 nxxx  корреляционная размерность определя- 

ется [17] как двойной предел  
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xH  – функция Хэвисайда. Для  

измерения расстояния между векторами используются  

различные метрики, например евклидова метрика. В  
работах [18–20]описан способ реконструкции динамичес- 
кой системы путем использования задержанных во вре- 
мени значений наблюдаемой последовательности от- 
счетов в качестве значений остальных компонент дина- 
мической системы )}(),...,(),({ 11  Ekkkk txtxtxx .  

Максимально правдоподобная оценка корреляцион- 
ной размерности предложена в работах [8, 9] и основана  
на предположении, что корреляционный интеграл вычис- 
ляется для независимых случайных расстояний 

Ejikr xx  , ,,...,,,...,1 nijni   

2/)1(,...,1  nnMk , 
подчиняющихся степенному закону распределения 
вероятностей.  

Для заданного значения корреляционной размернос- 
ти корреляционный интеграл (2) имеет вид ,)( DrrC    
что позволяет представить расстояния между векторами  
как случайную величину со степенным законом распре- 
деления. При условии нормировки расстояний ,/ maxrrk   
закон распределения вероятностей для расстояний  
имеет вид ,)( DrrF   а функция плотности распреде- 
ления вероятности равна[9]: 
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rdFrw D .  

Полагая измеренные значения расстояний  
}..,,,{ 21 Mrrrr между векторами в фазовом прост- 

ранстве статистически независимыми, запишем много- 
мерную плотность распределения вероятностей 
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Так как полученная многомерная плотность (3)  
является также функцией неизвестной размерности D ,  
то она может рассматриваться как функция правдо- 
подобия. Оценка максимального правдоподобия корре- 
ляционной размерности получается в результате реше- 
ния экстремальной задачи: 
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Переходя к логарифму функции правдоподобия и 
используя необходимое условие экстремума 

,0),(ln Dw
dD
d r  получим максимально правдоподоб-

ную оценку [10]:  




 M

i
ir

MD

1

ln

ˆ  .  (4) 

Приведенная оценка является эффективной и асимп- 
тотически несмещенной. Анализ смещения и дисперсии  
ошибки оценивания проведен в работе [27]. 

Фрактальное броуновское движение  
как модель фрактальных объектов 

В качестве модели фрактального сигнала широко  
используется фрактальное броуновское движение 

(ФБД), характеризуемое интенсивностью 2  и показа- 
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телем Херста H  [7]. Размерность одномерного ФБД  
определяется показателем Херста ,2 HD   а дву- 
мерного ФБД – .3 HD   Если сигналы вида ФБД  
наблюдаются в смеси с гауссовским шумом, то это  
дополнительно затрудняет их обнаружение и идентифи- 
кацию. Поэтому актуальной задачей является синтез  
алгоритмов оптимального обнаружения и различения  
сигналов вида ФБД на фоне гауссовского шума.  

Пусть сигнал вида ФБД nx  принимается на фоне 

гауссовского шума nv : 

Nnvxy nnn ,...,1,  , 
где N  – число отсчетов во времени наблюдаемого  
процесса, nv  – независимые отсчеты гауссовского шума  

с дисперсией vD . Отсчеты ФБД формируются одним из 
известных методов [7] во временной или спектральной об- 
ластях. ФБД являются гауссовскими случайными процес- 
сами, поэтому их свойства полностью определяются кор- 
реляционными матрицами для одномерного сигнала [7]: 
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а также для двумерного изображения [28]: 
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Таким образом, по заданным N  отсчетам фор- 
мируется MM   матрица R  корреляций всех
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Заданный таким образом вектор приращений 
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где корреляционная матрица R  зависит от показателя 
Херста ,H  а плотность распределения вероятностей 
может быть рассмотрена как функция правдоподобия   
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Отношение правдоподобия при наблюдении 
приращений сигнала в виде ФБД на фоне гауссовского 
шума имеет вид 
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В общем виде произвольно заданных моментов вре- 

мени вычисление определителя и обращение корреля- 
ционной матрицы приращений R  представляет собой  
сложную вычислительную задачу. Поэтому в некоторых 
случаях целесообразно принимать в рассмотрение толь- 
ко некоррелированные приращения (5) на непересекаю- 
щихся интервалах времени, для которых корреляция  
равна: 
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Многомерная плотность распределения вероятнос-
тей для этого случая имеет вид  
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откуда получаем отношение правдоподобия для случая 
наблюдения сигнала вида приращений ФБД на фоне 
приращений гауссовского шума: 
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Данный алгоритм является квазиоптимальным, так  
как не учитывает корреляцию приращений на перекры- 
вающихся интервалах. Вместе с тем он обладает су- 
щественными вычислительными преимуществами, так  
как не содержит затратных в вычислительном отноше- 
нии операций обращения матриц. 

Получение некоррелированных наблюдений ФБД  
возможно также в спектральной области. Известно [16],  
что спектральная плотность мощности ФБД равна  
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Для спектрального представления наблюдаемых 
данных отношение правдоподобия имеет вид 

.11exp

1

1

1

2

0
012

0

1
12

0

0




































































M

m
m

v
vH

M

m
H

v

S
GG

m
G

mG
G

  (8) 

Таким образом, в спектральной области алгоритм  
вычисления отношения правдоподобия получается бо- 
лее простым, так как исключается операция обращения  
матрицы. Обнаружение ФБД на фоне гауссовского шума  
в спектральной области производится в результате вы- 
числения статистики (8) и сравнения ее с порогом. 

Анализ характеристик обнаружения  
фрактального сигнала 

Полученные соотношения используются для оценки 
качества обнаружения, а также для расчета харак-
теристик обнаружения в гауссовском приближении при 

1N . Вероятность пропуска сигнала и вероятность 
ложной тревоги соответственно равны: 

 
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
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
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dzzwF 0 , (9) 

где h  – значение порога принятия решения,  lnz  – 
статистика обнаружения. Используя выражение для 

интеграла вероятности   ,2
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 запишем 

вероятности (9) ошибочных решений 
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Более точные результаты при 1N  можно получить  
путем вычисления плотности распределения вероят- 
ностей суммы нескольких независимых 2  случайных  
величин с различными дисперсиями методом характе- 
ристических функций. Так как плотность распределения  
вероятностей суммы случайных величин представляет  
собой свертку, то получим 
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распределение при наличии 1  и отсутствии 0  
ФБД в наблюдаемых данных,  
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Анализ обнаружителя ФБД, проведенный методом  
статистического моделирования, показал хорошее сог- 
ласование с теоретическими результатами при различ- 
ных отношениях сигнал-шум, показателя Херста, числе  
гармоник спектра ФБД. 

Полученные результаты обобщаются на случай, ког- 
да сигнал представлен как сумма нескольких ФБД с  
различными параметрами, а также когда шумы наблю- 
дения также являются ФБД, например, если на входе  
действует сумма К независимых ФБД с различными  
показателями Херста KkHk ,...,1,  . Получаемые при  
этом аналитические выражения для логарифма отно- 
шения правдоподобия являются достаточной статис- 
тикой при решении как задачи обнаружения, так и мно- 
гих задач оценивания параметров сигналов, модели- 
руемых ФБД. 

Расчеты характеристик проводятся при заданном  
отношении сигнал-шум, определяемом следующим  

образом: 
V

X

D
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дисперсия фрактального броуновского движения,  
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m
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2
 – дисперсия гауссовского шума. 

 
Рис. 1. Зависимость отношения сигнал-шум  

от количества гармоник, 10q  

 
Рис. 2. Характеристики обнаружения  

в гауссовскомприближении, 100,1  Mq  
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Результаты расчетов (рис. 1) показывают, что отно- 
шение сигнал-шум увеличивается при уменьшении 
пока- 
зателя Херста. Характеристики обнаружения, получен- 
ные при различных значениях отношения сигнал-шум q  
и показателя Херста, представлены на рис. 3, 4. 

 
Рис. 3. Характеристики обнаружения, 9,0,100  HM  

Алгоритм выделения границы  
по фрактальным признакам фона и объекта 

Метод проверки статистических гипотез на основе  
достаточной статистики в виде отношения правдоподо- 
бия используется также для решения задачи выделения  
границы между фоном и объектом:   

 
 













 M

m

D
m

M

m

D
m

rD

rD

w
w

1

1
2

1

1
1

2

1

2

1

r
r ,  (10) 

где 21, DD  – корреляционные размерности объекта и 
фона соответственно. 

Для выделения границы объекта изображение раз- 
бивается на кадры квадратной формы, состоящие из  
полей анализа. При формировании границы кадра из  
2-х полей граница может располагаться в одном из че- 
тырех априорно заданных направлений – горизонталь- 
ном, вертикальном и по двум направлениям диагонали.  
Оценка границы представляется как одно из полей. Для  
определенности граница отображается верхним, пра- 
вым и нижним диагональным полями. 

При формировании границы квадратногокадра из 9  
полей граница также может располагаться в одном из  
четырех априорно заданных направлений: горизонталь- 
но или вертикально посредине кадра, а также по двум  
направлениям диагонали. Оценка границы представля- 
ется как набор из 3 полей, расположенных вертикально  
или горизонтально в середине кадра, а также по диаго- 
нали кадра. 

Граница разделяет кадр на две части, в каждой из  
которых формируется N  векторов [14]. Достаточная  
статистика для задачи выделения границы равна  
отношению правдоподобия для границы различного  
вида в предположении, что в частях кадра по обе  

стороны границы располагаются объекты с различным  
значением корреляционной размерности. При условии  
равновероятных расположений объекта и фона отно- 
сительно границы отношение правдоподобия (10) при- 
нимает вид 

,

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

Λ

1

1
2

1

1
1

1
2

1
1

1
1

1
2

1

1
2

1

1
1

1
2

1
2

1
1

1
1

2
2

1
2

1
1

2
1

2
2

1
2

2
1

1
1























































D
m

M

m

D
m

M

m

D
km

M

m

D
km

M

m

D
m

M

m

D
m

M

m

D
km

M

m

D
km

M

m
k

rDrD

rDrD

rDrD

rDrD

 (11) 

где 4,...,1k  – номер разновидности границы, kmkm rr 21 ,  

– расстояния в полях анализа 1 и 2 при k -й 
разновидности границы, mr  – расстояния между 
векторами в кадре. 

Определение наличия границы производится путем 
сравнения c порогом максимального из отношений прав- 
доподобия (11), вычисленного для каждой из проверяемых  
гипотез, состоящей в наличии объектов с различными  
значениями корреляционной размерности в соседних по- 
лях одного и того же кадра при наличии границы опре- 
деленного вида. Принимается решение о наличии грани- 

цы, соответствующей кадру с номером k
k

k Λmaxargˆ  ,  

если значение отношения правдоподобия k̂Λ  превышает  

некоторое пороговое значение.  

Анализ эффективности алгоритма  
выделения границы 

Анализ эффективности предложенных алгоритмов  
выделения границ изображения проведен на примере  
объекта с границей в виде восьмиугольника, что позво- 
ляет более полно отразить влияние нелинейности гра- 
ницы объекта. 

 
Рис. 4. Идеальная граница объекта  

для исследуемого метода выделения границы 
Выделение границы проводилось методом статисти- 

ческого моделирования отношения правдоподобия (11).  
На рис. 4 представлена оценка границы, полученная при  
идеальных условиях измерений границы объекта: ошиб- 
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ки, вызванные конечным объемом выборки при статис- 
тическом оценивании исключены. Некоторая неровность  
границы на рис. 4 объясняется особенностями форми- 
рования кадра, принятыми видами границы и конечным  
размером исследуемого кадра. На рис. 5 приведены ре- 
зультаты выделения границы объекта с использованием  
алгоритма максимального правдоподобия (19). На изоб- 
ражении заметны ошибки выделения границы в виде  
ложных отметок и пропуска границы. 

Визуальные методы оценки качества обработки изоб- 
ражения не позволяют объективно произвести сравне- 
ние анализируемых алгоритмов и определить их эффек- 
тивность. Предложено оценивать эффективность алго- 
ритмов выделения границ по вероятностным характе- 
ристикам, в качестве которых приняты вероятность лож- 

ных полей границы на всем изображении 
НГР

ЛГ
ЛГ N

NP   и  

вероятность пропуска границы 
ГР

ПГ
ПГ N

NP  , где ЛГN  –  

число полей на изображении, не совпадающих с отмет- 

ками эталонной границы, НГРN  – число полей эталон- 
ного изображения, не относящихся к эталонной границе,  

ПГN  – число пропущенных полей на эталонной границе,  

ГРN  – общее число полей на эталонной границе. 

 
Рис. 5. Результат обработки алгоритмом максимального 

правдоподобия, D1=1,3, D2=1,3, граница из трех полей 
Выбирая априорную величину вероятности появле- 

ния ложных полей, можно устанавливать величину поро- 
га, с которым производится сравнение статистики (11). 

При этом обработка осуществляется с помощью ал- 
горитма максимального правдоподобия (11), полученно- 
го в предположении независимых расстояний. Для  
уменьшения геометрической зависимости расстояний  
предлагается аналогично работам [10, 13] применить  
усечение, при котором учитываются расстояния, не пре- 
вышающие некоторого заданного значения. При этом  
оценка корреляционной размерности получается асимп- 
тотически эффективной, чтопозволяет использовать ал- 
горитм максимального правдоподобия, синтезированный  
для независимой выборки. Однако число усеченных рас- 
стояний невелико и приближенно соответствует числу  
введенных в данной статье независимых расстояний. 

Сравнение результатов анализа, проведенного для  
независимых расстояний, с результатами для зависи- 

мых расстояний показывает заметное увеличение веро- 
ятностейошибок при использовании зависимых расстоя- 
ний. Полученные результаты согласуются с результата- 
ми работы [27], в которой также установлено сильное  
влияние зависимости расстояний на точность оценива- 
ния корреляционной размерности. 

Зависимость расстояний  
при оценивании корреляционной размерности 

Для оценивания корреляционной размерности мето- 
дом максимального правдоподобия необходимо опре- 
делить расстояния между всеми парами N  векторов в  
выборке. Если для проведения расчета корреляционной  
размерности используются все возможные расстояния,  
то такой набор называется V-статистикой [21], а число  
расстояний равно Ed . Для данной статистики харак- 
терна повторяемость расстояний, что приводит к неин- 
формативности более половины элементов статистики.  
Кроме того, часть неповторяющихся расстояний явля- 
ется взаимозависимой, что не согласуется с моделью,  
принятой при синтезе максимально правдоподобного  
алгоритма оценивания корреляционной размерности.  
Вследствие этого V-статистика практически не исполь- 
зуется для получения оптимальных оценок. 

Для получения более информативной U-статистики 
[22] выделяют неповторяющиеся расстояния между 
векторами: 

1,...,1,,...,2,  ijNiji xx . 

Количество расстояний в статистике равно UM    

( 1) / 2.N N   В этом случае также имеется геомет- 
рическая взаимозависимость части расстояний, что не  
позволяет строго применять модель независимых рас- 
стояний для синтеза оптимального алгоритма. 

Для уменьшения взаимозависимости расстояний ис- 
пользуют Т-статистику [22] с применением окна Тейлера  
[23]: статистика содержит расстояния  

TijNTiji  ,...,1,,...,1,xx , 

где T  – размер окна Тейлера. При этом разность индек- 
сов устанавливается равной ,T  что влияет на незави- 
симость расстояний между векторами. Число расстоя- 
ний в статистике равно 1EN d  . В частном случае  

1T  получаем U-статистику. В некоторых работах [25]  
предлагается выбирать размер окна Тейлера равным 

1T E  . 
Более точно независимость расстояний может быть  

установлена путем рассмотрения геометрических  
свойств множества векторов. Рассмотрим E-мерное  
пространство векторов общего положения, в котором  
задана метрика и определены расстояния между всеми  
парами векторов. Координаты векторов могут быть не 
зависимыми, например, статистически независимыми  
случайными числами.  

Для выявления свойства взаимозависимости рас- 
стояний между N  векторами общего положения в евк- 
лидовом пространстве рассмотрим сначала более прос- 
той случай векторов на плоскости: E=2, анализируя  
расстояния последовательно для каждого вектора.  
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Необходимо определить возможность задать положе- 
ние каждого из векторов в пространстве расстояний с  
точностью до сдвига и поворота. Расстояние 1312, rr   
между 1-м и 2-м векторами может быть произвольным и  
задается только положением этих векторов в прост- 
ранстве. Расстояние 13r  между 1-м и 3-м векторами  

также может быть произвольным, а расстояние 23r   
между 2-м и 3-м векторами зависит от значений выше  
рассмотренных расстояний в соответствии с правилом 
треугольника: 1312230 rrr  . Вместе с тем минималь- 
ное значение расстояния зависит от заданной метрики.  
Например, в пространстве с евклидовой метрикой ниж- 
няя граница диапазона расстояния 23r  равна  1312 rr  

131223 rrr  . Таким образом, появляется расстояние, 
которое зависимо от других расстояний, а положение  
3-го вектора определяется расстояниями 2313, rr  с 
точностью до отражения. Однозначность положения 3-
го вектора гарантируется, если добавляется 4-й вектор 
и фиксируется еще одно расстояние 34r .  

Обобщая проведенные рассуждения на произволь- 
ное число векторов, можно заключить: 

1) полностью независимыми являются только 1N  
расстояний;  

2) расстояние между 2-м и 3-м векторами является 
условно независимым от 1312, rr  и ограничивается 

правилом треугольника 1312231312 rrrrr  ; 

3) расстояние между 3-м и 4-м векторами принимает  
одно из двух предопределенных значений; величина 
этих расстояний зависит от выбранной метрики, осталь- 
ные расстояния до 3-го вектора полностью определяют- 
ся предыдущими расстояниями; 

4) добавление каждого последующего вектора обще- 
го положения однозначно фиксирует все предыдущие  
векторы, что делает все условно независимые расстоя- 
ния фиксированными, и дает одно независимое расстоя- 
ние и несколько условно независимых расстояний. 

Учитывая сложный характер взаимозависимости рас- 
стояний между векторами, затруднительно установить  
общее выражение для распределения вероятности этих 
расстояний. Более простой задачей является опреде- 
ление максимального числа 1M  независимых расстоя- 

ний между N  векторами в E-мерном пространстве. 
Пространство конфигураций, задаваемых координа- 

тами всех векторов, имеет размерность  NEDconf  

2/)1(  EE , где вычитаемый член соответствует коли- 
честву движений E-мерного пространства, преобразую- 
щих конфигурации векторов в тождественные, то есть E  
сдвигов и 2/)1( EE  вращений [8, 24]. При этом ко- 
личество фиксирующих расстояний между векторами не  
может быть меньше размерности пространства конфигу- 
раций, т.е. если количество расстояний меньше confD ,  

то они конфигурацию однозначно задать не могут. И  
наоборот, если количество расстояний больше confD , то  

они образуют избыточную систему координат и являют- 

ся зависимыми. 
Вместе с тем система, содержащая E выбранных  

точек и расстояния от каждой точки до них всех, имеет  
как раз такой размер вращений [24]. Однако прост- 
ранство конфигураций отображается в соответствующее  
евклидово пространство неоднозначно: каждому набору 
расстояний соответствует дискретный набор конфигура- 
ций, расположенных по разные стороны от E выбранных  
точек. Для устранения неоднозначности необходимо  
добавить расстояния до ещё одной точки от всех, т.е. 

1 EN  расстояний. Таким образом, получается верх- 
няя и нижняя граница для необходимого количества  
расстояний: 

– нижняя граница confUL DM  , 

– верхняя граница 1 ENDM confUH . 

Например, для двумерного изображения 2E , а 
число расстояний равно 32  NMUL , 63  NMUH . 
Можно предположить, что в приложениях более 
существенной является размерность системы, т.е. 
нижняя граница необходимого числа расстояний. 

При условии, что все M  расстояний ,{ mrr   

},...,1 Mm   между векторами независимы, а корреля- 
ционная размерность равна D  совместная плотность  
распределения вероятностей расстояний имеет вид (2). 

Зависимые расстояния формируются в соответствии 
со следующим алгоритмом. 

1. Генерируются 1N  независимых случайных  
чисел со степенным распределением вероятностей в  
диапазоне значений ;)1;0(  данные числа задают рас- 
стояния от первого вектора до всех 1N  остальных  
векторов. Совместная плотность распределения веро- 
ятностей этих 1N  независимых расстояний между 
векторами имеет вид   
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2. Генерируется 2N  независимых случайных  
чисел со степенным распределением вероятностей в  
диапазоне значений ),;( maxmin kk rr  ;,...,3 Nk   данные  

числа задают условно независимые расстояния от вто- 
рого вектора до всех 2N  остальных векторов кроме 1-го  
вектора. Минимальное и максимальное значения  
определяются правилом треугольника: ,112min kk rrr    

Nkrrr kk ,...,3,112max  . Совместная плотность рас- 

пределения вероятностей этих 2N  независимых  
расстояний между векторами имеет вид 
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Так как минимальные и максимальные значения 

kk rr maxmin ,  зависят от расстояний с номерами 
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1,..., 1,N   то расстояния 21, rr  также статистически 
зависимы, а их совместная плотность распределения 
вероятностей равна  

),/()/()/,( 122112112 DwDwDw rrrrr  .  
На основе данной плотности распределения веро- 

ятностей рассчитывается отношение правдоподобия –  
универсальной решающей статистики. 

3. Формируются координаты 1-го и 2-го векторов в 
пространстве вложения :2ED  ,01 x ,01 y  ,122 rx   

02 y . Координаты остальных Ni ,...,3  векторов оп-
ределяются из геометрии их положения с использова-
нием теоремы косинусов и расстояний от i -го вектора 
до 1-го и 2-го векторов:  

22
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12

2
2

2
1

2
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2 iii
ii

i xry
r

rrrx 


 . 

Для определенности знак координат iy  выбирается 
положительным. 

4. По найденным координатам всех векторов вычис-

ляются оставшиеся 3
2

5
2

2


NN
 зависимых 

расстояний    
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3r . Так как 

расстояния 3r  определены полностью расстояниями 

21,rr , то они не содержат дополнительной информации 
для оценивания корреляционной размерности. 

Заключение 

Показано, что методы теории оптимальных статис- 
тических решений могут с успехом применяться также и  
для обработки фрактальных сигналов и изображений.  
Основой эффективности статистических методов явля- 
ется нерегулярный характер, а также сравнительно  
большой объем наблюдаемых данных. В этих условиях  
статистическое описание фрактальных сигналов и изоб- 
ражений производится различными методами: исполь- 
зование модели одномерного и двумерного фрактально- 
го броуновского движения, статистическое описание рас- 
стояний между векторами в псевдофазовом пространст- 
ве. Такой подход позволяет на основе теории оптималь- 
ных статистических решений получать алгоритмы обра- 
ботки для решения различных задач: обнаружения, раз- 
личения, выделения границ, оценивания параметров, а  
также проводить анализ эффективности обработки.  
Вместе с тем, статистическое описание получено не для  
всех фрактальных сигналов и изображений и их харак- 
теристик, что делает актуальным продолжение исследо- 
ваний в этом направлении. 
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