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Рассматриваются особенности обработки сигналов в адаптив-
ных антенных решетках с нечетной симметрией. Приводятся вы-
числительные процедуры в арифметике действительных чисел 
адаптивных линейно-ограниченных алгоритмов, обрабатывающих 
сигналы с постоянной огибающей информационных символов, прини-
маемых многолучевой антенной решеткой. Также приводятся ре-
зультаты математического моделирования, подтверждающие эф-
фективность разработанных алгоритмов. 
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Введение 

Адаптивная обработка сигналов [1-3] сего-
дня находит все более широкое применение в 
устройствах оборудования радиотехнических систем 
различного назначения. Среди этих устройств важное 
место занимают адаптивные антенные решетки (ААР) [4-
6], которые, будучи использованными в качестве прием-
ных антенн, не только обеспечивают немеханическое 
перемещение основного луча диаграммы направленно-
сти (ДН), повышение отношения сигнал шум в выходном 
сигнале решетки, но и позволяют уменьшить в этом сиг-
нале уровень помех, принимаемых от внешних источни-
ков, пространственная ориентация которых отличается 
от пространственной ориентации источника полезного 
сигнала. Последнее свойство обеспечивается за счет 
изменения в процессе адаптации формы исходной ДН 
таким образом, что в неизвестных направлениях на ис-
точники помех в ней образуются провалы, часто имену-
емые «нулями», а в направлении на источник полезного 
сигнала поддерживается максимум основного луча. 
Форма ДН определяется значениями весовых коэффи-
циентов (ВК), с помощью которых сигналы в каждом из 
каналов ААР взвешиваются перед суммированием 
(формированием выходного сигнала). ВК вычисляются с 
помощью различных адаптивных алгоритмов путем об-
работки входных и выходного сигналов ААР, а также 
использования дополнительной информации об источ-
нике полезного сигнала. Сигналы в ААР описываются 
комплексными переменными, поскольку каждый из сиг-
налов характеризуется не только амплитудой, но и фа-
зой, отсчитываемой фазового центра [7]. Это обуслав-

ливает необходимость применения арифметики ком-
плексных чисел для обработки таких сигналов.  

Если ААР обладает симметричными свойствами, то 
вычислительную сложность алгоритмов обработки ее 
сигналов можно уменьшить. В частности, если фазовый 
центр ААР совпадает с ее геометрическим центром, то 
решетка становится нечетно симметричной. В такой 
решетке сигналы, принимаемые симметричными отно-
сительно фазового центра антеннами, являются ком-
плексно-сопряженными по отношению к друг другу. В 
этом случае большая часть операций адаптивного ал-
горитма в арифметике комплексных чисел может быть 
выполнена с помощью эквивалентного алгоритма в 
арифметике действительных чисел. Число операций 
этого алгоритма оказывается меньше эквивалентного 
числа действительных операций аналогичного алго-
ритма в арифметике комплексных чисел. Кроме того, с 
помощью такого алгоритма достигаются более корот-
кий переходный процесс и в среднем на несколько де-
цибел большее подавление помех в установившемся 
режиме, чем с помощью алгоритма в арифметике ком-
плексных чисел. Математические основы обработки 
сигналов в антенных решетках с нечетной симметрией 
были заложены в работах [8-10]. Результаты этих ра-
бот в последствии были использованы в ряде прило-
жений, включая ААР [11-13]. 

В основе функционирования ААР могут находиться 
разные критерии. В системах беспроводной передачи 
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цифровых данных часто используется критерий постоян-
ства модуля (комплексной огибающей, Constant Modulus, 
CM) информационных символов в выходном сигнале ре-
шетки [14]. Адаптивные алгоритмы на базе этого критерия 
называются CM-алгоритмами. Они относятся к так назы-
ваемым «слепым» адаптивным алгоритмам, в которых 
отсутствует физический требуемый сигнал. В качестве 
требуемого «сигнала» в этих алгоритмах используется 
известное значение модуля информационных символов.  

Методы оптимизации с линейными ограничениями 
(Linearly Constrained, LC) также используются для постро-
ения ААР, в которых отсутствует требуемый сигнал. Эти 
методы применимы к большинству известных адаптивных 
алгоритмов [15-18]. Однако ААР на базе LC-алгоритмов 
плохо подавляют коррелированные помехи, например, 
помехи, обусловленные многолучевым распространением 
полезного сигнала, или помехи с СМ-модуляцией от близ-
ко расположенных по углу источников [19]. 

ААР, использующие адаптивные алгоритмы на осно-
ве CM-критерия, лишены недостатков, свойственных 
ААР на основе LC-алгоритмов [20]. В тоже время, при 
наличии нескольких CM-сигналов, ААР, ВК которых вы-
числяются на основе CM-критерия, иногда могут «цеп-
ляться» за помеху и подавлять полезный сигнал [21], 
формируя основной луч в направлении на источник по-
мехи и провал в направлении на источник полезного 
сигнала. Т.е. помеха может усиливаться, а полезный 
сигнал – подавляться. Принудительная ориентация ос-
новного луча ААР на источник полезного сигнала путем 
задания начальных значений ВК решетки, как правило, 
неэффективна, так как эти коэффициенты меняются в 
процессе адаптации. 

Если направление на источник полезного сигнала из-
вестно, то введение линейного ограничения в адаптив-
ный алгоритм на основе CM-критерия позволяет ААР 
правильно функционировать и при наличии коррелиро-
ванных помех. Ограничение удерживает основной луч 
ДН ААР в направлении на источник полезного сигнала 
на каждой итерации, независимо от значений ВК, вычис-
ляемых с помощью CM-алгоритма с целью подавления 
помех [22].  

Адаптивные CM-алгоритмы базируются на миними-
зации многоэкстремальных целевых функций  

 ( , ) ( )
qppJ p q E s y k  , (1) 

где *
i i is a a a   – значение модуля информационных 

символов ia , известное на приемной стороне; 

( ) ( ) ( )H
N Ny k k k h x  – выходной сигнал антенной решет-

ки; k  – номер итерации алгоритма адаптивной филь-
трации, совпадающий с номером отсчета обрабатывае-
мых сигналов; p  и q  – параметры, используемые в 
обозначении CM-алгоритмов и их целевых функций; 

 1( ) ( ), , ( ), , ( ) T
N n Nk x k x k x kx    – вектор входных 

сигналов антенной решетки; 1( ) [ ( ), , ( ), ,N nk h k h kh    

( )] T
Nh k  – вектор ВК антенной решетки; T  – операция 

транспонирования; H  – операция комплексного сопряже-

ния и транспонирования вектора или матрицы;  E   – 

операция усреднения, а нижние индексы N  или далее по 
тексту J  указывают на число элементов в векторах [14].  

В работе [23] было показано, что если 2p q  , то 
многоэкстремальную функцию (1) можно преобразовать 
в квадратичную унимодальную функцию 

 22(2,2) ( ) ( )H
N NJ E s k k  h z  , (2) 

где 
( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )H

N N N N Nk k k k k y k  z x x h x , (3) 
а   – операция комплексного сопряжения переменной. 
Для минимизации этой функции можно использовать 
несколько модифицированные известные адаптивные 
алгоритмы, в которых требуемый сигнал определяется 
как 2( )d k s , а вместо вектора входных сигналов ( )N kx  

используется вектор ( )N kz .  

Одновременное использование целевой функции 
(2) и линейных ограничений нашло широкое примене-
ние при разработке ряда алгоритмов вычисления ВК 
однолучевых и многолучевых ААР, представленных в 
работах [24-26], а также и в ряде других работ автора. 

В настоящей работе рассматриваются LC-алгорит-
мы адаптивной обработки сигналов в арифметике дей-
ствительных чисел в многолучевых цифровых антен-
ных решетках (ЦАР) с нечетной симметрией на базе 
слепых алгоритмов с целевой функцией (2). Некоторые 
из рассмотренных здесь результатов также были пред-
ставлены в трудах научно-технических конференций 
[27-29]. 
Многолучевая цифровая ААР  

Сегодня ААР целесообразно реализовывать в виде 
ЦАР [30], поскольку современные цифровые сигнальные 
процессоры (ЦСП) [31, 32] уже позволяют не только 
формировать выходной сигнал решетки, но и выполнять 
различные алгоритмы адаптивной обработки ее сигна-
лов в реальном масштабе времени [33].  

В ЦАР каждый из сигналов, принимаемый антеннами 
на несущей частоте, должен быть усилен, преобразован 
до некоторой промежуточной или «нулевой» частоты и 
оцифрован. Взвешивание этих сигналов выполняется в 
цифровом виде путем умножения на комплексные числа. 
Формирование выходного сигнала ЦАР путем суммиро-
вания взвешенных сигналов также выполняется в циф-
ровом виде. Вычислительная сложность этих операций 
равна N  умножениям и N  сложениям, что составляет 
лишь незначительную часть полной квадратичной слож-
ности адаптивных рекурсивных алгоритмов по критерию 
наименьших квадратов (Recursive Least Squares, RLS) 
или половину сложности градиентных алгоритмов, 
например, алгоритма по критерию наименьшего квадра-
та (Least Mean Square, LMS), с помощью которых вычис-
ляются ВК решетки. То есть, цифровое формирование 
выходного сигнала практически не увеличивает нагрузку 
на ЦСП при реализации ААР в виде ЦАР.  

ЦАР также позволяют легко строить многолучевые 
ААР при наличии достаточных для этого вычислитель-
ных ресурсов. Для формирования каждого из лучей ис-
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пользуются одни и те же сигналы, принятые N  антен-
нами и преобразованные в цифровую форму, что замет-
но снижает стоимость многолучевой ААР. Архитектура 
многолучевой ААР приведена на рис. 1. Здесь преобра-
зование сигналов в цифровой вид не показано.  

 
Рис. 1. Многолучевая ААР 

На рис. 1 используются следующие обозначения: J  – 
число лучей многолучевой ААР; 1( )x k , 2 ( )x k ,…, 

( )nx k ,…, ( )Nx k  – входные сигналы решетки (в информа-

ционной полосе частот); ( )
1 ( )jh k , ( )

2 ( )jh k ,…, ( ) ( )j
nh k ,…, 

( ) ( )j
Nh k  – ВК, формирующие j -й луч; (1) ( )y k ,…, 
( 1) ( )Jy k , ( ) ( )Jy k  – выходные сигналы однолучевых 

решеток; (1) ( )d k ,…, ( 1) ( )Jd k , ( ) ( )Jd k  – требуемые сиг-
налы (могут отсутствовать) решеток.  

Для каждой из 1, 2, ,j J   однолучевых решеток 
многолучевой ААР линейные ограничения формируются 
путем задания требуемых значений ДН ( )( )j

SF   в из-

вестных направлениях на источники CM-сигналов как 
( ) ( )( )H j j

NJ N Jk C h f , (4) 
где 

(1) (2) ( ) ( ), , , , ,j J
NJ N N N N   C c c c c   (5) 

Матрица векторов фазирования ( )j
Nc . Каждый из век-

торов ( )j
Nc  в матрице (5) соотносится с лучами как  

( ) ( )( )
1

( ) ( ) ( ) ( )
1( ), , ( ), , ( )

, , , , ,
j jj

n N

Tj j j j
N S n S N S

T
i ii

c c c

e e e 

     

   

c  

 
 (6) 

где ( )j
n  – относительные фазы плоской волны ( ) ( )js t  от 

источника полезного CM-сигнала, расположенного под 
углом ( )j

S , отсчитываемым от нормали к апертуре ре-

шетки [7]. Здесь и далее нижние индекс NJ  в обозначе-
нии матриц указывают на число элементов N J  в пря-
моугольных нетранспонированных матрацах. 

Векторы ( )j
Jf  в уравнении (4) определяются как  

( ) ( )0, 0, , 0, , 0, , 0
Tj j

J f   f   , (7) 

где ( ) ( )( )j j
Sf F   – действительное положительное 

число, равное требуемому значению модуля ДН j -й ре-
шетки в направлении j -го источника полезного CM-сиг-
нала, а нулевые элементы вектора равны значениям этой 
ДН в направлениях остальных источников CM-сигналов, 
т.е. коррелированных помех для этой решетки [26]. 

Из уравнения (7) следует, что векторы ( )j
Jf  взаимно 

ортогональны, т.к. 
( ) ( ) 0l T j
J J f f  (8) 

для всех l j . Поэтому рассматриваемая LC-задача 
адаптивной фильтрации сигналов в многолучевой ААР 
распадается на одинаковые подзадачи для каждой из J  
решеток.  

Сигналы и корреляционная матрица  
в ААР с нечетной симметрией 

Если антенная решетка принимает плоскую волну 
0( ) ( )( ) ( ) i tl l

as t A t e  , где ( ) ( )l
aA t  – информационный сиг-

нал, 0 02 f   – круговая частота, 0f  – частота несуще-
го сигнала, t  – время, то, в случае приема L  таких волн 
от источников полезного сигнала и помех, по принципу 
суперпозиции после преобразования по частоте, сигна-
лы ( )nx k  на выходе каналов антенной решетки (см. рис. 

1) в дискретные моменты времени k определяются как  
( )

0( ) ( )
, ,

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

l
n

L L
il l

n n o n o n
l l

x k x k e k A k e e k 

 

     . (9) 

Здесь ( ) ( )lA k  – это информационный сигнал в дис-

кретные моменты времени, , ( )o ne k  – аддитивный шум 

(подразумевается, что белый гауссов) в приемниках ка-
налов ААР, ( )l

n  – абсолютная задержка между сигнала-
ми на входах опорной, например, первой, и n -ой антен-
нами, которая, в случае одинакового расстояния 0d  
между антеннами, в линейной решетке определяется как 

( ) ( )
0 ( 1)sin( )l l

n d n v   , (10) 

где ( )l  – угол, указывающий на направление l -го ис-
точника сигнала, v  – скорость распространения элек-
тромагнитной волны в свободном пространстве, равная 
скорости света.  

Для узкополосной линейной ААР справедливо соот-
ношение  

( )
( ) ( ) 0 0

0

( )
0

0

2 ( 1) sin( )

2 ( 1) sin( )

l
l l S

n n

l
S

f d n
v

d n

 
  







  

 
 (11) 

В (6) относительные фазы ( )j
n  сигналов, принимае-

мых антеннами решетки, определяются уравнением (11). 
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Аналогичные уравнения существуют и для решеток дру-
гих конфигураций. 

С учетом вышеизложенного, вектор входных сигна-
лов ААР может быть представлен как 

( ) ( )
,

1
( ) ( ) ( )

L
l l

N N o N
l

k A k k


 x c e ,  (12) 

где вектор ( )l
Nc  определяется аналогично (6), а вектор 

, ( )o N ke  – как 

, ,1 ,2 , ,( ) , , , , ,
T

o N o o o n o Nk e e e e   e   .  (13) 

Корреляционная матрица сигналов ААР определяет-
ся как 

 ( ) ( )

(0) (1) ( 1)
(1) (0) ( 2)

,

( 1) ( 2) (0)

H
N N NE k k

R R R N
R R R N

R N R N R



 

 

 
  
 
 

  

R x x




   


 (14) 

где  ( ) ( ) ( )n mR n m E x k x k   – отсчеты взаимокорре-

ляционной функции сигналов ( )nx k  и ( )mx k . Здесь и 
далее один нижний индекс N  в обозначении матриц 
указывает на квадратные матрицы с числом элементов 
N N . Для статистически независимых векторов ( )N kx  
оценка матрицы (14) определяется с помощью прямого 
усреднения как 

1

1ˆ ( ) ( )
K

H
N N N

k
k k

K 

 R x x ,  (15) 

где K  – число отсчетов сигналов, принимающих уча-
стие в формировании этой оценки. При K  , для 
стационарных процессов  
ˆ

N NR R . (16) 
Если фазовый центр линейной антенной решетки 

совпадет с ее геометрическим центром, то уравнение 
(10) можно представить как  

( ) ( ) ( )
0 0( 1)sin( ) ( 1)sin( ) 2l l l

n d n v d N v      ,  (17) 
т.е. 

( ) ( )
1

l l
n N n     . (18) 

Соотношение (18) справедливо и при не обязательно 
эквидистантном симметричном расположении антенных 
решетки.  

Независимо от выбора фазового центра ААР, корре-
ляционная матрица (14) является эрмитовой. Это озна-
чает, что для ее элементов выполняется соотношение 

 mnnm RR , (19) 

т.е. эти элементы являются нечётно-симметричными 
относительно главной диагонали матрицы.  

В работе [9] было показано, что если выполняется 
условие (18), то элементы матрицы NR  также являются 
симметричными относительно и побочной диагонали, т.е.  

( ) ( )
0 1 1( ) 2

1, 1 1, 1
1

l l
N m N n

o

L il
N m N n N m N n e

l
R P e   

    
  

       


    

( ) ( )
0

( ) ( )
0

( ) 2

1

( ) 2

1

,

l l
m n

o

l l
n m

o

L il
mn e

l

L il
nm e nm

l

P e

P e R

  

  

 

 

   



  



  

  




  (20) 

где ( )lP  – мощность источника l -го сигнала, 2
oe  – дис-

персия (мощность) шумов в каналах решетки, 
1,

( )
0,nm

npu n m
n m

npu n m
 


    

 – дельта-функция, и 

nm mn  .  

Корреляционная матрица NR , в которой выполняют-
ся соотношения (19) и (20), называется персимметрич-
ной эрмитовой матрицей. Корреляционная матрица 

 ( ) ( )H
N N NE k kR z z  сигналов ( )z k , сформированная 

на основе векторов ( )N kz , см. (3), также является пер-
симметричной эрмитовой матрицей.  

Преобразования, приводящие  
к арифметике действительных чисел 

В работе [12] для компенсатора боковых лепестков 
на базе антенной решетки, входные сигналы который 
образуют персимметричную корреляционную матрицу, 
был получен адаптивный алгоритм в арифметике дей-
ствительных чисел.  

В настоящей работе эти результаты использованы 
для получения адаптивных LC CM RLS- и LC CM LMS-
алгоритмов на основе целевой функции (2) для многолу-
чевых ААР с нечетной симметрией.  

Для получения указанных алгоритмов в качестве 

оценки корреляционной матрицы ( )N kR  сигналов ( )nz k  
необходимо использовать прямое-обратное усреднение 

оценки персимметричной матрицы ˆ ( )N kR  и матрицы 

ˆ ( )N N NkJ R J :  

1

1 ˆ ˆ( ) ( ) ( )
2

1 ( ) ( ) ( ) ( )
2

N N N N N

k
k i H T

N N N N N N
i

k k k

i i i i
k





 



    

   

R R J R J

z z J z z J


, (21) 

а в качестве оценки вектора взаимной корреляции ( )N kr  

сигналов ( )nz k  и ( )d k  – прямое-обратное усреднение 

вектора ˆ ( )N kr  и вектора ˆ ( )N N kJ r : 

1

1 ˆ ˆ( ) ( ) ( )
2

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ,
2

N N N N

k
k i

N N N
k

k k k

i d i i d i
k





  



    

   

r r J r

z J z


 (22) 

где  
0 0 0 1
0 0 1 0
0 0 0 0
0 1 0 0
1 0 0 0

N

 
 
 
 
 
 
  

J







 (23) 

Перестановочная матрица, а   – параметр экспо-
ненциального взвешивания обрабатываемых сигналов, 
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часто используемый в RLS-алгоритмах. В уравнении (15) 
этот параметр не использован. 

Из-за наличия шума , ( )o N ke , см. (12), симметричные 

элементы вектора ( )N kx , а значит и вектора ( )N kz , см. 
(3), не являются комплексно-сопряженными даже в ААР 
с нечетной симметрией. Однако, согласно (22), вектор 

Nr  является нечетно симметричным. Знаком « ~ » 
(тильда) в настоящей работе обозначены переменные, 
обладающие нечетной симметрией.  

Матрицу NR  можно использовать в алгоритмах вы-
численная ВК ААР в арифметике комплексных чисел. По 
сравнению с ˆ

NR  матрица, NR  является более точной 

оценкой матрицы NR  в терминах евклидового расстоя-
ния [12]. Это обусловлено тем, что в (21) и аналогично в 
(22) на каждой итерации участвует удвоенное число век-
торов. На самом деле эквивалентное число этих векто-
ров несколько меньше, так как векторы ( )N kz  и 

( )N N kJ z  не являются статистически независимыми [9].  

Однако, как следует из (21) и (22), адаптивные алго-
ритмы на основе оценок с использованием прямого-
обратного усреднения требуют в два раза большего 
числа арифметических операций, чем алгоритмы на ос-
нове прямого усреднения, что является ценой более 

точной оценок матрицы NR  и вектора Nr . Число этих 
операций можно уменьшить, выполнив (21) и (22) в 
арифметике действительных чисел, что возможно, бла-
годаря персимметричной структуре матрицы (21) и не-
четной симметрии вектора (22).  

Для этого с помощью преобразующей матрицы вида 

2 2

2 2

1
2

N N
N

N Nj j
 

   

I J
U

J I
 (24) 

при четных N  или вида 

     

   

     

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2
2

N N N

T T
N N N

N N Nj j

  

 

  

 
 
 
 

  

I 0 J

U 0 0

J 0 I

 (25) 

при нечетных N  [12] уравнения (21) и (22) в арифметике 
комплексных чисел необходимо преобразовать в урав-
нения в арифметике действительных чисел  

,1 ,1 ,2 ,2

( ) ( )

( 1) ( ) ( ) ( ) ( )

H
N N N N

T T
N N N N N

k k
k k k k k

 

   

R U R U
R z z z z


 (26) 

и 

,1 1 ,2 2

( ) ( )

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
N N N

N N N

k k

k k d k k d k

 

   

r U r

r z z


 (27) 

а затем использовать оценки (26) и (26) в адаптивных 
LC слепых алгоритмах в арифметике действительных 
чисел. Переменные, используемые в уравнениях (26) и 

(27), определяются как ,1( ) Re ( )N N Nk k   z U z , 

,2 ( ) Im ( )N N Nk k   z U z ,  1 ( ) Re ( )d k d k  и 

 2 ( ) Im ( )d k d k . Здесь и далее действительные пе-
ременные обозначены сверху прямой чертой.  

Полученные с помощью (21), (22) нечетно-симмет-

ричные комплексные векторы ВК ( )N kh  и полученные с 

помощью (26), (27) действительные векторы ВК ( )N kh  
связаны между собою как  

( ) ( )N N Nk kh U h   (28) 
и 

( ) ( )H
N N Nk kU h h ,  (29) 

т.к. в силу унитарности матриц NU  справедливо соот-
ношение 

H
N N NU U I ,  (30) 

где NI  – единичная матрица.  

LC CM RLS-алгоритм  
в арифметике действительных чисел 

Оптимальный вектор комплексных ВК ( )N kh , вычисля-
емый на базе LC RLS алгоритмов для ААР, как разновид-
ности многоканального адаптивного фильтра, имеет вид  

1

11 1 1

ˆ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

N N N

H H
N NJ NJ N NJ J NJ N N

k k k

k k k



  

 

       

h R r

R C C R C f C R r
, (31) 

где матрица NJC  и вектор Jf  задаются уравнениями (5) – 
(7) для каждой из решеток многолучевой ААР [2].  

Можно показать, что в ААР с нечетной симметрией 

комплексный вектор ВК ( )N kh , вычисляемый с исполь-
зованием (21) и (22) как  

1 1

11 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

N N N N

H H
NJ NJ N NJ J NJ N N

k k k k

k k k

 

 

  

       

h R r R

C C R C f C R r

  

  
 (32) 

также обладает нечетной симметрией, что позволяет, 
используя (28), преобразовать уравнение (32) в уравне-
ние ВК ( )N kh  в арифметике действительных чисел 

1 1

11 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

N N N N N N NJ

T T
NJ N NJ J NJ N N

k k k k k

k k k

 

 

   

       

h U h R r R C

C R C f C R r


 (33) 

которое можно затем рекурсивно вычислять с помощью 
алгоритмов, представленных в [2].  

В уравнениях (31) – (33), вектор Jf  изначально опре-
делен как действительный, см. (7). Поэтому прямой чер-
той сверху он не обозначен. Также отсутствует обозна-
чение « ~ » в комплексной матрице NJC , состоящей из 

J  вектор-столбцов ( )j
Nc , не обязательно нечётно-сим-

метричных в уравнении (32) и нечётно-симметричных в 
уравнении (33).  

Согласно уравнениям (26) и (27), матрица ( )N kR  и 

вектор ( )N kr  на каждой итерации по времени k  обновля-
ются дважды с использованием действительных векторов 

,1( )N kz  и ,2 ( )N kz . Поэтому, подобно RLS-алгоритмам, в 

которых эти вектор и матрица оцениваются на скользящем 
окне [2], в рассматриваемом далее LC CM RLS-алгоритме 
вычислительные процедуры, связанные с линейными 
ограничениями, а также с вычислением векторов коэффи-
циентов Калмана, на каждой итерации k  необходимо вы-
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полнять дважды. Как следствие, результирующие алгорит-
мы состоят из двух однотипных групп последовательно 
выполняемых вычислений, в каждой из которых использу-

ются только переменные ,1( )N kz  и 1 ( )d k  или переменные 

,2 ( )N kz  и 2 ( )d k . Эти же алгоритмы могут быть получены и 
в параллельной форме, ориентированной на выполнение с 

помощью двух процессоров [2]. 
Следуя приемам [2], на базе уравнений (26), (27) и (33) 

был получен LC CM RLS-алгоритм адаптивной фильтра-
ции для ААР с нечетной симметрией, большая часть ко-
торого выполняется в арифметике действительных чисел. 
Вычислительная процедура этого алгоритма для одной 
решетки многолучевой ААР приведена в табл. 1.  

Таблица 1. LC CM RLS-алгоритм в арифметике действительных чисел для ААР с нечетной симметрией 

Вычисления Ссылки 
11 2

1 1

2

(0) , (0) ,

(0) (0) , (0) (0), ,

(0) (0), (0) (0), ( ) , 1, 2, ...,

H
N N NJ NJ NJ NJ

N NJ J N N NJ N NJ

NJ N NJ N N N d k s const k K


 

 

    
  

    

Initialization : R I Q C C C

h Q f R R C U C

Q U Q h U h



 


 

(1.0) 

1, 2, ,k KFor    

( ) ( 1) ( )H
N Ny k k k h x  (1.1) 

( ) ( ) ( )N Nk k y kz x
 

(1.2) 

,1( ) Re ( )N N Nk k   z U z ,   2
1 ( ) Re ( )d k d k s   (1.3) 

Вычисление ,1( )N kg  (1.4) 

,1 ,1( ) ( )T
J NJ Nk kν C g  (1.5) 

,1 ,1( ) ( ) ( 1)T T
J N NJk k k υ z Q  (1.6) 

,1 ,1
,1 ,1 ,1

,1 ,1

( ) ( )
( ) ( 1) ( ) ( )

1 ( )

T
J JT

NJ NJ N J J T
J J

k k
k k k k

k
 

          

ν υ
Q Q g υ I

υ ν
 

(1.7) 

,1 ,1 ,1( ) ( ) (0) ( )T
NJ NJ NJ J NJ NJk k k     Q Q Q I C Q  (1.8) 

,1 1 ,1( ) ( ) ( 1) ( )T
N N Nk d k k k   h z  (1.9) 

,1 ,1 ,1( ) ( 1) ( ) ( )N N N Nk k k k   h h g  (1.10) 

,1 ,1 ,1 ,1( ) ( ) ( ) ( )T
N N NJ J NJ Nk k k k     h h Q f C h  (1.11) 

 ,2 ( ) Im ( )N N Nk kz U z ,  2 ( ) Im ( ) 0d k d k   (1.12) 

Вычисление ,2 ( )N kg  (1.13) 

,2 ,2( ) ( )T
J NJ Nk kν C g  (1.14) 

,2 ,2 ,1( ) ( ) ( )T T
J N NJk k kυ z Q  (1.15) 

,2 ,2
,2 ,1 ,2 ,2

,2 ,2

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 ( )

T
J JT

NJ NJ N J J T
J J

k k
k k k k

k
 

         

ν υ
Q Q g υ I

υ ν
 

(1.16) 

,2 ,1( ) ( ) (0) ( )T
NJ NJ NJ J NJ NJk k k     Q Q Q I C Q  (1.17) 

,2 2 ,1 ,2( ) ( ) ( ) ( )T
N N Nk d k k k  h z  (1.18) 

,2 ,1 ,2 ,2( ) ( ) ( ) ( )N N N Nk k k k  h h g  (1.19) 

,2 ,2( ) ( ) ( ) ( )T
N N NJ J NJ Nk k k k     h h Q f C h  (1.20) 

( ) ( )H
N N Nk kh U h

 
(1.21) 

kEnd for   
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Алгоритмы для каждой из решеток многолучевой ААР 
различаются значениями векторов ( )j

Jf , см. выражение 

(7), выходными сигналами решеток ( ) ( )jy k , а значит, и 

векторами ( ) ( )j
N kz , см. (3). 

При инициализации алгоритма (табл. 1) использовано 
соотношение 

(0)

(0),

H H
NJ N NJ NJ N N NJ

H
N NJ NJ NJ N NJ

   
   

Q U C C U U C

U C C C U Q
  (34) 

так как, H H
N N N N N U U U U I , см. (30). С помощью урав-

нения (1.1) формируется выходной сигнал ААР ( )y k , а с 
помощью уравнения (1.21) выполняется преобразование 

действительных ВК ( )N kh  в комплексные ВК ( )N kh , 

участвующие в формировании сигнала ( )y k  на следу-
ющей итерации работы алгоритма. 

Cложность алгоритма (см. табл. 1) определяется вы-
числениями, которые выполняются как в арифметике 
комплексных чисел, так и в арифметике действительных 
чисел. Вычисления в соответствии с уравнениями (1.1) – 
(1.3), (1.12) и (1.21) выполняются в арифметике ком-
плексных чисел, а остальные – в арифметике действи-
тельных чисел. Вычислительная сложность части LC CM 
RLS-алгоритма, представленной в табл. 1, является ли-
нейной функцией числа N  элементов ААР. Полная же 
сложность этого алгоритма определяется с учетом про-
цедур вычисления действительных векторов коэффици-
ентов Калмана ,1( )N kg  и ,2 ( )N kg , которая является 

квадратичной функцией числа N . В качестве таких про-
цедур могут быть использованы вычисления, основан-
ные на лемме об обращении матрицы, обратном QR-
разложении с операциями или без операций извлечения 
квадратного корня или преобразовании Хаусхолдера с 
квадратичной вычислительной сложностью 2( )O N  [2]. 

LC CM LMS-алгоритм  
в арифметике действительных чисел 

Используя рассмотренные в [2] приемы и уравнения 
(3) и (4), можно также получить LC CM LMS-алгоритм 
вычисления комплексных ВК ( )N kh  для одной решетки 
многолучевой ААР в виде 

( ) ( ) ( )H
N N NJ J NJ Nk k k     h h Q f C h , (35) 

где матрица NJQ  определяется как 
1H

NJ NJ NJ NJ


   Q C C C , (36) 

вектор ( )N kh  – как 

( ) ( 1) ( ) ( )N N Nk k k k     h h z ,  (37) 

а сигнала ошибки ( )k  – как 

2

( ) ( ) ( 1) ( )

( 1) ( ).

H
N N

H
N N

k d k k k

s k k

    

  

h z

h z
 (38) 

Известно [2], что LMS-алгоритм можно получить как 
результат упрощения RLS-алгоритма, в котором корреля-
ционная матрица и вектор взаимной корреляции оцени-

ваются лишь на одном отсчете обрабатываемых сигна-
лов. В этом случае уравнения (26) и (27) принимают вид  

  


,1 ,1 ,2 ,2

1( ) [ ( ) ( )
2

( ) ( ) ]

( ) ( ) ( ) ( )

H H
N N N N N

T
N N N N

T T
N N N N

k k k

k k

k k k k



  


 

 

U R U z z

J z z J

z z z z

 (39) 

и 

,1 1 ,2 2

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

( ) ( ) ( ) ( ).

N N N N N

N N

k k d k k d k

k d k k d k

        
 

r U z J z

z z
 (40) 

Используя (39) и (40) и приемы, аналогичные прие-
мам при получении уравнений (35) – (38), уравнения (35) 
и (37) в арифметике комплексных чисел для ААР с не-
четной симметрией можно привести к уравнениям в 
арифметике действительных чисел 

,1 1 ,2 2

,1 ,1 ,2 ,2

,1 1 ,1

,2 2 ,2

,1 1 ,2

( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( 1)

( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1)

( ) ( ) ( ) ( 1)

( 1) ( ) ( ) ( )

N N N N

T T
N N N N N

T
N N N N

T
N N N

N N N

k k k d k k d k

k k k k k

k k d k k k

k d k k k

k k k k









  

       
     

       
     

   

h h z z

z z z z h

h z z h

z z h

h z z 2 ( )k  

(41) 

и 

( ) ( ) ( )T
N N NJ J NJ Nk k k     h h Q f C h . (42) 

Полученный таким образом LC CM LMS-алгоритм для 
одной решётки многолучевой ААР приведен в табл. 2.  

В табл. 2, переменная   – это шаг сходимости гра-
диентных адаптивных алгоритмов. Его максимально до-
пустимое значение  

max 2

1

xN



 . (43) 

соответствует такому значению для LMS-алгоритма с 
комплексными ВК [2], так алгоритм в арифметике дей-
ствительных чисел (41), (42) эквивалентен алгоритму в 
арифметике комплексных чисел (35), (37). 

Сложность алгоритма (см. табл. 2) определяется вы-
числениями, которые выполняются как в арифметике 
комплексных чисел, так и в арифметике действительных 
чисел. Вычисления в соответствии с уравнениями (2.1) – 
(2.3), (2.5) и (2.6) выполняются в арифметике комплекс-
ных чисел, а остальные вычисления – в арифметике 
действительных чисел. Эта сложность является линей-
ной функцией числа N  элементов ААР. 

Моделирование алгоритмов 
Работоспособность и эффективность полученных ал-

горитмов в арифметике действительных чисел в сравне-
нии с соответствующими им эквивалентными алгорит-
мами в арифметике комплексных чисел подтверждена 
компьютерным моделированием трехлучевой линейной 
эквидистантой ААР с числом элементов 8N   и межэле-
ментным расстоянием 0 00.5d  . Основные лучи трех 

решеток были ориентированы в направлениях (1) 0S   , 
(2) 20S    и (3) 40S    на источники CM-сигналов.  
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Таблица 2. LC CM LMS -алгоритм в арифметике действительных чисел для ААР с нечетной симметрией 

Вычисления Ссылки 
1

2

(0), (0) ,

(0) (0) , , (0) (0),

(0) (0), ( ) , 1, 2, ...,

H
N NJ NJ NJ NJ

N NJ J NJ N NJ NJ N NJ

N N N d k s const k K


   

  

   

Initialization : x Q C C C

h Q f C U C Q U Q

h U h




 

(2.0) 

1, 2, ,k KFor    

( ) ( 1) ( )H
N Ny k k k h x  (2.1) 

( ) ( ) ( )N Nk k y kz x
 

(2.2) 

,1( ) Re ( )N N Nk k   z U z ,   2
1 ( ) Re ( )d k d k s   (2.3) 

1 2 ,2( ) ( ) ( 1) ( )T
N Nk d k k k   h z  (2.4) 

,2 ( ) Im ( )N N Nk k   z U z ,  2 ( ) Im ( ) 0d k d k 
 

(2.5) 

2 2 ,2( ) ( ) ( 1) ( )T
N Nk d k k k   h z  (2.6) 

,1 1 ,2 2( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )N N N Nk k k k k k        h h z z  (2.7) 

( ) ( ) ( )T
N N NJ J NJ Nk k k     h h Q f C h

 
(2.8) 

( ) ( )H
N N Nk kh U h  (2.9) 

kEnd for   

 
Источник некоррелированной помехи (моделирова-

лась как белый гауссов шум) располагался в направле-
нии (4) 20S    . Таким образом, число сигналов L , при-
нимаемых каждой из антенн ААР, равнялось четырем. 
Отношение сигнал-помеха на входе каждой антенны для 
некоррелированной помехи задавалось равным –20 дБ, 
а отношение сигнал-шум в каждом из каналов – равным 
30 дБ. Шум в каналах решетки моделировался как белый 
гауссов шум. Каждая из решеток в качестве полезного 
сигнала принимала один из СМ-сигналов с Phase Shift 
Keying (PSK) модуляцией: PSK-4, PSK-8 или PSK-16. Два 
других PSK-сигнала представляли собой коррелирован-
ные помехи с отношением сигнал-помеха, равным 0 дБ.  

В арифметике комплексных чисел в качестве LC CM 
RLS-алгоритма использовался алгоритм на основе пря-
мого усреднения корреляционной матрицы и вектора 
взаимной корреляции [26], а в качестве LC CM LMS-ал-
горитма использовались уравнения (35) – (38). Алгорит-
мы в каждой из решеток многолучевой ААР различались 
векторами ( )j

Jf , выходными сигналами решеток ( ) ( )jy k , 

а значит, и векторами ( ) ( )j
N kz , см. уравнение (3).  

Рассматривались два случая: а) – когда все три ААР 
функционировали независимо, б) – когда все три ААР 
функционировали зависимо.  

Случай а) означает, что с помощью уравнения (4) за-
давалось только ограничение на значение основного луча 
решетки, а сигналы, приходящие из направлений основ-
ных лучей соседних решеток, подавлялись адаптивно, что 
соответствовало трем независимым друг от друга одно-
лучевым ААР, в которых 

( )j
NJ NC c  (44) 

и  
( ) ( )j j
J ff . (45) 

В случае б) совокупность линейных ограничений зада-
валась помощью уравнения (5) и (7), что соответствовало 
трем зависимым друг от друга однолучевым ААР. Эта 
зависимость определялась уравнением (7), задающим 
нулевые значения ДН в направлениях основных лучей 
соседних решёток.  

Результаты моделирования показаны на рис. 2 –  
рис. 4. Здесь в логарифмическом масштабе представле-
ны усредненные по 100 экспериментам переходные 
процессы в терминах модуля ДН ( )F   в направлении 

на источник некоррелированной помехи. 
Оттенки кривых на рис. 2 и рис. 3 соответствуют пере-

ходным процессам в многолучевой ААР, ДН которых в 
логарифмическом масштабе показаны на рис. 4 кривыми 
аналогичных оттенков. Вертикальные стрелки на рис. 4 
указывают направления на источники CM-сигналов и на 
источник некоррелированной помехи. 

Из сравнения рисунков следует, что при приеме антен-
ной решеткой нескольких CM-сигналов независимая адап-
тация обеспечивает худшие результаты, чем зависимая с 
использованием адаптивных алгоритмов как в арифметике 
комплексных чисел, так и в арифметике действительных 
чисел. Это подтверждает тот факт, что коррелированные 
помехи с помощью адаптивных LC CM-алгоритмов подав-
ляются плохо [19], а единственное линейное ограничение 
(4), (44) и (45) лишь обеспечивает сохранение основного 
луча, предотвращая явление захвата CM-помех. 
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 а)  б) 

      
 в)  г) 

Рис. 2. LC CM RLS-алгоритм, переходные процессы: а) – независимая адаптация, алгоритм в арифметике комплексных чисел; 
б) – независимая адаптация, алгоритм в арифметике действительных чисел; 

в) – зависимая адаптация, алгоритм в арифметике комплексных чисел;  
г) – зависимая адаптация, алгоритм в арифметике действительных чисел 

      
 а)  б) 

      
 в)  г) 

Рис. 3. LC CM LMS-алгоритм, переходные процессы: а) – независимая адаптация, алгоритм в арифметике комплексных чисел; 
б) – независимая адаптация, алгоритм в арифметике действительных чисел; в) – зависимая адаптация, алгоритм  

в арифметике комплексных чисел; г) – зависимая адаптация, алгоритм в арифметике действительных чисел 
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 а)  б) 

      
 в)  г) 

Рис. 4. ДН в установившемся режиме: а) – LC CM RLS-алгоритм, независимая адаптация;  
б) – LC CM RLS-алгоритм, зависимая адаптация; в) – LC CM LMS-алгоритм, независимая адаптация;  

г) – LC CM LMS-алгоритм, зависимая адаптация 

Лучшее качество демонстрирует зависимая адапта-
ция, при которой на каждой итерации алгоритма с помо-
щью линейных ограничений поддерживаются требуемые 
значения ДН: максимум основного луча в направлении 
источника полезного сигнала и нули в направлениях на 
источники коррелированных помех, см. рис. 4б. Из рис. 2в 
и рис. 2г следует, что в случае зависимой адаптации LC 
CM RLS-алгоритм в арифметике действительных чисел 
в установившемся режиме обеспечивает в среднем на 
2…3 дБ более глубокие провалы в ДН в направлениях 
на источники адаптивно подавляемых помех и примерно 
в 1.5 … 2 раза более короткий переходный процесс чем 
аналогичный алгоритм в арифметике комплексных чи-
сел. Это свидетельствует о более высокой функцио-
нальной эффективности LC CM RLS-алгоритма в ариф-
метике действительных чисел.  

Из рис. 3в и рис. 3г следует, что в случае зависимой 
адаптации LC CM LMS-алгоритм в арифметике действи-
тельных чисел в установившемся режиме также обеспе-
чивает в среднем на 2…3 дБ более глубокие провалы в 
ДН в направлениях на источники адаптивно подавляе-
мых помех чем аналогичный алгоритм в арифметике 
комплексных чисел. Длительность переходных процес-
сов в обоих LMS-алгоритмах примерно одинаковая. 
Заключение 

Таким образом, прямое-обратное усреднение позво-
ляет улучшить оценки корреляционной матрицы сигна-
лов, принимаемых ААР с нечетной симметрией, и векто-
ра взаимной корреляции этих сигналов с требуемым 
сигналом, и, как следствие, боле точно рассчитать ВК, а 
значит получить более глубокие провалы в ДН в направ- 

лениях на источники помех, а также сократить примерно 
в два раза длительность переходных процессов адап-
тивного LC CM RLS-алгоритма в арифметике действи-
тельных чисел по сравнению с аналогичным алгоритмом 
в арифметике комплексных чисел, в котором указанные 
оценки получаются путем прямого усреднения.  

Более глубокие провалы в ДН ААР достигаются и при 
использовании прямого-обратного усреднения в LC CM 
LMS-алгоритме. Однако по сравнению с аналогичным 
алгоритмом в арифметике комплексных чисел длитель-
ность переходного процесса остается практически неиз-
менной, т.к. на каждой итерации в усреднении участвует 
всего один отсчет вектора сигналов, принимаемых ан-
теннами ААР. 

Также следует отметить, что несмотря на то, что 
большинство операций в алгоритмах в арифметике дей-
ствительных чисел выполняются дважды (см. табл. 1 и 
табл. 2), число этих операций примерно в два раза 
меньше эквивалентного числа действительных операций 
в алгоритмах в арифметике комплексных чисел, так как 
одна комплексная операция умножения со сложением 
требует четыре действительных операций умножения и 
четыре действительных операций сложения.  

Таким образом, по сравнению с алгоритмами в 
арифметике комплексных чисел, рассмотренные в рабо-
те адаптивные алгоритмы в арифметике действитель-
ных чисел требуют примерно в два раза меньше опера-
ций на одну итерацию. Поэтому, эти алгоритмы могут 
найти применение в ААР радиосистем цифровой связи, 
принимающих CM-сигналы, при ограничениях на вычис-
лительную мощность используемого ЦСП.  
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