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Проведено цифровое моделирование процесса прохождения сла-
бого сигнала и шума через нелинейный активной фильтр низкой 
частоты. Сигнал представлял собой периодическую последова-
тельность биполярных импульсов с одинаковыми амплитудами. 
Были найдены области параметров нелинейного фильтра и сигна-
ла, в которых коэффициент передачи по отношению сигнал/шум  
существенно выше, чем у линейного фильтра. Показано, что 
наилучшие условия фильтрации реализуются для сигналов типа 
меандра, амплитуда которых соизмерима со среднеквадратическим 
значением мощности шума. 
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Введение 

При прохождении сигнала и внешнего шума 
через нелинейную систему возникают процес-
сы их взаимодействия, которые описываются 
уравнением, аналогичным уравнению движе-
ния броуновской частицы в определённом по-
тенциальном поле при действии на неё гармо-
нического сигнала и практически белого шума в виде 
стационарного гауссовского случайного процесса со 
временем корреляции, существенно меньшим других 
характерных времён задачи. В нелинейных системах с 
потенциальной функцией, имеющей два устойчивых 
положения равновесия и потенциальный барьер между 
ними, наблюдается рост выходного отношения сиг-
нал/шум (S/N) с увеличением дисперсии шума в опре-
делённой области её изменения. Процесс сопровожда-
ется передачей энергии шума в слабый сигнал. Такое 
усиление сигнала вызвано совпадением его частоты  со 
средней частотой Крамерса переходов через потенци-
альный барьер в результате действия шума. Этот эф-
фект получил название стохастического резонанса и в 
настоящее время детально исследован [1-3]. 

В случае, когда мощность сигнала соизмерима с 
дисперсией шума в нелинейных системах возникает 
эффект стохастической фильтрации (СФ) сигнала, в 
результате которого отношение S/N на выходе нели-
нейной системы превышает аналогичное отношение на 
её входе. Данный эффект впервые был обнаружен в 
результате численного анализа [4] следующего уравне-
ния: 

( ) ( ) ( ) ,du W u a t t
dt

      (1) 

где u  – реакция на выходе системы, 4( ) / 4W u bu  – 
потенциальная функция критического вида. Внешнее воз-
действие на систему определялось суммой гармоническо-
го сигнала 0 0( ) cos( )a t a t   и практически белого шума 

( )t , ( )W u  – производная потенциальной функции,   – 
постоянная времени системы. Теоретический анализ этого 
эффекта представлен в [5] и показывает, что СФ возника-
ет в результате подавления шума сигналом.  

Поскольку входной сигнал имеет в спектре всего одну 
гармонику, то отношение S/N определялось как отношение 

квадрата амплитуды сигнала (мощности гармоники) к спек-
тральной плотности шума на частоте 0  сигнала. Филь-
трующие свойства системы оценивались на основе коэф-
фициента передачи вых( / ) /( / )вхq S N S N . Очевидно, 
что для линейной системы 1q  . В [4] были найдены 
области параметров системы и сигнала, где 

1.3...1.4q  . Эффект СФ наблюдался [6-8] также в ре-
зультате аналогового моделирования (1) для акустиче-
ских сигналов прямоугольной формы. 

Результаты численного моделирования [4] были экс-
периментально подтверждены в [9] для нелинейного 
фильтра низкой частоты первого порядка, построенного 
на основе двух одинаковых туннельных диодов с посто-
янными напряжениями смещения. Отметим, что порядок 
фильтра совпадает с порядком стохастического диффе-
ренциального уравнения, описывающего прохождение 
сигнала и шума через систему. В [9] было установлено, 
что уравнению (1) подчиняется напряжение u  на ёмко-
сти фильтра с потенциальной функцией 

2 4( ) (1 ) / 2 / 4 ,н нW u R A u R Bu    (2) 

где нR  – сопротивление нагрузки, А  и В  – параметры 
результирующей вольт-амперной характеристики систе-
мы диодов, нR C   – постоянная времени, С  – вели-
чина ёмкости в фильтре. Исследования [9] показали, что 
эффект СФ носит пороговый характер и реализуется, 
если мощность сигнала соизмерима с дисперсией шума. 
В [10] СФ была обнаружена также в нелинейном филь-
тре второго порядка. Так как аналитические методы ис-
следования указанных эффектов достаточно трудоёмки, 
то большое значение в их анализе имеют численные 
методы. В последнее время в [11] разработан метод, 
показавший, что СФ имеет место не только в фильтрах 
низких, но и высоких частот сигнала, схемы которых 
представлены в [11]. 
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Цель данной работы – на основе разработанного в 
[11] подхода проанализировать эффект СФ в случае 
сигнала, который в спектре имеет не одну, а большое 
число гармоник. Локальное по спектру определение 
отношения S/N, используемое в случае сигнала с одной 
гармоникой, здесь неприемлемо. Фильтрующие свой-
ства системы, на наш взгляд, удобнее оценивать на 
основе интегрального по спектру отношения S/N: 

2 2/ / ,n
n

S N A    

где 22
n

n

    – дисперсия шума с комплексными 

амплитудами его гармоник n , nA  – амплитуды гармо-
ник сигнала. Данное определение S/N, применяемое как 
на входе, так и на выходе фильтра, есть отношение 
мощностей сигнала и шума. Сразу отметим, что при 
данном определении S/N коэффициент передачи q  
может принимать значения, существенно превышаю-
щие единицу даже для линейной системы, поэтому по-
лученные результаты сравнивались с данными для ли-
нейного фильтра. 

Параметры нелинейного фильтра и сигнала 

Для исследования в настоящей работе был  
рассмотрен нелинейный фильтр низких частот первого 
порядка с потенциалом (2) критического вида, что  
и в эксперименте [9] со следующими параметрами: 

1 65нR А Ом   и 15С нФ . После введения масшта-

бов по напряжению 1/ 2( ) 0.5M нu BR В   и времени 
610Mt с    безразмерное уравнение (1) для напря-

жения на ёмкости принимает вид 

3 ( ) ( ) ,du u h t t
dt

     (3) 

где ( ) ( ) / Mh t а t u  и ( ) ( ) / Mt t u    – соответственно 
безразмерные сигнал и шум. В уравнении (3) напряже-
ние u  также является безразмерным. 

В качестве входного сигнала рассматривалась пери-
одическая последовательность биполярных прямо-
угольных импульсов одинаковой амплитуды h , дли-
тельности и  и периодом сT . Вид входного сигнала 
представлен на рис. 1. На каждом периоде сигнал име-
ет нулевое среднее значение. На первом периоде 

, 0 ,
( )

, / 2 / 2 .
и

с с и

h t
h t

h T t T
  

     
 (4) 

Шаг решения уравнения (3) по времени t  выбирал-
ся равным времени корреляции шума 710k c   [9]. По-

скольку k  есть величина на порядок меньшая постоян-
ной   времени фильтра, то шум можно считать практи-
чески белым. При этом использовалась модель шума, в 
которой не детализируется его поведение на интервале 
времени k . В каждой точке отсчёта времени nt n t   
включался датчик случайных чисел, распределённых по 
нормальному закону с нулевым средним значением и 

дисперсией 2 2   , где черта обозначает среднее зна-

чение по времени. Очевидно, что после усреднения по 
большому числу реализаций шума, его корреляционная 
функция имеет вид 2( ) ( )n k nkt t      . Полное число 

N  отсчётов по времени определялось длительностью 
T  исследуемых процессов: /N T t  . 

 
Рис.1.  Форма сигнала на входе фильтра в зависимости  

от числа n отсчётов моментов времени nt t n  .  

Параметры сигнала: 1,h   0.125   и 78cf s f кГц    

В случае детерминированной правой части уравне-
ния (3) его решение находится с помощью общепринято-
го метода Рунге-Кутта. Для исследуемого стохастическо-
го дифференциального уравнения и выбранной модели 
шума, с нашей точки зрения, наиболее корректным ме-
тодом решения (3) является численный метод Эйлера-
Коши [11].  

Предварительный анализ спектров сигналов. 
Отношение сигнал/шум 

Спектры входных и выходных процессов находились 
на основе дискретного преобразования Фурье (ДПФ), 
которое содержит полное число N  отсчетов времени 
наблюдения. При этом амплитудный спектр является 
симметричным относительно гармоники с номером 

/ 2N , частота которой соответствует теореме отсчетов: 

max / 2 1/ (2 )kf fN    , где 1/f T   – разность между 

соседними частотами. Отметим, что при 2mN   ДПФ 
требует меньшее число вычислений, поэтому в работе 
полагалось 142N  , что соответствует эксперименталь-
ному значению 1.6T мс , которое несколько превыша-
ет длительность сигналов в [9]. 

Простые вычисления показывают, что отличные от 
нуля амплитуды входного сигнала (4) имеют вид 

  1/ 2
(2 1) 2(1 cos 2 (2 1) ) ,

(2 1)k s
hh k
k        

  (5) 

где /и cT    – безразмерная длительность импульса, 

/cs f f   – число, определяющее частоту сигнала cf  
или число периодов сигнала на интервале времени рас-
смотрения T . 

Сопоставление точных значений (5) с расчетными 
величинами амплитуд на основе ДПФ показало, что ме-
тод ДПФ приводит к правильным результатам практичес-
ки во всей области спектра кроме малой  области вбли- 
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зи его границы, где погрешность вычислений не превы-
шала 50 %. Анализ спектра выходного сигнала в отсут-
ствии шума показал, что кроме частот основных гармо-
ник с номерами (2 1) ,3 ,5 ,...n k s s s s    он содержит 
гармоники с комбинационными частотами, амплитуды 
которых малы. На рис. 2 изображены два выходных 
сигнала, один из которых является точным, так как по-
строен с учётом всех гармоник и удовлетворяет 
начальному условию (0) 0u  , а второй построен толь-
ко с учётом основных гармоник. Видно, что эти два ре-
шения незначительно отличаются между собой только 
на начальной стадии первого периода сигнала. На 
остальных периодах эти решения совпадают. 

 
Рис. 2. Сигнал на выходе фильтра в зависимости  

от числа n  отсчётов моментов времени nt t n  ,  

соответствующий входному сигналу на рис. 1. Пунктирная 
кривая построена с учётом всех частот выходного сигнала, 
а сплошная кривая – с учётом только его основных гармоник 

После установления номеров (2 1)n k s   сигналь-
ных гармоник было использовано следующее инте-
гральное по спектру отношение S/N:  

(2 1) 2 2
(2 1)

1
/ / ,

k s N

k s
k

S N A
 




   (6) 

где nA  – амплитуды гармоник сигнала с частотами 

2n fn   , которые соответственно  для сигналов на 
входе и выходе фильтра имеют вид 

( )

( )

[ ( ) ( )]exp( ),

( ) exp( ) .

вх
n n

n

вых
n n

n

A h t t j t

A u t j t

   

 




  

В расчёте дисперсии шума 2  сигнальные гармони-
ки во внимание не принимались. 

Результаты вычислений для различных реализаций 
входного шума незначительно отличались друг от дру-
га, поэтому полученные ниже данные усреднялись по 
количеству пусков K . Для определения числа K  про-
верялось свойство эргодичности шума, т.е. равенство 
его следующих средних значений по времени и по ан-
самблю реализаций: 

1 222 2 2 ( )

0 10

1 1( ) ,
T N K

i
n

n i
t dt

T K



 

            

где n  – амплитуды гармоник шума, ( )i  – значение 

шума в фиксированный момент времени на его i -ой 
реализации. Как показали вычисления, это равенство 
при 200K   выполняется с относительной погрешно-
стью не более 1 %. Отсюда все полученные результаты 
усреднялись по 200 реализациям входного случайного 
процесса. 

Основные результаты цифрового моделирования 

Исследуемая нелинейная система является низкоча-
стотным фильтром и в силу определения (8) выходное 
интегральное отношение S/N может существенно пре-
вышать входное отношение даже для линейной систе-
мы. Поэтому в работе проводилось сравнение коэффи-
циента ( / ) / ( / )вых вхq S N S N  передачи отношения S/N 
с аналогичным коэффициентом для линейной системы 
или RC-фильтра, который реализуется при замене в 
уравнении (3) 3u  на u . 

На рис. 3 представлена зависимость коэффициента 
передачи q  от безразмерной длительности импульса 
 . Из неё следует, что при 0.3   нелинейная филь-
трация преобладает над линейной, а для сигналов типа 
меандра ( 0.5  ) коэффициент передачи q  суще-
ственно превышает значение, соответствующее линей-
ной системе. Эта зависимость объясняется тем, что с 
ростом длительности импульса большое число сигналь-
ных гармоник расположено в области низких частот и не 
подавляются при фильтрации.  

 
Рис 3. Зависимость коэффициента передачи q   

от нормированной длительности импульса /и cT     

для частоты 78cf кГц  сигнала. Сплошная кривая –  

результаты в случае нелинейного фильтра, 
 пунктирная кривая – данные для линейного RC-фильтра 

Ниже основные результаты анализа приводятся для 
сигнала – меандра. На рис. 4 для двух значений пара-
метра  , определяемого величиной ёмкости С , пред-
ставлены зависимости q  от частоты сигнала cf . Из них 
следует, что в максимуме частотной зависимости, кото-
рая наблюдается в области 5…10 кГц, коэффициент 
передачи q  для нелинейного фильтра в 4 раза выше, 

чем у линейного фильтра. Падение q  с ростом cf  яв-
ляется стандартной зависимостью для низкочастотного 
фильтра. С уменьшением cf  сигнальный спектр сдвига-
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ется в низкочастотную область, в которой мощность 
выходного шума возрастает, в результате этого проис-
ходит падение q . С ростом параметра   диапазон по-
давления высоких частот увеличивается, что приводит к 
увеличению выходного отношения S/N и q . Однако 
дальнейшее увеличение   может привести к подавле-
нию амплитуд гармоник сигнала и уменьшению коэф-
фициента передачи q .  

 
Рис. 4. Зависимость q  от числа s , определяющего частоту 

scf f Гц   сигнала. Сплошные кривые – результаты  

для нелинейного фильтра, пунктирные кривые – данные  
для линейного RC-фильтра при 0.4h  . Кривые 1 и 1'  

соответствуют 15С нФ , а кривые 2 и 2' –  
ёмкости 30С нФ   

 

Рис. 5. Зависимость коэффициента передачи q  
 от амплитуды h  меандра для его частоты 39cf кГц . 

Сплошная кривая – результаты  
в случае нелинейного фильтра, пунктирная кривая – данные 

для линейного RC-фильтра 

Для фиксированных значений мощности шума, ча-
стоты и длительности импульса получена зависимость 
q  от амплитуды h  импульса, которая изображена на 
рис. 5. Как и в случае [9] гармонического сигнала, эта 
кривая указывает на пороговый характер возникновения 
эффекта СФ. Увеличение q  с ростом h  объясняется 
подавлением шума сигналом. При больших амплитудах 
h , как и в отсутствии шума, коэффициент передачи 
падает. На рис. 6 представлена зависимость q  от 
среднеквадратичной интенсивности шума   при фик-
сированных остальных параметрах фильтра и сигнала. 

Отметим, что с ростом   выходное отношение S/N мо-
нотонно убывает. Однако скорости убывания входного и 
выходного отношений S/N с ростом   отличаются, по-
этому кривая ( )q   имеет максимум. Приведённые ре-
зультаты численного моделирования практически не 
изменялись при варьировании начального условия и 
уменьшении в два раза времени корреляции шума. 

 
Рис. 6. Коэффициент передачи q   

в зависимости от среднеквадратичной  
интенсивности шума / Msigma u   для меандра  

с высотой импульсов 0.4h   и частотой 10cf кГц  

Заключение 

Проведённое исследование позволяет сделать сле-
дующие выводы. Основные закономерности, присущие 
эффекту СФ в случае гармонического сигнала, сохраня-
ются и в случае сигналов типа меандра. Численный ана-
лиз низкочастотного нелинейного активного фильтра 
позволил установить область параметров сигнала и 
фильтра, в которой его фильтрующие способности су-
щественно выше, чем у аналогичного линейного филь-
тра. Зависимости коэффициента передачи q  по отно-
шению сигнал/шум указывают на наличие оптимальных 
частот сигнала, его амплитуды и мощности шума для 
достижения наибольших значений q . Оптимальные ус-
ловия нелинейной фильтрации реализуются при мощно-
стях указанных сигналов соизмеримых с дисперсией 
шума. Вполне возможно, что существуют другие формы 
сигналов, в случае которых их стохастическая фильтра-
ция будет наблюдаться более ярко. Однако, на наш 
взгляд, оптимальные формы сигналов в основном опре-
деляются типом нелинейного фильтра. 
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IC FILTERING OF PERIODIC  
BIPOLAR SIGNAL 

Nefedov V.I., Reshetnyak S.A.,  
Tretyakov G.N. 

The process of passing a weak signal and noise through 
non-linear active low frequency filter was numerically inves-
tigated. The signal was a periodic sequence of bipolar puls-
es with the same amplitudes. Optimal areas of nonlinear 
filter and signal were found in which the signal/noise ratio is 
substantially higher than that of a linear filter. Shows that the 
best conditions are for signals like meandering, the ampli-
tude of which is comparable with the value of root mean- 
square of the noise power. 
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