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Синтезированы математические модели модулятора и демоду-
лятора с заданным порядком нелинейности на основе функциональ-
ного ряда. Проведена оценка сложности процедур обработки сигна-
лов на уровне количества используемых базисных функций. 
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Введение 
Широкое использование в современных системах пе-

редачи информации цифровой обработки сигналов не-
уклонно увеличивает возможности подобных систем с 
точки зрения количества и качества передаваемой ин-
формации. При этом достаточно узким местом оказыва-
ется непосредственно процедура преобразования ана-
логового сигнала в цифровой и обратно, неизбежно при-
водящая к информационным потерям. Именно поэтому 
разработка преобразований, позволяющих минимизиро-
вать подобные негативные моменты, является доста-
точно обоснованной и насущной задачей. В этой связи 
следует отметить, что наиболее рациональный путь 
снижения потерь – это переход от линейных систем об-
работки сигналов к нелинейным, поскольку подобная 
трансформация, по сути, осуществляет обобщение ли-
нейных частных случаев отображений сигналов на более 
широкий класс преобразований, включающих как линей-
ные, так и нелинейные эффекты. 

В данной работе исследуются процедуры нелиней-
ной модуляции и демодуляции, осуществляющие преоб-
разования конечномерных сигналов в континуальную 
форму и обратно. Причем делается попытка рассмот-
реть подобные трансформации в общем виде, не прибе-
гая к фиксации типа преобразований как каких-либо 
строгих функциональных зависимостей (например, экс-
поненциальных, степенных, гармонических и т.п.). В ка-
честве основы подобных операций положены функцио-
нальные ряды Вольтерра, обладающие достаточно ши-
рокими возможностями как с позиции последующей реа-
лизации получаемых алгоритмов, так и с позиции удоб-
ства пользования математическим аппаратом.  

Так, с одной стороны, существующая  теория рядов 
Вольтерра позволяет достаточно полно описать воз-
можные нелинейные эффекты, возникающие при преоб-
разовании аналоговых сигналов в дискретную форму, 
что делает возможным аналитическое оценивание каче-
ства синтезируемых систем и устройств. С другой сторо-
ны, использование обобщенных рядов Фурье с задан-
ным базисом (например, Котельникова) для разложения 
функциональных ядер Вольтерра приводит к реализуе-
мости операций многопараметрической свертки на базе 
методов цифровой обработки сигналов, а значит, появ-
ляется возможность реализации процедур нелинейной 
модуляции и демодуляции на современных процессорах  

обработки сигналов. Следует отметить, что в данном 
случае неизбежно появляется некоторая погрешность 
вследствие оперирования лишь с конечным числом ко-
эффициентов разложения ряда Фурье. Тем не менее, 
зачастую подобные ошибки аппроксимации оказываются 
пренебрежимо малыми, а в пределе стремятся вообще к 
нулю, что также позволяет варьировать качество синте-
зируемых систем за счет усложнения выполняемых ими 
операций. 

Таким образом, основной задачей данной статьи яв-
ляется разработка аналитической модели нелинейного 
модулятора и демодулятора в достаточно обобщенном 
виде (на базе функциональных рядов Вольтерра), позво-
ляющей ограничивать порядок нелинейности операций 
модуляции и демодуляции, что в свою очередь делает 
возможным задавать порог вычислительной сложности 
подобных процедур. В результате, главным побудитель-
ным мотивом постановки задачи синтеза модулятора и 
демодулятора в данной формулировке оказывается по-
пытка снизить потери передаваемой информации по ка-
налу связи за счет усложнения используемых преобразо-
ваний, то есть путем перехода от существующих линей-
ных к новым нелинейным формам модулятора и демоду-
лятора. В то же время следует учитывать неизбежный 
рост сложности реализации синтезируемых систем, что 
приведет к повышению требований к процессорам циф-
ровой обработки сигналов как по производительности, 
так и по объему оперативной памяти. В связи с этим в 
работе аналитически оценивается сложность процедур 
обработки сигналов в зависимости от порядка нелиней-
ности операторов модуляции и демодуляции, а также от 
размерности обрабатываемых сигналов. В итоге разра-
ботчики получают возможность предварительно, до не-
посредственной реализации алгоритмов, оценить тре-
буемые вычислительные ресурсы для синтеза тех или 
иных модуляторов и демодуляторов и сопоставить с ре-
сурсами доступных аппаратных средств. 

Данные обстоятельства и обосновывают актуаль-
ность решения поставленной в работе задачи, поскольку 
с одной стороны в настоящее время сохраняется тен-
денция к увеличению количества и качества передавае-
мой информации, а с другой в доступной литературе нет 
изложения теории нелинейных преобразований примени-
тельно к задачам модуляции и демодуляции сигналов, 



Цифровая Обработка Сигналов №1/2013 

 15 

которые и позволяют значительно снизить потери ин-
формации в каналах связи. 
Описание операторов нелинейной модуляции  
и демодуляции 

Следует отметить, что в каноническом виде ряд 
Вольтерра определяет нелинейные преобразования 
между бесконечномерными пространствами, в то время 
как операции модуляции Ф и демодуляции Ф' задают 
отношения между конечномерными и бесконечномер-
ными пространствами. Таким образом, необходимо не-
сколько видоизменить ряды Вольтерра путем представ-
ления сигналов на соответствующих конечномерных 
концах в виде рядов из взвешенных дельта-функций, то 
есть сигналы на входе модулятора и выходе демодуля-
тора можно записать в непрерывном виде, как следую-
щие суммы: 
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где T
1 2= ( , , ..., )Nx x xx , T

1 2 ''= ( ' , ' , ..., ' )Nx x xx  – 
вектора на входе и выходе дискретного канала связи (на 
входе модулятора и выходе демодулятора) размерности 
N и N' соответственно; ( )t  – дельта-функция Дирака; 
1n – единичный вектор размерности n; na, nb – число 
измерений пространства на входе и выходе непрерывно-
го многопараметрического канала связи соответственно. 

При этом в функциональном ряде ядра Вольтерра 
трактуются в смысле некоторых функций (базисных или 
несущих), то есть по сути являются системными харак-
теристиками, но не канала, а модулятора и демодулято-

ра и обозначаются 1 1( , , ,..., , , ..., )i i it t x r r r  и 

1 1' ( , , ,..., , , ..., )i i it t x r r r  соответственно. Подстановка 
непрерывного вида сигналов на входе модулятора (1) в 
ряд Вольтерра, а также учет нелинейности, не превы-
шающей величины Na (число членов ряда Вольтерра 
ограничено данным значением), и замена переменных 
делают возможным следующее представление: 
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Раскрытие произведения, перегруппировка слагае-
мых внутри него, а также использование фильтрующего 
свойства дельта-функции трансформируют операцию 
нелинейной модуляции к следующему виду: 
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Отсюда следует важное условие осуществимости 
нелинейной модуляции, выражающееся в обязательном 
превышении или по крайней мере равенстве размерно-

сти сигналов на входе модулятора N степени нелинейно-
сти модулятора Na, то есть Na ≤ N. В обратном случае 
(Na > N) произведения в фигурной скобке (4) не сущест-
вуют, что означает идентичность операций модуляции с 
нелинейностью большей Na операции модуляции с не-
линейностью Na. 

Следует также заметить, что вследствие свойства 
коммутативности операции умножения (то есть 

''1 ' 1j j

i i
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x x
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   даже при условии, 

что 'j jk k  ) число суммируемых базисных функций 

можно существенно сократить. Количество одинаковых 
произведений соответствует числу перестановок упоря-
доченного множества индексов сигнала на входе моду-

лятора{ }jk , 1,j i , ' 'j jk k j j  , ' 1,j i , а само 

данное множество перестановок целесообразно обозна-

чить как Pi, каждый элемент которого  , pi p jP k пред-

ставляет собой уникальную перестановку исходного упо-
рядоченного множества. Следовательно, базисные функ-
ции модуляции являются функциями только временных и 
пространственных выходных координат, так как входные 
координаты дискретны и имеют следующий вид: 
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где число элементов множества перестановок Pi равно 
числу всех возможных перестановок, то есть i! [1]. Пере-
группировка слагаемых в (4) и использование (5) приво-
дят к формуле нелинейной модуляции в виде 
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Следует отметить, что по сравнению с (4) выражение 
(6) содержит значительно меньшее количество слагае-
мых, что бесспорно упрощает процедуру реализации 
нелинейной модуляции. При этом число элементов сумм 
соответствует количеству базисных функций модуляции 
Nφ. Так, каждая сумма по kj в (4) содержит N элементов: 

'
kj

N N  , 1,j i . (7) 

В результате все суммы по kj имеют Ni членов, как 
число размещений с повторениями 
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Тогда количество слагаемых в сумме по i, соответст-
вующее числу базисных функций модуляции N'φ, вычис-
ляется как сумма геометрической прогрессии Na элемен-
тов со знаменателем и первым членом равными N, то 
есть 
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В то время как в (6) крайняя правая сумма по ki имеет 
только 
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элементов, как число сочетаний без повторений 
! ,
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a
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членов, в соответствии с формулой для сумм биноми-
нальных коэффициентов [2]. Следовательно, по индук-
ции сумма по k1 содержит 
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слагаемых. В итоге количество элементов в сумме по i 
вычисляется как число сочетаний из Na+N по N 
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Таким образом, в (4) количество элементов сумм (9) 
показательно зависит от степени нелинейности модуля-
тора Na и полиномиально (с показателем степени Na) от 
размерности входного сигнала N, то есть 

' , 1.NaN N N    (14) 

В (6) зависимости числа слагаемых подобны, однако 
величина масштабирующего коэффициента отлична от 
единицы и зависит от степени нелинейности модулятора 
Na. Так, использование приближенной формулы Стир-
линга [1] и сокращение подобных множителей преобра-
зуют выражение для числа слагаемых (13) в (6) к виду 
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Деление числителя и знаменателя на 1 2Na NN   , 
внесение обратной величины в выражение внутри скоб-
ки, сокращение и применение свойства произведения 
показательных функций с одинаковыми основаниями 
трансформируют данное выражение в следующую фор-
му: 
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Применение следствия второго замечательного пре-
дела при 1N  , а также приближенное равенство еди-

нице первого выражения в скобке, так как 0Na N  , 
приводит к асимптотическому равенству 
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которое доказывает полиномиальную зависимость числа 
базисных функций модулятора Nφ от достаточно боль-
ших размерностей сигналов на входе модулятора N с 
показателем степени, соответствующим степени нели-
нейности Na, и масштабирующим множителем 

1 22

Na

Na
a

e
N 

 меньшим единицы при Na > 1 и умень-

шающимся по мере роста Na, что свидетельствует о зна-
чительном сокращении числа базисных функций моду-

ляции, определяемых выражением (6) по сравнению с 
(4). Для примера на рис. 1 представлены полученные на 
основе (9), (13) и (17) зависимости количества базисных 
функций модуляции Nφ от размерности сигналов на вхо-
де модулятора N при различных степенях нелинейности 
Na. Данные графики подтверждают достаточно высокую 
точность приближения при 1N  , а также снижение 
числа слагаемых, определяемое масштабирующим ко-
эффициентом в (17). 

При исследовании поведения числа элементов в 
суммах (4) и (6) при увеличении степени нелинейности 
модулятора Na следует учитывать условие осуществи-
мости подобного типа модуляции, то есть неравенство 
Na ≤ N. В результате при больших степенях нелинейно-
сти Na они становятся сопоставимы с размерностями 

сигналов N, что выражается в форме aN N , 1N  . 

Таким образом (9) преобразуется к виду 

2
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Na
a aN N N   , aN N , (18) 

известному как степенная башня порядка два, или тетра-
ция 2 aN . Количество базисных функций модуляции оп-

ределяется на основе (15) при условии aN N . В ре-
зультате после сокращения подобных множителей дан-
ное выражение приводится к форме 

4Na

Na

N
N 

 , NNa  . (19) 

 
Рис. 1.  Зависимости количества базисных функций  

модуляции Nφ от размерности сигналов на входе модулятора 
N при различных степенях нелинейности Na 

Таким образом, согласно (19), число базисных функ-
ций модуляции растет даже медленнее, чем по показа-
тельному закону, в то время как в соответствии с (18) 
увеличение числа слагаемых подчиняется гиперопера-
торному закону с высотой два, значительно превосходя-
щему показательный по скорости нарастания функции. 
Для примера на рис. 2 представлены полученные на ос-
нове (9), (13) и (19) зависимости числа базисных функций 
модуляции Nφ от степени нелинейности Na при различ-
ных размерностях сигналов на входе модулятора N. 
Данные графики подтверждают достаточно высокую точ-

ность приближения при aN N , а также значительное 
снижение числа слагаемых, определяемое различием 
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между ростом тетрации 2 aN  и полиномиально-

показательной функции (19). 

 
Рис. 2.  Зависимости числа базисных функций модуляции Nφ 

от степени нелинейности Na  
при различных размерностях сигналов на входе модулятора N 

Следует также отметить, что, по сути, определенное 
число базисных функций модуляции Nφ в операторе (13) 
задает максимально возможное их количество, посколь-
ку в общем случае возможно использование меньшего 
числа членов ряда (6), вплоть до одного. Именно поэто-
му формулы (13), (17) и (19) позволяют вычислять верх-
ние границы сложности нелинейной модуляции, причем 
последние две используют достаточно простые степен-
ные зависимости в отличие от первой, требующей вы-
числения факториалов, что не всегда оказывается воз-
можным. Данное обстоятельство оказывается в ряде 
случаев довольно критичным при реализации алгорит-
мов модуляции программно-аппаратными средствами. 

Для описания оператора нелинейной модуляции Ф' 
также следует использовать непрерывный вид сигналов, 
но на выходе демодулятора (2). Его подстановка в ряд 
Вольтерра, учет нелинейности, не превышающей вели-
чины Nb (число членов ряда Вольтерра ограничено дан-
ным значением), и замена переменных, делают возмож-
ным следующее представление: 

1 1
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 (20) 

Использование свойства дельта-функции (отличия от 
нуля только в случае равенства нулю аргумента) позво-
ляет представить выражение для координат сигнала на 
выходе демодулятора в виде 

1 1
1 1' ' ' '
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1 1
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 (21) 

Естественно, что в отличие от модулятора соотно-
шения между размерностью выходного сигнала N' и сте-
пенью нелинейности демодулятора Nb оказываются 

произвольными. Следует также заметить, что равенства 
между размерностями сигналов на входе модулятора N и 
выходе демодулятора N', а также между степенями не-
линейности модулятора Na и демодулятора Nb также 
являются не обязательными, то есть в общем случае 
N ≠ N' и Na ≠ Nb. Следовательно, единственным ограни-
чением на данные величины остается условие осущест-
вимости нелинейной модуляции (Na ≤ N). 

Таким образом, базисные функции демодуляции яв-
ляются функциями временных и пространственных вход-
ных координат, так как выходные координаты дискретны, 
и подобные функции имеют следующий вид: 

, 1 1
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r r
1 r r  (22) 

На основе этого выражения операция нелинейной 
демодуляции преобразуется к форме 
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 (23) 

В результате число базисных функций демодуляции 
(аналог количества базисных функций модуляции Nφ) 
определяется как произведение размерности сигналов 
на выходе демодулятора N' на степень его нелинейности 
Nb: 

' ' bN N N  . (24) 

Несмотря на их малое по сравнению с базисными 
функциями модуляции количество, имеющее линейную 
зависимость как от размерности сигналов на выходе де-
модулятора, так и от степени его нелинейности, сложно-
сти операций нелинейной модуляции и демодуляции ока-
зываются сопоставимыми. В первую очередь данное об-
стоятельство обусловлено увеличенным количеством 
переменных в функциях демодуляции порядка нелиней-
ности большего двух по сравнению с модуляционными.  

Снижение числа базисных функций демодуляции 
вполне возможно, также вплоть до одной, поэтому (24) 
определяет верхнюю границу их количества. Однако в 
этом случае, подобно ситуации с нелинейным модулято-
ром, сужается класс исследуемых операторов демодуля-
ции. В то же время снижение сложности демодуляции 
допустимо на основе учета свойств входящих в оператор 
функционалов. Так, все данные функционалы являются 
{ ( ' 1)}i n   – линейными, поскольку по каждой из про-
странственных или временной координатам они являют-
ся линейными [3]. Кроме того, подобные функционалы 
оказываются также и однородными со степенью i по каж-
дой из координат при фиксированных остальных, что 
предполагает возможность их представления с симмет-
ричными ядрами в рамках определенных координат [3]. В 
результате, функционалы рассматриваются как регуляр-
ные однородные, в которых регулярность следует трак-
товать как симметричность базисных функций 

, 1 1' ( ' ,..., ' , ' , ..., ' )i k i it t r r  относительно переменных 
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t'1, …, t'i, описывающих временную координату, при всех 
r'1, …, r'i, описывающих пространственные координаты, 

а также относительно переменных r'j,1, …, r'j,i, 1, 'j n , 

описывающих j-ю пространственную координату, при 

фиксированных t'1, …, t'i, r'j',1, …, r'j',i, j ≠ j', ' 1, ',j n  
r'1, …, r'i, описывающих временную и остальные про-
странственные координаты. Таким образом, сам опера-
тор нелинейной демодуляции (23) образует функцио-
нальный полином степени Nb при нулевых начальных 
условиях [3]. Использование же свойства симметрично-
сти базисных функций демодуляции позволяет опреде-
лять их вид только для части области определения, гра-
ница которой задается осью симметрии – 

1 2' ' ... 'it t t   , 1 2' ' ... 'i  r r r . Естественно, 
что вследствие однородности функционалов в (23) воз-
можна произвольная нумерация как пространственных, 
так и временных переменных. Для оставшейся области 
определения значения базисных функций демодуляции 
вычисляются из условия симметрии 

' '
, , , , '' ( ) ' ( ), , ' 1, !,i k i p i k i pP P p p i    (25) 

где ' ' '
, { , }

p pi p j jP t r  – представляет собой уникальную 

перестановку исходного упорядоченного множества 

временных и пространственных переменных ' '{ , }
p pj jt r , 

1, !j i . 

Структурные схемы нелинейных  
модулятора и демодулятора 

Для представления структурной схемы дискретного 
канала связи, включающего нелинейные модулятор и 
демодулятор необходимо несколько видоизменить опе-
раторы нелинейных модуляции (6) и демодуляции (23). 
Так, оператор модуляции целесообразно рассматривать 
не как множество сумм произведений координат вход-

ных сигналов xk, 1,k N , на базисные функции моду-

ляции 
1 ,..., ( , )

ik k t r , 1,i Na , 1,jk N , 1,j i , 

' 'j jk k j j  , ' 1, !j i , а как всего одну сумму про-

изведений вектора различных упорядоченных произве-
дений координат входных сигналов и вектор-функции 
упорядоченных базисных функций. 

Первоначально следует рассмотреть случай линей-
ной модуляции (i = 1), для которого в операторе модуля-
ции (6) сохраняется всего лишь одна сумма, достаточно 
просто представимая в матричном виде 

1 1
1

1 1
1

( , ) ( , )
N

T
k k

k

x t t


  r x r , (26) 

где 1 x x  – вектор сигнала на входе дискретного кана-

ла связи (на входе модулятора) размерности N; 

1 1 2( , ) [ ( , ), ( , ),..., ( , ) ]T
Nt t t t   r r r r  – вектор 

базисных функций модуляции первого порядка. 
Операцию модуляции исключительно второго поряд-

ка (i = 2) целесообразно представить в форме рекур-
рентного соотношения 
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 (27) 

где 1, 1( , ,..., )T
k k k Nx x xx , 1,k N , – усеченный  

вектор сигнала на входе модулятора размерности  
N–k+1 (очевидно, что x1 = x1,1= x, а x1,N = xN);  

2 1 1,1 2 1,2 1,( , ,..., )T T T T
N Nx x xx x x x  – вектор произведений  

второго порядка сигнала на входе модулятора  
размерности 2

1,NC   согласно (12);  

2, , , 1 ,( , ) [ ( , ), ( , ),..., ( , ) ]T
k k k k k k Nt t t t   r r r r  –  

усеченный вектор базисных функций модуляции второго  
порядка (очевидно, что 2, ,( , ) ( , )N N Nt t r r );  

2 2,1 2,2 2,( , ) [ ( , ), ( , ),..., ( , ) ]T T T T
Nt t t t    r r r r  –  

вектор базисных функций модуляции второго порядка. 
Операция модуляции исключительно третьего поряд-

ка (i = 3) также представима в форме рекуррентного со-
отношения 
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 (28) 

где 2, 1, 1 1, 1 1,( , , ,..., ) ,T T T T
k k k k k N Nx x x x x x x  1, ,k N  – 

усеченный вектор произведений второго  
порядка сигнала на входе модулятора; 

3 1 2,1 2 2,2 2,( , , ,..., )T T T T
N Nx x xx x x x  – вектор произведе-

ний третьего порядка сигнала на входе модулятора раз-
мерности 3

2 ,NC   согласно (12); 

1 2 1 2 2 1 2 2 1 23, , , , , , 1 , ,( , ) [ ( , ), ( , ),..., ( , ) ]T
k k k k k k k k k k Nt t t t   r r r r  

– усеченный по третьему индексу вектор базисных  
функций модуляции третьего порядка; 

1 1 1 1 1 13, 3, , 3, , 1 3, ,( , ) [ ( , ), ( , ),..., ( , )]T T T T
k k k k k k Nt t t t    r r r r

 – усеченный по второму индексу вектор базисных  
функций модуляции третьего порядка; 

3 3,1 3,2 3,( , ) [ ( , ), ( , ),..., ( , )]T T T T
Nt t t t    r r r r  – вектор 

базисных функций модуляции третьего порядка. 
Далее по индукции операция модуляции исключи-

тельно i-го порядка имеет рекуррентный вид 
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где 1 1,1 2 1,2 1,( , ,..., )T T T T
i i i N i Nx x x  x x x x  – вектор про-

изведений i-го порядка входных сигналов, каждый эле-
мент которого является произведением упорядоченных 
по возрастанию координат входного сигнала, размер-
ность данного вектора определяется на основе (12); 

,1 ,2 ,( , ) [ ( , ), ( , ),..., ( , )]T T T T
i i i i Nt t t t    r r r r  – век-

тор базисных функций модуляции i-го порядка. 
Таким образом, оператор нелинейной модуляции по-

рядка Na (6) представим в виде суммы операций моду-
ляции меньших порядков (26)–(29):  

1
( , ) ( , ).

Na
T
i i

i
x t t



r x r  (30) 

Следовательно, структурную схему модулятора це-
лесообразно представить в виде блоков, каждый из ко-
торых выполняет исключительно операции модуляции 
некоторого порядка. Между же блоками модуляции сле-
дует разместить устройства коммутации, формирующие 
вектора произведений соответствующего порядка сигна-
ла на входе модулятора. В результате структурная схе-
ма нелинейного модулятора имеет вид, изображенный 
на рис 3. 

Оператор демодуляции также следует разбивать  
на составляющие, выполняющие операции демодуляции 
определенного порядка. Так, операция демодуляции 
первого порядка на основе свойства линейности опера-
ций интегрирования и суммирования представима в  
виде 
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сигнал на выходе блока демодуляции второго порядка. 
Операция демодуляции второго порядка имеет по-

добную рекуррентную форму 
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где 
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сигнал на выходе блока демодуляции третьего порядка. 

По индукции операция демодуляции m-го порядка 
представима в рекуррентном виде 
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– сигнал на выходе блока демодуляции m-го порядка. 

 
Рис. 3.  Структурная схема нелинейного модулятора 

Также, по индукции, операция демодуляции Nb-го  
порядка задается в форме интеграла произведения 
входного сигнала и базисной функции демодуляции  
Nb-го порядка 
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Таким образом, структурную схему нелинейного де-
модулятора целесообразно рассматривать как соедине-
ние блоков демодуляции определенного порядка, каж-
дый выход которых является входом блоков меньшего 
на единицу порядка нелинейности. В результате струк-
турная схема нелинейного демодулятора принимает 
вид, изображенный на рис. 4. 

 
Рис. 4.  Структурная схема нелинейного демодулятора 

Аналитическое моделирование  
нелинейных схем обработки сигналов 

В качестве примера и для демонстрации техническо-
го эффекта от введения нелинейных схем обработки 
сигналов в ходе исследований было проведено анали-
тическое моделирование (с использованием программ-
ной среды MathCad) модулятора и демодулятора с не-
линейностями второго порядка (Na = Nb = 2) двумерных 
сигналов (N = N'= 2), применительно к каналу с адди-
тивным белым гауссовским шумом. В качестве критерия 
оптимального синтеза системы обработки был исполь-
зован минимум среднеквадратического отклонения пе-
редаваемого сигнала на входе модулятора относительно 
принятого на выходе демодулятора σ2 [3]. Разложение 
базисных функций модуляции и демодуляции (ядер 
Вольтерра) осуществлялось в ряд Котельникова. Рас-
сматривалось три центрированных источника (двумер-
ные распределения на входе модулятора) – равномерно 
распределенное трехточечное созвездие (несимметрич-
ное относительно осей координат), равномерно распре-
деленное четырехточечное созвездие (соответствующее 
сигналам четырехточечной квадратурной амплитудной 
модуляции – КАМ-4) и гауссовский источник. Результаты 
аналитического моделирования представлены на рис. 5. 

В случае равномерно распределенного трехточечного 
созвездия (рис. 5,а) применение нелинейной демодуля-
ции оказывается достаточным для получения выигрыша 
относительной линейной схемы обработки порядка 13 
дБ. Добавление нелинейного модулятора дополнительно 
повышает энергетический эффект на 0,5 дБ. Для созвез-
дия же КАМ-4 ситуация несколько иная – только совме-
стное использование нелинейного модулятора и демоду-
лятора приводит к снижению энергетических затрат, так-
же примерно на 13,5 дБ (рис. 5, б). Подобное различие 
вызвано тем, что все моменты нечетного порядка у сиг-
налов КАМ-4 равны нулю, в то время как у равномерно 
распределенного трехточечного созвездия данные мо-
менты отличны от нуля. В результате, нелинейный демо-
дулятор даже с линейным модулятором может использо-
вать дополнительную информацию о высших порядках 
распределения, а соответственно и снижать ошибку 
оценки. 

У гауссовского распределения нечетные моменты 
также равны нулю, однако в отличие от сигналов КАМ-4, 
значения четных моментов таковы, что не позволяют 
осуществить коррекцию среднеквадратического отклоне-
ния при введении нелинейного демодулятора  
(рис. 5, в). Следует отметить, что применение нелиней-
ного модулятора совместно с линейным демодулятором 
не приводит к энергетическому выигрышу, поскольку в 
данном случае демодулятор способен обрабатывать 
лишь информацию о максимально вторых моментах рас-
пределений, а нелинейный модулятор добавляет ин-
формацию о более высоких моментах, перераспре-деляя 
часть энергии с линейного преобразователя. 

В результате, применение нелинейных модулятора и 
демодулятора позволяет снизить энергетические затра-
ты, в случае равномерно распределенного трехточечного 
созвездия и созвездия КАМ-4, на величину порядка  
13,5 дБ по сравнению с линейными системами обработ-
ки. В случае же гауссовского источника подобное повы-
шение энергетического эффекта не представляется воз-
можным, что согласуется с результатами нелинейной 
фильтрации [3].  

Заключение 

Таким образом, в наиболее обобщенном структуриро-
ванном виде уравнения (6) и (23), являющиеся, по сути, 
операторами нелинейной модуляции Ф и демодуляции 
Ф' соответственно, задают дискретное отображение не-
прерывного многопарметрического канала связи. Выра-
жения же (30) и (31)-(34) делают возможным представле-
ние данных операций в виде структурных схем, реали-
зующих последовательно процедуры модуляции и демо-
дуляции от низкого порядка нелинейности к более высо-
кому. Следует подчеркнуть еще одно немаловажное дос-
тоинство именно структурного типа дискретного отобра-
жения. Так, в наиболее общем виде подобное отображе-
ние предполагает учет нелинейности произвольно боль-
шой степени, вплоть до бесконечной. В результате и 
реализация и синтез оптимальных операций как модуля-
ции, так и демодуляции оказываются весьма затрудни-
тельными, за исключением случаев определенной за-
данной формы используемых базисных функций. 
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Рис. 5.  Зависимости минимума среднеквадратического отклонения передаваемого сигнала на входе модулятора  

относительно принятого на выходе демодулятора σ2 от отношения сигнал–шум σ2
х/ σ2

n 
 в канале связи с аддитивным  

белым гауссовским шумом для различных источников: а) равномерно распределенное трехточечное созвездие; б) КАМ-4;  
в) гауссовский источник; г) оптимальные системы обработки для всех видов источников 

Однако в данное обстоятельство является достаточ-
но сильным ограничением, поскольку способно сущест-
венно сократить класс операторов отображения. Пред-
ставление же операций в параметризованном виде (6) и 
(23) делает возможным как выбор заданного числа ба-
зисных функций в рамках определенного порядка нели-
нейности, так и введение ограничения на максимальную 
нелинейность оператора дискретного отображения. В 
итоге, решение задач синтеза оптимальных модулятора 
и демодулятора возможно как в общем виде (при уст-
ремлении степени нелинейности к бесконечности), что 
должно быть подобно оптимальным нелинейным систе-
мам, как правило трудно реализуемым на практике, так и 
при достаточно произвольных ограничениях на число и 
порядок нелинейности базисных функций, что приводит 
к сравнительно простым реализациям вышеописанных 
процедур. 
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MATHEMATICAL MODELS  
OF MODULATOR AND DEMODULATOR WITH 
NONLINEAR ORDER PRESCRIBED 

Batenkov K.A. 
Mathematical models of modulator and demodulator with 

nonlinear order prescribed are synthesized on basis of func-
tional series. Signal processing complexity evaluation is ana-
lyzed at level of basis function quantity. 
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