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Предложен метод построения бифазных унимодулярных после-
довательностей на основе периодических оптимальных бинарных 
последовательностей с двухуровневой автокорреляционной функ-
цией. Показана зависимость уровня боковых лепестков от длины 
последовательности. Предложен метод построения четырехфаз-
ных последовательностей с идеальной ПАКФ на основе четвер-
тичных оптимальных последовательностей. 
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Введение 
Кроме унимодулярных периодических пос-

ледовательностей с одноуровневой корреля-цией, мож-
но построить периодические последовательности, кото-
рые имеют двухуров-невую периодическую автокорре-
ляционную функцию. ( )r a  для всех  , удовлетворяю-

щих условию 0 1N   , где N – длина последова-
тельности. Такие последовательности называют почти 
идеальными. Данный термин был использован в разных 
значениях в работах [1] и [2] и исследован в работах [3] и 
[4]. 

Критерии оптимальности для унимодулярных цикли-
ческих последовательностей с двухуровневой автокор-
реляционной функцией были показаны Арасу в работе 
[5] для всех 0mod N  : 

( ) (0, 4) (0, 4), 0,r или если n      

( ) (1, 3), 1 mod 4,r если n      

( ) (2, 2), 2 mod 4,r если n      (1) 

( ) ( 1,3), 3 mod 4.r если n      

Неразрывным понятием последовательностей с 
двухуровневой автокорреляционной функцией является 
понятие почти разностного множества. 

Теорема 1. Пусть G – аддитивная абелева группа 
порядка v. Тогда, подмножество D группы G называется 
(v, k, λ, s) – почти разностным множеством группы G, 
если dD(τ) принимает значение λ ровно s раз и значение 
λ +1 – ровно v-1-s раз. 

Для бинарных последовательностей с двухуровневой 
автокорреляцией в работе [5] доказана теорема о соот-
ветствующих им почти разностных множествах. 

Теорема 2. Пусть a – бинарная последовательность 
периода N и пусть доступно (0 1) : 1.iD i N a      

Пусть 3 (mod 4)N  . Тогда ( ) 1r a    для всех 

0 (mod 4)  , если D является 1 1, ,
2 4

N NN   
 
 

 или 

1 3, ,
2 4

N NN   
 
 

 разностным множеством в N . 

Пусть 1 (mod 4)N  . Тогда ( ) (1, 3)r a    для всех 

0 (mod 4),   если D является 3, , ,
4

NN k k  


 

2
2 ( 1)

4
NNk k


  


 почти разностным множеством в 

N . 

Пусть 2 (mod 4)N  . Тогда ( ) (2, 2)r a    для всех 

0 (mod 4),   если D является 2, , ,
4

NN k k  


 

2 ( 1)( 2) .
4

N NNk k     


 почти разностным множест-

вом в N . 

Пусть 0 (mod 4)N  . Тогда ( ) (0, 4)r a    для всех 

0 (mod 4),   если D является 1, , ,
4

NN k k  


 

2 ( 1)
4

N NNk k    


 почти разностным множеством в 

N . 

Бинарные последовательности с уровнем боковых 
лепестков ( ) (0, 4)r a    были описаны в работах сле-
дующих авторов: Сидельникова, Лемпела, Кона и Эст-
мэна [6, 7], Арасу, Динга, Хеллесета, Кумара и Мартин-
сена [8], Ю и Гонга [9], Танга и Гонга [10]. 

Бинарные последовательности с уровнем боковых 
лепестков ( ) (1, 3)r a    были описаны в работах сле-
дующих авторов: Лежандра [11], Динга, Хеллесета и Ла-
ма [12], Динга (последовательности двух простых) [13, 
14]. 

Бинарные последовательности с уровнем боковых 
лепестков ( ) (2, 2)r a    были описаны в работах сле-
дующих авторов: Сидельникова, Лемпла, Кона и Эстмэ-
на [6, 7], Динга, Хеллесета и Мартинсена [15], Но, Чунга, 
Сонга, Янга, Ли и Хеллесета [16]. 
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Бинарные последовательности с уровнем боковых 
лепестков ( ) (1, 3)r a    были описаны в работах сле-
дующих авторов: Танга, Гонга [17]. 

Кроме этого, существует достаточно большое коли-
чество последовательностей, которые были синтезиро-
ваны методами перебора при помощи средств вычисли-
тельной техники, но регулярные алгоритмы их построе-
ния остаются не известными. 
Впервые в 1970 году, в книге Амиантова [18] было пока-
зано, что если в бинарной последовательности с одно-
уровневой периодической АКФ (с уровнем боковых ле-
пестков a = –1) произвести замену символов 1n    на 
символы  

1exp( ), cos( )
1n

Ni
N

    


 (2) 

то можно получить бифазную последовательность (фа-
зовый алфавит содержит лишь 2 символа 

1(a) 0; arccos
1

NA
N

        
) с идеальной периодиче-

ской АКФ. Такие последовательности были названы по-
следовательностями с непротивоположными символа-
ми. Позднее в 1992 году в работе [19] эти последова-
тельности были заново переоткрыты, а в 2007 году в 
работе [20] была выведена формула преобразования 
для любого заданного уровня боковых лепестков. 

Бинарную периодическую последовательность с 
двухуровневой автокорреляционной функцией, где 

( ) (1, 3),r     0 1N   , можно преобразовать в би-
фазную последовательность с одноуровневой по моду-
лю автокорреляционной функцией, то есть 

( ) ( , ),r PSL PSL      0 1N   . Для этого необхо-
димо воспользоваться формулой заменой второго сим-
вола алфавита, аналогично замене, применяемой для 
унимодулярных бинарных последовательностей с одно-
уровневой АКФ. 

1arccos
1

N
N

 
     

. (3) 

Отличие состоит в том, что получаемый при этом 
уровень корреляции равен не нулю, как для периодиче-
ских бинарных последовательностей с одноуровневой 
автокорреляционной функцией ( 1)PSL   , а принимает 
значение 

2
1

NPSL
N




, (4) 

где N – либо длина последовательности с двухуровне-
вой автокорреляционной функцией, либо длина после-
довательности, лежащей в ее основе. 

Пример 1. Пусть a – последовательность Лежандра 
длины 4 3 1 13N     . Тогда квадратичными вычетами 
будут элементы на позициях 1, 3, 4, 9, 10 и 12, а квадра-
тичными невычетами элементы на позициях 2, 5, 6, 7, 8 
и 11. Тогда последовательность Лежандра будет равна 
a = 1, 1, -1, 1,1,-1, -1, -1, -1, 1, 1, -1, 1,  
а ее периодическая автокорреляционная функция  
r(a) = 13, 1, -3, 1,1,-3, -3, -3, -3, 1, 1, -3, 1.  

Заменим фазу -1 выбранной последовательности на 

иррациональную фазу 1arccos ,
1

N
N

 
     

 где 

13N  . Тогда 012arccos 148.997 .
14

      
 

 Учитывая, 

что 148,997 0,857 0,515 ,i ie e i      получим унимоду-
лярную бифазную последовательность 
b = 1, 1,-0,857+0,515i,1,1,-0,857+0,515i-0,857+0,515i  
-0,857+0,515i,-0,857+0,515i,1,1,-0,857+0,515i,1 
с одноуровневой по модулю периодической автокорре-
ляционной функцией, боковой лепесток которой по мо-

дулю равен 2 13 1,857.
13 1

PSL  


 

r(b) = 13,1.857-1.857,1.857,-1.857, 
-1.857,-1.857,-1.857,-1.857,-1.857,-1.857,-1.857. 

Иначе обстоит дело с бинарными последовательно-
стями, имеющими периодическую автокорреляционную 
функцию ( ) (0, 4)r a   . Для их преобразования необхо-

димо заменить одну из фаз (π) на значение 
2arccos
2

N
N

 
     

. (5) 

В этом случае модуль значения уровней боковых ле-
пестков будет равен 

2
2

NPSL
N




. (6) 

Пример 2. Пусть a – последовательность Сидельни-
кова-Лемпела-Кона-Эстмэна длины N = 28. 

a = 11-1-11-1-1-1-1-1111-1-11-111-11-1111-1-1,  
а ее периодическая автокорреляционная функция  
r(a) = 28,0,-4,0,-4,0,0,0,0,0,-4,0,0,0,-4,0,0,0,-4,0,0,0, 
-4,0,0,0,0,0,-4,0,-4,0.  

Заменим фазу -1 выбранной последовательности на 

иррациональную фазу 2arccos ,
2

N
N

 
     

 где 

N = 28. Тогда 026arccos 150.074 .
30

      
 

. Учитывая, 

что 150,074 0,867 0,499 ,i ie e i      получим унимоду-
лярную бифазную последовательность 

1,1, 0.867 0.499 , 0.867 0.499 ,1, 0.867 0.499 ,
0.867 0.499 , 0.867 0.499 , 0.867
0.499 ,1,1,1,1, 0.867 0, 499 0.867
0.499 , 0.867 0.499 ,1,1, 0.867 0.499 ,1,
0.867 0.499 ,1,1,1, 0.867 0.499 ,

b i i i
i i

i i
i i i

i i

       
     
    
     
    0.867 0.499i
с одноуровневой по модулю периодической автокорре-
ляционной функцией, боковой лепесток которой по мо-

дулю равен 2 28 1.867
28 2

PSL  


. 

( ) 28,1.867, 1.867,1.867 1.867,1.867,1.867,1.867,1.867,1.867,
1.867,1.867,1.867,1.867, 1.867,1.867,1.867,1.867, 1.867,

1.867,1.867,1.867,1.867,1.867, 1.867,1.867, 1.867,1.867.

r b   
  

 

 

Стоит отметить два момента. Во-первых, новые по-
следовательности имеют одинаковый по модулю, но 
противоположенный  по  знаку  уровень боковых лепест- 
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ков. Вследствие этого нет смысла производить измене-
ние фаз вышеприведенным способом для бинарных по-
следовательностей с уровнем боковых лепестков 

( ) (2, 2)r a   . Во-вторых, подобное преобразование 

стремится к уровню боковых лепестков ( ) (2, 2)r a   , 

поскольку 2 2lim lim 2
1 2N N

N N
N N  
 

 . Но это спра-

ведливо лишь для сбалансированных последовательно-
стей, в противном случае модуль уровня боковых лепе-
стков растет. Последовательности с уровнем боковых 
лепестков ( ) (3, 1)r a    оказались несбалансированны-
ми, поэтому найденные формулы не дают для них уров-
ня, близкого к ( ) (2, 2)r a   . 

С ростом длины последовательности N модуль боко-
вых лепестков все больше приближается к числу 2. По-
этому последовательности малых периодов предпочти-
тельнее с точки зрения критерия максимального боково-
го лепестка. На рис. 1 представлены зависимости абсо-
лютного значения боковых лепестков от периода после-
довательности. 

 
Рис. 1. Зависимость абсолютного значения боковых  

лепестков от периода последовательности 
Кроме бинарных унимодулярных последовательно-

стей с двухуровневой автокорреляционной функцией 
существует целый класс четвертичных оптимальных 
последовательностей с двухуровневой автокорреляци-
ей, которые можно преобразовать в идеальные четы-
рехфазные последовательности. Построение четвертич-
ных последовательностей с оптимальными характери-
стиками ( ) (0, 2)r     описано в работах следующих 
авторов: Джанг, Ким, Ким, Но [21], Ким, Джанг, Ким, Но 
[22-23], Лим, Но [24]. В работе Янга и Ке описываются 
четвертичные последовательности с уровнем боковых 
лепестков ( ) 5r   . 

Для того чтобы четвертичные последовательности с 
оптимальными корреляционными характеристиками 
превратить в четырехфазные последовательности с 
идеальными корреляционными характеристиками, их 
нужно некоторым образом модифицировать, изменив 
значения, по крайней мере, двух фаз. 

Рассмотрим подобную модификацию на примере 
четвертичных последовательностей, приведенных в ра-
боте [22]. Пусть 0 ( )b t  и 1( )b t  – бинарные последова-

тельности периода 1(mod)4,p   определенные сле-
дующим образом: 

0

0, 0,
( ) 0, ,

1, .

для t
b t для t QR

для t QNR


 
 

, (7) 

1

0, 0,
( ) 0, ,

1, .

для t
b t для t QR

для t QNR


 
 

 (8) 

где QR и QNR – множества квадратичных вычетов и 
квадратичных невычетов на множестве чисел по модулю 
p . Тогда 0 ( )b t  имеет больше нулей, чем единиц и 1( )b t  

– больше единиц, чем нулей. Пусть 0 ( )s t  и 1( )s t  – две 
бинарные последовательности периода 2 p , опреде-
ляемые как 

0
0

1

( ), 0 (mod 2)
( )

( ), 1(mod 2)
b t для t

s t
b t для t


  

, (9) 

0
1

1

( ), 0 (mod 2)
( )

( ) 1, 1(mod 2)
b t для t

s t
b t для t


   

, (10) 

где   означает сложение по модулю 2. Тогда четвер-
тичная последовательность периода 2 p  определяется 
как 

0 1( ) ( ( ), ( ))q t s t s t  (11) 

где 0 1( ( ), ( ))s t s t  – обратное преобразование Грэя, оп-
ределяемое как 

0, ( , ) (0,0)
1, ( , ) (0,1)

[ , ]
2, ( , ) (1,1)
3, ( , ) (1, 0)

если a b
если a b

a b
если a b
если a b




   
 

. (12) 

Подставляя вместо 0, 1, 2, 3 фазы 1 0  , 2 2
  , 

3   и 4
3
2
   получаем четвертичную последова-

тельность с уровнем боковых лепестков ( ) (0, 2)r    . 
Решая систему уравнений, которая строится на основа-
нии периодической автокорреляционной функции, мож-
но получить следующие модифицированные значения 
фаз 1  и 4 : 

1

12cos
12

N
a N

 
 
  

, (13) 

4

13 2cos
2 12

N
a N




 
 
  

. (14) 

Пример 3. Пусть 4 3 1 13p     , 2 26N p  . Тогда 

0 ( )b t  и 1( )b t  в соответствии с (7) и (8) будут равны: 

0 0,0,1,0,0,1,1,1,1,0,0,1,0b   

1 1,0,1,0,0,1,1,1,1,0,0,1,0b   
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На основании 0 ( )b t  и 1( )b t  построим 0 ( )s t  и 1( )s t  в 
соответствии с (9) и (10): 

0 0,0,1,0,0,1,1,1,1,0,0,1,0,1,0,1,0,0,1,1,1,1,0,0,1,0s   

1 0,1,1,1,0,0,1,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,1,1,0,1,0,0,1,1,1s   

Теперь построим саму четвертичную последователь-
ность ( )q t по формуле (11): 

0,1.571,3.142,1.571,0, 1.571,3.142,
0,1.571,3.142,1.571,0, 1.571,0, 1.571,0,
1.571,0,1.571,3.142, 1.571,3.142,
1.571,0,1.571,3.142,1.571

q   
   
  


 

Корреляция построенной последовательности q  
равна: 

( ) 26,0, 2,0, 2,0, 2,0, 2,0, 2,0,
2,0, 2,0, 2,0, 2,0, 2,0, 2,0, 2,0

r q       
      

 

Далее по выведенным формулам (13) и (14) опреде-
лим новые значения фаз 1  и 4 : 

1

26 12cos 0.541099526...рад.26 12
a

 
  
  

 

4

26 13 2cos 5.2534885063...рад.262 12
a


 
   
  

 

Тогда новая четырехфазная последовательность бу-
дет иметь вид: 

0,541,1.571,3.142,1.571,0.541,5.253,3.142,
5.253,3.142,1.571,0.541,5.253,0.541,5.253
0.541,5.253,0.541,1.571,3.142,5.253,3.142,
5.253,0.541,1.571,3.142,1.571

b 

 

Значения корреляционной функции такой последова-
тельности будут равны: 

( ) 26,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
r b 

 

Изменению можно подвергать не обязательно те фа-
зы, что приведены в примере, существуют и другие ком-
бинации модифицируемых фаз. Это касается и других 
четвертичных последовательностей с возможными 
уровнями боковых лепестков ( ) (0, 2)r    .  

Упоминаемые бинарные и четвертичные последова-
тельности доступны в онлайн-конструкторе последова-
тельностей [25]. 

Таким образом, в статье предложен метод построе-
ния бифазных последовательностей с иррациональными 
фазами с равным по модулю уровнем боковых лепест-
ков из бинарных последовательностей с двухуровневой 
автокорреляционной функцией, а также периодических 
четырехфазных последовательностей с идеальными 
периодическими автокорреляционными характеристика-
ми на основе периодических четвертичных последова-
тельностей с оптимальным уровнем боковых лепестков 

( ) (0, 2)r    . 
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