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Получены асимптотические выражения для смещения и дис-
персии оценки частоты гармонического сигнала на фоне адди-
тивного стационарного гауссовского шума методом нелинейных 
наименьших квадратов. В отличие от ранее опубликованных ре-
зультатов, представленные выражения справедливы для значе-
ний частоты на всём интервале измерения, включая значения как 
вблизи нуля, так и вблизи частоты дискретизации Котельникова. 
Полученные оценки согласуются с результатами статистиче-
ского моделирования. 
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Введение 

Задача оценки частоты гармонического 
сигнала по ограниченному числу дискретных 
действительных наблюдений возникает в самых 
разных областях техники, от радиолокации с 
синтезированной апертурой и многоканальной цифровой 
радиосвязи, до анализа речи и диагностики плазменных 
ускорителей. Для решения этой задачи широко исполь-
зуется метод максимального правдоподобия. «Google 
Scholar» находит более 900 ссылок на одну из первых 
статей, анализирующих влияние шума на точность оцен-
ки [1]. Это свидетельствует о практической важности 
изучения точности оценки частоты методом максималь-
ного правдоподобия. 

В ряде работ [2, 3], чувствительность оценки к шуму 
оценивается путём анализа границы Крамера-Рао в 
форме, справедливой для несмещённой оценки. Однако 
для частот, близких к нулевой и к частоте Котельникова, 
оценка максимального правдоподобия является сме-
щённой. Как известно [4], дисперсия смещённой оценки 
может быть меньше, чем граница Крамера-Рао для не-
смещённой оценки. В данной статье получены асимпто-
тические оценки дисперсии, справедливые для всех зна-
чений частоты синусоидального сигнала. Полученные 
аналитические оценки согласуются с результатами чис-
ленного моделирования методом Монте-Карло.  

Постановка задачи 

Исходные данные представляют собой вектор  
дискретного гармонического сигнала с частотой  , ам-

плитудой 0А  и фазой 0 , возмущённого аддитивным 
шумом n :  

nyy (0)   (1) 

где 

  )cos( 00   kxA(0)y , 2/)1(  Nkxk  (здесь и 

далее k][a  обозначает k-й элемент вектора a , для всех 

векторов k = 1…N). При таком представлении сигнала, 
частоте Котельникова соответствует    рад/отсчёт.  

В дальнейшем подразумеваем, что n  представляет 
собой некоррелированный стационарный гауссовский 
шум с нулевым средним и дисперсией 2 . 

Введём косинус и синус векторы )(с , )(s , где 

  )cos()( kk x с ,   )sin()( kk x s , а также единич-
ные векторы 

)()()(  ccec   

)()()(  sses   

Невозмущённый синусоидальный сигнал можно 
представить в виде 

  )()(  sc
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Преимущество такой параметризации заключается в 
том, что при анализе чувствительности оценки частоты к 
помехам следует основываться на имеющей физический 
смысл норме сигнала. В представлении (2) норма рав-
няется А . 

Нахождение оценки частоты заключается в подборе 
параметров а , b ,   модели сигнала ),,((model ba)y  

)()(  sc ee ba  , минимизирующих Евклидову норму 

невязки, то есть разности между заданным сигналом y  
и моделью 
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)el(modyyr  . 

Если шум 0n  , невязка обращается в нуль исклю-
чительно при   . Действительно, рассмотрим мат-
рицу Вандермонда 
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V . 

Равенство нулю невязки r  подразумевает сущест-
вование нетривиального решения 0x  линейной сис-

темы 0xV , что противоречит полноте ранга V при 

   [5].  

Так как модель зависит от неизвестного параметра   
нелинейно, мы имеем дело с методом нелинейных наи-
меньших квадратов [6]. Кроме того, эта проблема опти-
мизации относится к классу задач сепарабельных наи-
меньших квадратов, поскольку модель зависит от части 
параметров линейно. Метод проекции переменных [7] 
позволяет исключить линейные параметры из рассмот-
рения, что упрощает дальнейший анализ. При заданной 
частоте , находим (min)a , (min)b , минимизирующие  
невязку 

),,(Rmaxarg,
,

(min)(min) baba
ba

 . (3) 

Действительно, 0csee , и поэтому 

)((min)  cye)( a , )((min)  sye)( b . 

Минимум невязки совпадает с максимумом  
22),,( ry baR . 

Используя метод проекции переменных, получим 
22(min)(min) )()()),(),((R)(R sc yeye   ba . (4) 

Модифицированная периодограмма (4) была пред-
ложена в работе [8]. Величина y)(R   представляет 

собой косинус угла между заданным сигналом y  и ли-
нейным пространством )](),([span  sc , натянутым на 
векторы sc,  [9]. Преимущество использования )(R   
вместо невязки заключается в сходстве этой величины с 
периодограммой 

22 )()(2)Р( ysyc 
N

 . 

Действительно, на половинных частотах дискретного 
преобразования Фурье Nkk  DFT  они совпадают:  

)(R)(P DFTDFT
kk   , 

так как 2)()(
2DFT2DFT Nkk   sс . Однако, в отличие 

от модифицированной периодограммы )R( , максимум 

периодограммы )P(  в общем случае не совпадает с 
искомой частотой даже в отсутствие возмущения 0n  . 

Вариация оценки частоты 

Для анализа чувствительности оценки частоты к шу-
му найдём ),В(   – квадрат нормы градиента оценки 
частоты сигнала   как функции исходных данных y , 
когда исходные данные являются синусоидой с частотой 
  и фазой  . Мы определили )(y  как максимум 

)R( , поэтому справедливо 
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Так как )-21)(,-В(),В(   N , в даль-

нейшем достаточно рассмотреть интервал ]2,0[  . 
При больших значениях N  







 53

1O)))cos(24G((11~В
NN

 , 

то есть квадрат градиента стремится к постоянной 
величине 31~ N с наложенными на неё колебаниями с 

периодом и амплитудой, убывающими N1~ .  

В работе [3] выражение, эквивалентное  ),В(   
(с точностью до суммирования по k , которое не было 
там проведено, и замены 00 ,,  AA  ) приводится в 
качестве границы Крамера-Рао (5) для вариации оценки 
частоты ( 22  NA  – отношение сигнал/шум по мощ-
ности). Заметим, однако, что при 0  

)())2cos()14(4

3119)(4(
6300

1В

422

221-

 ON

NN




, 

что нарушает условие регулярности теоремы Краме-
ра-Рао [10]. В окрестности нулевого значения частоты 
такая оценка вариации не является правильной. Неаде-
кватность «несмещённой» границы Крамера-Рао вблизи 
сингулярной точки, где производная модели сигнала 
обращается в нуль, отмечена в ряде публикаций [11, 12]. 
А в статье [13] предложен метод оценки вариации вбли-
зи особой точки для схожей задачи – оценки максималь-
ного правдоподобия угла приёма плоской волны антен-
ной решёткой. Покажем, как применить этот метод в на-
шей задаче. 

Ключевой идеей является возможность устранить 
обращение производной в нуль с использованием заме-
ны переменной. Пусть 

)cos(x  (7) 
– новая независимая переменная. Тогда  

)()sin),(B(),D( 2
2

xxxx  




y

 (8) 

конечно на всём интервале 11  x . Интересно отме-
тить, что ),B(arccos x  является рациональной функ-

цией x , поскольку Nxx N )(U)G(arccos 1-  – много-

член Чебышева II рода с точностью до множителя. Для 
новой переменной выполняются условия регулярности, 
поэтому оценка x  методом максимального правдоподо-
бия является асимптотически нормальной. При 1N  
функция распределения оценки x  удовлетворяет нор-
мальному закону 
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где  


 ),D()( 0

0
2 xxx  . 

Вариацию оценки частоты Var( )  позволяют вы-
числить следующие выражения для математического 
ожидания частоты и её квадрата: 





1

1
0pdf ),(f)(arccos dxxxxE

 (9) 





1

1
0pdf

2 ),(f)(arccos2 dxxxxE


, (10) 

тогда 2
2)(Var 

 EE  . Хотя интегралы (9), (10) и не 

удаётся выразить через известные элементарные и спе-
циальные функции, метод перевала [14] даёт для них 
асимптотические оценки благодаря малости x . Наибо-

лее простой вид асимптотические оценки имеют тогда, 
когда частота невозмущённого исходного сигнала   

достаточно далека от границ интервала ],0[  , иными 
словами, когда 

)(1 00 xx x  (11) 

arccos0 x . Для вариации оценки частоты в этом 
случае получаем 


 ),B(

1
)(Var 2

0

2 x
x
x 


 , (12) 

что совпадает с уже известной несмещённой границей 
Крамера-Рао из [3]. 

Вариация оценки частоты отклоняется от «несме-
щённой» (не учитывающей особенность в нуле) границы 
Крамера-Рао при )(~1 00 xx x , при этом   находит-

ся на расстоянии менее N1  от границ интервала 

],0[  . Непосредственное использование метода пере-

вала для E  исключается особенностью в нуле произ-

водной функции xarccos , поэтому для получения оцен-
ки выделим особенность в отдельный интеграл, который 
выражается через вырожденные гипергеометрические 
функции: 
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где интеграл 
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получаем, используя (3.462.1) и (9.240) из [15]. Кроме 
того, 
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Асимптотическую оценку для 2E  получаем непо-

средственно методом перевала 
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Качественный анализ оценки и численные тесты 

Рис.1 иллюстрирует поведение дисперсии оценки 
частоты )(Var   в зависимости от частоты исходного 

сигнала   на интервале 2/0   . В зависимости 
оценки дисперсии от частоты можно качественно выде-
лить три зоны, проиллюстрированные пунктирными ли-
ниями на рис. 1: плато при 0 , убывание 21   и 

плато при N1 . Плато при 0  не описывается 
опубликованными ранее выражениями для границы 
Крамера-Рао. 

Численные эксперименты показывают согласие по-
лученных оценок дисперсии с результатами моделиро-
вания методом Монте-Карло. Чтобы оценить дисперсию 
оценки частоты, с помощью программы оптимизации 
отыскивался максимум )(R   для 1000 реализаций сиг-
нала с добавленным псевдослучайным шумом.  

На рис. 2 показаны вычисленные значения вариации 
оценки частоты как функции частоты исходного сигнала 
  при двух значений отношения сигнал/шум  . Сплош- 

ными линиями показаны полученные асимптотические 
оценки, пунктирной линией – граница Крамера-Рао для 
несмещённой оценки. 

 
Рис.1. Три зоны поведения дисперсии 

 
Рис. 2. Вариация оценки частоты  

при 3,0 , 16N  

 
Рис. 3. Смещение оценки  

расстояния ЧМ дальномером 
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Рис. 4. Стандартное отклонение  

оценки расстояния ЧМ дальномером 

Пример анализа конкретной измерительной системы 
Рассмотрим ЧМ дальномер, в котором излучаемый 

сигнал перестраивается с шагом f  = 10 Кгц, при этом 
полный диапазон модуляции включает N  = 256 шагов. 
В этом случае, максимальной частоте   рад/отсчёт со-
ответствует расстояние 50,74max  fcD  км,  

с  – скорость света. При соотношении сигнал/шум 15 дБ, 
то есть   = 31,62, стандартное отклонение найденного 
методом наименьших квадратов расстояния показано на 
рис.4 для трёх значений фазы сигнала биений. Стан-
дартное отклонение оценки составляет около 40 см на 
большей части интервала измерения, но начинает резко 
возрастать в районе 100 метров. Наибольшее значение 
стандартное отклонение принимает на расстоянии 6,5 
метра, где оно составляет около 5 м. Рост стандартного 
отклонения прекращается, когда оно становится того же 
порядка, что и измеряемое расстояние. Как иллюстриру-
ет рис.3, в той же области перестаёт меняться матема-
тическое ожидание оценки расстояния, то есть смеще-
ние оценки становится существенным.  

Заключение 

Проведённый анализ и численное моделирование 
показывают, что граница Крамера-Рао для несмещённой 
оценки даёт необоснованно пессимистические предска-
зания чувствительности к шуму метода нелинейных 
наименьших квадратов вблизи границ интервала значе-
ний частоты. Полученные аналитические выражения для 
смещения и вариации оценки частоты можно использо-
вать для анализа чувствительности к шуму ЧМ дально-
меров, а также при проверке правильности реализации 
алгоритма нелинейных наименьших квадратов. 

Литература 

1. Rife D., Boorstyn R. Single tone parameter estimation 
from discrete-time observations // IEEE Transactions on 
Information Theory. 1974. Vol. 20, № 5. P. 591 - 598. 

2. Stoica P., Nehorai A. MUSIC, maximum likelihood, 
and  Cramer-Rao bound // IEEE Transactions on Acoustics, 

Speech and Signal Processing. 1989. Vol. 37, № 5.  
P. 720-741. 

3.Dilaveroglu E. Nonmatrix Cramér-Rao bound expres-
sions for high-resolution frequency estimators // IEEE 
Transactions on Signal Processing. 1998. Vol. 46, № 2. P. 
463–474. 

4. Stoica P., Moses R.L. On biased estimators and the 
unbiased Cramer-Rao lower bound // Signal Processing. 
1990. Vol. 21, № 4. P. 349-350. 

5. Хорн Р., Джонсон Ч. Матричный анализ. Москва: 
Мир, 1989. 

6. Kay S.M. Fundamentals of statistical signal process-
ing: estimation theory. Upper Saddle River, NJ, USA: Pren-
tice-Hall, Inc., 1993. 

7. Golub G., Pereyra V. Separable nonlinear least 
squares: the variable projection method and its applications 
// Inverse Problems. 2003. Vol. 19, № 2. P. R1-R26. 

8. Vaníček P. Approximate spectral analysis by least-
squares fit // Astrophysics and Space Science. 1969. Vol. 4, 
№ 4. P. 387–391. 

9. Björck A., Golub G.H. Numerical methods for comput-
ing angles between linear subspaces // Mathematics of 
computation. 1973. Vol. 27, № 123. P. 579–594. 

10. Крамер Г. Математические методы статистики: 
Пер. с англ./Под ред. академика АН Колмогорова. М.: 
Мир, 1975. 

11. Basu S., Bresler Y. A global lower bound on parame-
ter estimation error with periodic distortion functions // Infor-
mation Theory, IEEE Transactions on. 2000. Vol. 46, № 3. 
P. 1145–1150. 

12. Bell K.L., Ephraim Y., Van Trees H.L. Explicit Ziv-
Zakai lower bound for bearing estimation // Signal Process-
ing, IEEE Transactions on. 1996. Vol. 44, № 11. P. 2810–
2824. 

13. Bashan E., Weiss A.J., Bar-Shalom Y. Estimation 
near Zero Information points: angle-of-arrival near the end-
fire // Aerospace and Electronic Systems, IEEE Transactions 
on. 2007. Vol. 43, № 4. P. 1250–1264. 

14. Лаврентьев М.А., Шабат Б.В. Методы теории 
функций комплексного переменного, изд. 3-е. М.: Наука, 
1965. 

15. Градштейн И.С., Рыжик И.М. Таблицы интегра-
лов, сумм, рядов и произведений. Гос. изд-во физико-
математической лит-ры, 1963. 

THE ACCURACY OF THE NONLINEAR 
LEAST SQUARES ESTIMATE OF THE 
FREQUENCY OF A HARMONIC SIGNAL 

Kagalenko M.B. 
This article presents the asymptotic expressions of bias 

and variance for the nonlinear least squares estimate of the 
frequency of a harmonic signal with the additive stationary 
Gaussian noise. In contrast with the previously published 
results, we present the expressions that are valid for all val-
ues of frequency within the measurement interval, including 
the values both near zero and near the Kotelnikov discretiza-
tion frequency. The variation and bias estimates are in 
agreement with the results of Monte-Carlo simulations. 




