
Цифровая Обработка Сигналов №3/2008 

 49 

Объектом исследования является двумерный рекурсивный 
цифровой фильтр второго порядка с симметричными коэффи-
циентами. Определены области существования двумерных 
фильтров нижних и верхних частот с монотонными ампли-
тудно-частотными характеристиками. Установлено макси-
мальное подавление сигнала, возможное в фильтрах нижних и 
верхних частот. Получено уравнение линии среза. В простран-
стве параметров определены и классифицированы области 
существования двумерных полосовых и режекторных фильт-
ров. Приведены примеры амплитудно-частотных характери-
стик полученных фильтров. 
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ЧАСТОТНЫЕ СВОЙСТВА ДВУМЕРНЫХ РЕКУРСИВНЫХ ЦИФРОВЫХ ФИЛЬТРОВ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА С СИММЕТРИЧНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

Балусов И.Л., Приоров А.Л., Хрящев В.В. 

 
Введение 

Для эффективной цифровой обработки 
двумерных сигналов необходимо знание 
частотных свойств соответствующих цифровых 
фильтров различного порядка. Именно эти 
свойства являются одними из важнейших 
характеристик системы, определяющих 
возможность ее применения для конкретных 
задач обработки сигналов [1]. Поэтому 
получение заданных частотных характеристик 
является одним из исходных условий в задаче 
построения систем обработки информации, в 
том числе и в задаче синтеза цифровых 
фильтров. Возникает и обратная задача – определе-
ния влияния параметров системы на ее частотную 
избирательность. 
Двумерная рекурсивная цифровая система 

(фильтр) второго порядка с симметричными коэф-
фициентами определяется следующим разностным 
уравнением с постоянными коэффициентами: 
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где ),( nmx  и ),( nmy  – входной и выходной двумерные 
сигналы соответственно, а bij – коэффициенты (пара-
метры) фильтра. Передаточная функция исследуемой 
системы (1) записывается следующим образом: 
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Здесь cbbbbabb ===== 1102201001 ,, . Анали-
зируя (2), можно установить, что условия устойчивости 
для рассматриваемой системы имеют вид: 
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Фигура устойчивости системы, для которой условия 
(3) выполняются, изображена на рис. 1.  
Частотную характеристику двумерного фильтра най-

дем, сделав подстановку 21 ωj
2

ωj
1 , ezez ==  в переда-

точную функцию (2) 
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Рис. 1. Фигура устойчивости двумерного рекурсивного 
цифрового фильтра второго порядка с симметрич-
ными коэффициентами 

Введем обозначение для квадрата модуля частотной 
характеристики (4) 
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Необходимо исследовать форму амплитудно-
частотной характеристики (АЧХ) системы. Анализ частот-
ных свойств с использованием выражений (5-6) будем 
проводить методами дифференциальной геометрии в 
пространстве [2], ранее использованными при исследо-
вании двумерных цифровых систем первого порядка [3]. 
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Методика исследований 

Предлагаемая методика исследования частотных 
характеристик двумерного цифрового фильтра основана 
на том, что его АЧХ представляется поверхностью в 
трехмерном пространстве ( )H,ω,ω 21

, имеющей свои 
экстремальные точки. Для анализа поведения поверх-
ности в окрестности этих точек применим аппарат диф-
ференциальной геометрии в пространстве [1], позво-
ляющий определить, является ли точка локальным мак-
симумом или минимумом или это какой-то другой тип 
точки. 
Пусть 

2
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рой поверхности 

2
H

 
касается плоскость 1π . 

π

−π

−π

π

ω1

ω2 π1

π
0

h
2

h
1

H2

n

n

X

S

O(0,0)

0

0

0

0

 
Рис. 2. Графическая иллюстрация метода исследова-
ния двумерной АЧХ 

О типе фильтра (фильтр нижних частот (ФНЧ), 
фильтр верхних частот (ФВЧ), …) можно судить по знаку 
отклонений 1h  и 2h  поверхности квадрата модуля его 
частотной характеристики (ЧХ) от касательных плоско-
стей 0π  и 1π  в точках )0,0(0X  и ),(0 ππS  соответст-
венно. Далее вместо отклонений 1h  и 2h  используется 
отклонение h , которое находится одинаково для обоих 
случаев. 
Отклонение 1hh =  произвольной точки X  поверх-

ности 
2

H  от плоскости 0π  определим формулой 
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ωω 22
,1,0 H=r

�  
– производные радиуса-вектора по соответствующим 
координатам (для плоскости 1π  имеем 2hh = ). Это 
отклонение, взятое по абсолютной величине, равно рас-
стоянию от точки X  до плоскости 0π . Отклонение по-
ложительно, если точка X  и конец вектора 0n

�

 лежат 
по одну сторону от плоскости 0π  и отрицательно, если 
эти точки лежат по разные стороны от плоскости 0π . 
Разложим функцию )(Xr  в окрестности точки 0X  в 
ряд Тейлора с точностью до квадратичных членов,  
тогда разность ))()(( 0XX rr
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−  можно записать  
следующим образом: 
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Умножив обе части равенства (7) на n0, получим 

{
}

{ } ),ρ(ω)(+ωω)(2+ω)(
2

1
=

=)ρ()ω-ω)( ,(+)ω-ω)(ω-ω(

) ,2(+)ω-ω)( ,( 
2

1
+

+)ω-ω)( ,(+)ω-ω)( ,(

22
20210

2
10

22
2020ωω202101

0
2

1010ωω

2020ω101ω

21

2111

21

odXNddXMdXL

o

h

+

+×

×

=

nr

nrnr

nrnr 0

ωω  

где 
1011 ωωω −=d , 

2022 ωωω −=d , а 

2

ωωωω ) , ,(
2111

FEG
L

−
=

rrr
, 

2

ωωωω ) , ,(
2121

FEG
M

−
=

rrr
,  

2

ωωωω ) , ,(
2122

FEG
N

−
=

rrr
 –  

коэффициенты второй квадратичной формы поверхно-
сти, причем ,2

ω1
r=E  2

ω2
r=G , ,) ,(

21 ωω
rr=F  – коэффи-

циенты первой квадратичной формы. 
Для определения знака отклонения h  проведем 

анализ знакоопределенности квадратичной формы. Со-
ставим матрицу квадратичной формы 
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Согласно критерию Сильвестра, для положительной 
определенности требуется положительность главных 
миноров матрицы )( 0XA , т.е. в нашем случае 
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Для отрицательной определенности необходимо че-
редование знаков главных миноров матрицы )( 0XA , 
причем первый минор должен быть меньше нуля. В на-
шем случае имеем 
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При выполнении условий (8) или (9) отклонение h  
сохраняет знак (совпадающий со знаком второй квадра-
тичной формы) для всех достаточно малых значений ρ  
независимо от выбора направления на поверхности. 

Исследование частотных свойств 

Первоначально найдем экстремальные точки по-
верхности. Частотная характеристика двумерной циф-
ровой системы периодична с одинаковыми периодами 
по обеим частотам, равными π2 . Рассматриваемая 
система имеет действительную импульсную характери-
стику, что уменьшает интервал однозначности вдвое по 
каждой частоте. Рассмотрим квадрат амплитудно-
частотной характеристики. Из условий симметрии ко-
эффициентов достаточно рассмотреть поведение функ-
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ции (4) на осях 
1ω  и 

2ω , а также на диагоналях 
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и 
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Таким образом, анализируя выражения (10-23), можно 
установить, что рассматриваемая система имеет 13 экс-
тремумов по направлениям осей и диагоналей (рис. 3). 

 
Рис. 3. Экстремумы амплитудно-частотной характе-
ристики двумерного фильтра 

Система является монотонной при отсутствии экс-
тремумов у функций (10), (12), (16), (19). С учетом (20-
23) этого можно достичь при выполнении следующих 
условий: 
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Фильтры нижних и верхних частот 

Далее определим области существования фильтров ниж-
них и верхних частот с монотонными характеристиками. Для 
этого достаточно рассмотреть отклонения произвольных точек 
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от касательных плоскостей, проведенных только в точках 
)0,0(  и ),( ππ , причем рассматривать будем достаточно ма-

лые окрестности точек по всем направлениям от точки каса-
ния. Для этого, как уже отмечалось, необходимо вычислить 
коэффициенты второй квадратичной формы поверхности. 
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В точках )0,0(  и ),( ππ  производные (25-26) равны 
нулю. Следовательно, в этих точках ( )0,0,1
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2ω =r . Тогда коэффициенты второй квадратичной 

формы можно записать следующим образом: 
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Получим выражения для вторых производных квад-
рата модуля ЧХ: 
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В точках )0,0(  и ),( ππ  производные (27-29) имеют 
значения 
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Получим выражения для положительности и отрица-
тельности отклонений поверхности квадрата модуля ЧХ  

от касательных плоскостей в точках )0,0( и )ππ,( . В 
точке )0,0(  условие положительности имеет вид: 

2

2 2 2

(1 2( ) ) ( 4 )

( 2 ) 0,
[(1 2( ) ) ( 4 )

( 2 ) ] [1 2( ) ] 0,

a b c c a b

a c b
a b c c a b

a c b a b c

 − + − × + + + + + + <
 − + − × + + + + + + − − + − >

 (30) 

а условие отрицательности 







>−+−−+++++×−+−

>+++++×−+−

.0])(21[])2()4())(21[(

;0)2()4())(21(
222

2

cbabcabaccba

bcabaccba (31) 

В точке ),( ππ  условие положительности имеет вид: 







>+−+−+−++−×−−+
<+−++−×−−+

,0])(21[])2()4())(21[(

;0)2()4())(21(
222

2

cbabacbaccba

bacbaccba
(32) 

а условие отрицательности 







>+−+−+−++−×−−+
>+−++−×−−+

.0])(21[])2()4())(21[(

;0)2()4())(21(
222

2

cbabacbaccba

bacbaccba  (33) 

Для того чтобы система была фильтром нижних час-
тот, необходимо чтобы в точке )0,0(  отклонение было 
отрицательно, а в точке ),( ππ  – положительно. Это дос-
тигается при выполнении условий (31) и (32). 
Для того чтобы система была фильтром верхних час-

тот, необходимо чтобы в точке )0,0(  отклонение было 
положительно, а в точке ),( ππ  – отрицательно. Это дос-
тигается при выполнении условий (30) и (33). 
Решим уравнения (30)-(33) совместно с условиями ус-

тойчивости (3) и условиями монотонности (24). Получим 
области коэффициентов, соответствующие устойчивым 
фильтрам верхних и нижних частот с монотонными АЧХ. 
В случае ФНЧ максимальное подавление входного 

сигнала будет осуществляться на частоте ),( ππ , дости-
гая значения: 

.
221

221
lg20max 









+−+
−−−=

bca

bca
D  (34) 

В случае ФВЧ максимальное подавление входного 
сигнала будет осуществляться на частоте )0,0(  и опре-
деляться количественно в виде: 

.
221

221
lg20max 









+−−
−−+=

bca

bca
D  (35) 

 
Рис. 4. Типичный вид АЧХ двумерного фильтра нижних 
частот 
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Рис. 5. Типичный вид АЧХ двумерного фильтра верхних 
частот 

Типичный вид АЧХ фильтра нижних частот приведен 
на рис. 4. Он соответствует следующим параметрам 
фильтра: 01.0,06.0,49.0 =−== cba , 53max =D  дБ. 
Типичный вид АЧХ фильтра верхних частот приве-

ден на рис. 5. Он соответствует следующим параметрам 
фильтра: 01.0,04.0,46.0 =−=−= cba . При этом, исходя 
из (35), 50max =D  дБ. 
Селектирующие свойства одномерных цифровых 

фильтров нижних и верхних частот принято характери-
зовать частотой среза, соответствующей затуханию АЧХ 
на уровне 3 дБ. Для двумерного случая введем понятие 
линии среза, точки которой имеют координаты 

)ω,ω( 21 cc
. Найдем ее уравнение для случая низкочас-

тотного фильтра. 
Свое максимальное значение АЧХ принимает в точке 

с координатами (0,0) 

.
)221(

1

)0,0(

1
|)0,0(|||

2
22

max bcaf
HH

−−−
===  (36) 

Проведем нормировку квадрата АЧХ на максималь-
ное значение (36) и найдем уравнение линии, на кото-
рой квадрат АЧХ спадает в два раза, что соответствует 
спаду самой АЧХ на 3 дБ 

.
2

1

)ω,ω(
)221(

||

)ω,ω(||

21

2

2
max

21
2

=−−−=
cc

cc

f

bca

H

H  (37) 

Используя (6), из (37) получим: 

( )
( )

.)221(2

)ω2sinω2(sin)ωωsin()ωsinω(sin

)ω2cosω2(cos)ωωcos()ωcosω(cos1

2

2
212121

2
21c2c121

bca

bca

bca

cccccc

cccc

−−−=

=++++++

++−+−+−
 (38) 

Уравнение (38) достаточно сложно и неудобно для 
использования, так как необходимо определять количе-
ственные значения 1ωc  и 2ωc . Аппроксимируем его бо-
лее удобной кривой, используя разложения в ряд Тей-
лора вблизи точки )0,0(  функций ωsin  и ωcos . 
После некоторых математических выкладок получим 

уравнение линии среза системы для случая фильтра 
нижних частот в следующем виде: 

2
c2c1

2
2

2
1 ωω2ωω RBCA cc =++ , (39) 

где 

 
 

.)2()221(22

)2()4)(221(

,
4

221

2

2

2

bcacbcaB

bcabcabcaCA

ba

bca
R

+++−−−=

+++++−−−==
+

−−−=

, (40) 

Проведем аналогичные выкладки для случая фильт-
ра верхних частот. Свое максимальное значение АЧХ 
принимает в точке с координатами  ),( ππ  

.
)221(

1

),(

1
|),(|||

2
22

max
bcaf

HH
−−+

=
ππ

=ππ=  (41) 

Проведем нормировку квадрата АЧХ на максималь-
ное значение (41) и найдем уравнение линии, на кото-
рой квадрат АЧХ спадает в два раза, что соответствует 
спаду самой АЧХ на 3 дБ 

.
2

1

)ω,ω(
)221(

||

|)ω,ω(|

c2c1

2

2
max

2
c2c1 =−−+=

f

bca

H
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Используя (6), из (42) получим: 
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.)221(2

)2sin2(sin)sin()sin(sin

)2cos2(cos)cos()cos(cos1

2

2
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2
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ωωωωωω

ωωωωωω
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Используя разложения в ряд Тейлора вблизи точки 
),( ππ  функций ωsin  и ωcos ,  получим уравнение ли-

нии среза двумерного рекурсивного цифрового фильтра 
верхних частот в следующем виде, аналогичном (43), но 
с учетом, что  

.)2(2)221(22

)2()4)(221(

,
4

221

2

2

2

bcacbcaB

bcabcabcaCA

ba

bca
R

++−+−−+=

−+−+++−−−+==
+−

−−+=

, (44) 

Выражение (39) представляет собой уравнение эл-
липса. Анализируя его и (32), можно установить, что 
линии среза двумерных рекурсивных цифровых фильт-
ров нижних и верхних частот – окружности. Равенства 
(40) и (44) позволяют количественно оценить значения 

cω  по обеим частотным координатам. 

Диагональный режекторный фильтр 

В рассматриваемой системе АЧХ имеет экстремаль-
ные точки только на осях частот 1ω  и 2ω  и на диагона-
лях 21 ωω =  и 21 ωω −= . Под диагональным двумерным 
режекторным фильтром будем понимать фильтр, у ко-
торого области пропускания существуют только на диа-
гоналях 21 ωω =  и 21 ωω −=  частотной плоскости, при-
чем обязательно разделенные областями непропуска-
ния на интервале однозначности. Определим математи-
чески ограничения на коэффициенты исследуемой сис-
темы для получения областей существования диаго-
нального режекторного фильтра. 
Необходимо получить области пропускания в окрестно-

стях точек ),( ππ , )0,0(  и ),( ππ− , разделенные между со-
бой областями непропускания. В силу симметричности 
системы ),(),( ππ−=ππ HH , будем рассматривать 
только точку с координатами ),( ππ . В окрестностях точек 

),( ππ  и )0,0(  необходимо, чтобы отклонение любой точки 
АЧХ от касательных плоскостей, проведенных к ее поверх-
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ности в этих точках, было отрицательно, что достигается 
выполнением условий (26) и (28). При этом значения АЧХ в 
этих точках должны попадать в полосу пропускания, т.е. 
должны превышать значение 

2
1   от максимального. Так 

как рассматривается симметричная система, то возможны 
два различных случая, меняющие все математические 
выкладки. Первый – наличие максимума АЧХ в точке )0,0( , 
и второй – наличие максимума АЧХ в точке ),( ππ . Рас-
смотрим области подавления сигнала на диагоналях 

21 ωω =  и 
21 ωω −= . 

Максимальное подавление сигнала на диагонали 

21 ωω =  будет происходить на частоте 

)2(2

)12(
arccosω

bc

bca

+
−+±= , 

и  равно 

}{ )ω1()ω2ω(4)]1ω2)(2(ω21[lg20 2222
1max −+++−+−−= bcabcaD . 

Максимальное подавление сигнала на диагонали 

21 ωω −=  будет происходить на частоте 








−±=
b

a

4
arccosω , 

и  равно }{ )1ω2(22ω21lg20 2
2max −−−−−= bbcaD . 

Пример типичной АЧХ диагонального режекторного 
фильтра приведен на рис. 6. Она соответствует сле-
дующим параметрам: 35.0,23.0,01.0 === cba . 

Осевой режекторный фильтр 

Введем понятие осевого режекторного фильтра. Под 
осевым режекторным фильтром будем понимать 
фильтр, у которого области  пропускания существуют 
только на осях 

1ω  и 2ω  частотной плоскости, причем 
обязательно разделенные областями непропускания. 
Области пропускания в окрестностях точек )0,(π , )0,0( , 

),0( π− , )0,( π−  и ),0( π  разделены между собой облас-
тями непропускания. В окрестностях точек )0,(π  и )0,0(  
необходимо, что бы отклонение h  любой точки АЧХ от 
касательных плоскостей, проведенных к ее поверхности 
в этих точках, было отрицательно. При этом значения 
АЧХ характеристики в этих точках должны попадать  в 
полосу пропускания, т.е. превышать значение 2

1  от 
максимального. Так как рассматривается симметричная 
система, то ),0()0,(),0()0,( π−=π−=π=π HHHH , по-
этому возможны два различных случая. 

 
Рис. 6. Типичный вид АЧХ двумерного диагонального 
режекторного фильтра 

Первый – наличие максимума АЧХ в точке )0,0(  и 
второй – наличие максимума АЧХ в точке )0,(π . Полу-
чены математические ограничения на коэффициенты 
исследуемой системы для получения областей сущест-
вования осевого режекторного фильтра. 
Максимальное подавление сигнала по оси 

1ω  сов-
падает с максимальным подавлением по оси 2ω , реа-
лизуется в точке 

)1(4

)12)((
arccosω

bab

baca

−−
−++±=  

и равно 

}{ .)ω1()ω2()ω2ωω1(lg20 2222
max −+++−−−−= bcabcaaD . 

Пример типичной АЧХ осевого режекторного фильт-
ра приведен на рис. 7. Она соответствует следующим 
параметрам: 33.0,33.0,245.0 === cba , 5.18max =D дБ. 
Как и в случае режекторных фильтров, понятие по-

лосового фильтра однозначно для одномерной систе-
мы. Для двумерного случая существует некоторая сво-
бода в его определении. Рассматривать будем только 
некоторые направления АЧХ, а именно: обе оси частот 

1ω  и 2ω  и обе диагонали 21 ωω =  и 21 ωω −= . 

 
Рис. 7. Типичный вид АЧХ двумерного осевого режек-
торного фильтра 

Диагональный полосовой фильтр 

Введем понятие двумерного диагонального полосового 
фильтра. Под диагональным полосовым фильтром будем 
понимать фильтр, у которого области пропускания существу-
ют только на диагоналях 21 ωω =  и 21 ωω −=  частотной 
плоскости, причем на интервале однозначности существует 
только одна область пропускания на каждой из диагоналей. 
Как и в случае диагональных режекторных фильтров, имеют 
место ограничения на коэффициенты исследуемой системы 
для получения областей существования диагонального поло-
сового фильтра. 
Необходимо получить области пропускания в окрестно-

стях точек 5, 12, 11, 9 и 7 (рис. 3). В силу симметричности сис-
темы достаточно рассмотреть только точки 5, 12 и 9. В окре-
стностях точек ),( ππ  и )0,0(  необходимо, чтобы отклонение 
любой точки АЧХ от касательных плоскостей, проведенных к 
ее поверхности в этих точках, было положительно, что дости-
гается выполнением условий (25) и (27). При этом значения 
АЧХ в этих точках не должны попадать в полосу пропускания, 
т.е. не должны превышать значение 2

1  от максимального. 
Так как рассматривается симметричная система, то возмож-
ны два различных случая. Первый – наличие максимума АЧХ 
в точке 12, и второй – наличие максимума АЧХ в точке 9. 
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Получена область существования диагональных поло-
совых фильтров. Ее форма в пространстве коэффициентов 
(рис. 1) достаточно сложна и может быть представлена в 
виде соответствующих сечений плоскостями constc = . 
Сечения позволяют оценить форму области и ее местопо-
ложение в пространстве коэффициентов. Определим резо-
нансные частоты диагонального полосового фильтра. Пер-
воначально рассмотрим диагональ 21 ωω = . В этом случае 

.
)2(2

)12(
arccosω

1 bc

bca
p +

−+±=  

На диагонали 
21 ωω −=  резонансная частота опреде-

ляется следующим образом 
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4

arccosω
2








−±=
b

a
p

 

Пример типичной АЧХ диагонального полосового 
фильтра приведен на рис. 8. Она соответствует следую-
щим параметрам: 05.0,275.0,04.0 −=−== cba . 

 
Рис. 8. Типичный вид АЧХ двумерного диагонального 
полосового фильтра 

Заключение 

В пространстве параметров двумерной рекурсив-
ной цифровой системы второго порядка с симмет-
ричными коэффициентами получены аналитические 
ограничения на параметры, соответствующие 
фильтрам нижних и верхних частот. Найдены также 
аналитические ограничения на коэффициенты в ука-
занных областях для отсутствия у этих фильтров 
пульсаций амплитудно-частотной характеристики. 
Предложена аппроксимация линии среза. В связи с 
тем, что АЧХ двумерной системы является поверх-
ностью, понятие режекторных и полосовых фильтров 
в двумерном случае намного шире, чем в одномер-
ном. Предложена классификация двумерных поло-
совых и режекторных фильтров. Введены понятия 
диагональных и осевых фильтров. Аналитически по-
лучены ограничения на параметры системы для су-
ществования диагональных полосовых и режектор-
ных, осевых режекторных фильтров, определены 
резонансные частоты указанных фильтров. 

Литература 

 1. Даджион Д., Мерсеро Р. Цифровая обработка много-

мерных сигналов. – М.: Мир, 1988. 

 2. Погорелов А.В. Дифференциальная геометрия. – М.: 

Наука, 1969. 

 3. Брюханов Ю.А., Приоров А.Л., Мясников Е.А., Калинин 

С.А. Частотные свойства двумерных рекурсивных цифро-

вых систем первого порядка // Изв. высш.  

учеб. заведений. Радиоэлектроника. 1995. № 4.  

С. 26-30. 

 
 

 


