
Цифровая Обработка Сигналов №3/2007 

 9 

Исследуется применение метода регуляризации Тихонова в зада-
че сжатия сигналов  посредством дискретных ортогональных преоб-
разований. Данная задача исследуется с точки зрения некорректно 
поставленной. Находятся параметры регуляризации для различных 
дискретных ортогональных преобразований (ДОП). В работе опреде-
ляются матрицы выбора спектральных компонент для разных ДОП. 
Получены оценки погрешностей восстановления сжатого сигнала 
кодированного посредством ортогональных преобразований с регу-
ляризацией и без регуляризации. Из данных оценок следует, что  сиг-
нал, восстановленный с применением  метода регуляризации Тихоно-
ва, ближе к исходному сигналу нежели сигнал, восстановленный без 
применения метода регуляризации. 
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О КОРРЕКТНОСТИ ЗАДАЧИ СЖАТИЯ СИГНАЛОВ 

Казарян М.Л. 

 
Введение 

Кодирование с использованием различ-
ных дискретных ортогональных 
преобразований являются эффективным 
методом сокращения избыточности изо-
бражений [1-3]. Сигнал подвергается 
унитарному преобразованию с дальнейшим 
отбором спектральных коэффициентов, 
используемых при решении задачи сжатия. 
Задачу восстановления сигнала можно рас-
сматривать как обратную (некорректно 
поставленную) задачу [4]. Методика 
исследования некорректных задач 
достаточно известна [4-8]. А.Н. Тихонов предложил ме-
тод регуляризации, который является наиболее общим 
в настоящее время методом решения некорректных 
задач [4, 6, 7]. 
Поставленная задача ( )uRz= на паре метрических 

пространств (F,U) является корректно поставленной, 
если удовлетворяются следующие условия: 

1) для всякого элемента Uu∈ существует решение z 
из пространства F; 

2) решение определяется однозначно; 
3) задача устойчива на пространствах (F,U), т.е. для 

∀  ε>0 ( ) 0>∃ εδ так, что из неравенства 
( ) ( )εδρ ≤21 , uuU

  следует  ( ) ερ ≤21 , zzF . 
При этом доказывается, что для дискретных преоб-

разований Фурье и Уолша регуляризация спектра ко-
эффициентами вида 

.1,...,2,1,0,10,
1

1
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−=>≤≤
+ + nk

k
εα

α ε
 

позволяет произвести устойчивое суммирование рядов 
этих преобразований.  
Найдена оценка погрешностей при сжатии сигналов с 

регуляризацией, получены оценки погрешностей для ДПФ 
(дискретного преобразования Фурье), преобразования 
Хартли, ДКП (дискретного косинусного преобразования), 
ДСП (дискретного синусного преобразования), ДПУА (дис-
кретного преобразования Уолша – Адамара) с регуляриза-
цией и без регуляризации. Проведено сравнение соответ-
ствующих оценок и найдены значения регуляризирующего 
параметра α для этих преобразований. Из данного сравне-
ния следует, что восстановленный сигнал  с применением 
регуляризации ближе к оригиналу, чем сигнал восстанов-
ленный без применения метода регуляризации. 

Математическая постановка задачи 

Пусть ( )10 ,..., −= nxxx   исходный вектор данных раз-
мерности n, рассматриваемый как реализация некоторо-
го случайного процесса с определенными свойствами и 

ковариационной матрицей ∑ x ;  F – ортогональное 
преобразование, задаваемое невырожденной  n×n  - 
матрицей отсчетов базисных функций некоторой орто-
гональной системы ( ){ }

0≥kk tϕ : 
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F-1 – обратное преобразование; S – матрица выбора 
размерности  m×n ранга m,  nm≤≤1  ;  W – матрица 
восстановления размерности  n×m. 
Задача состоит в выборе   F, S, W   таких, что 

( ) min, 1 →− xFSWFxρ , (1) 

где ρ – заданная метрика.  
При решении более простой задачи зафиксируем 

базис F и положим TSW = .Тогда в (1) минимизация 
производится только по S. В такой постановке это ре-
шение известно как задача отыскания оптимального 
метода зонного кодирования при сжатии данных по-
средством преобразования F [9]. Алгоритм зонного ко-
дирования при сжатии данных описывается в следую-
щем виде. 
Пусть x  - исходный вектор пространства (Х,ρ) век-

торов размерности N.  F – ортогональная матрица раз-
мерности  N×N. 

1 шаг. Вектор – сигнал x  подвергается преобразо-
ванию F:  

( )T
nyyFxy 10 ,..., −== . 

2 шаг. Вектор – спектральных компонент y заменя-
ется посредством «оператора выбора» S на меньший по 
размерности y

⌢

: 

( ),...,,, 110 −== myyySyy
⌢
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который и подлежит передаче по каналам связи, хране-
нию и т.д. Отметим, что матрица S размерности  m×n 
имеет вид 



























=

0...01...00

.......

.......

.......

0...00...10

0...00...01

.S
 

Величину 
m

n
k =  назовем коэффициентом сжатия. 

3 шаг. На приемной стороне полученный вектор y
⌢

 
дополняется до размерности n (все компоненты, кроме 
отобранных, полагаются равными нулю), т.е. 

( )0...,0,...,,~
110 −== m

T yyyySy
⌢

. 

4 шаг. Вектор y~  подвергается преобразованию F-1, 
т.е. определяется вектор  yFx ~1−=⌢ , который восста-
навливает исходный вектор данных с погрешностью   

( )xx
⌢

,ρε =  (2) 

Задача состоит в определении оптимального спосо-
ба зонного кодирования, т.е. такого выбора заменяемых 
нулями компонент, который гарантирует при заданном k 
минимум   

( )ρ
εε
,

* sup
Xx∈

= . 

Очевидно, что заменять нулями целесообразно те 
компоненты вектора y , которые малы по абсолютной 
величине и, следовательно, вносят меньший вклад при 
восстановлении исходного вектора.  Кроме того, следует 
иметь в виду, что при построении программ реализации 
дискретных ортогональных преобразований (ДОП) ис-
пользуется внутренняя структура преобразования. Мат-
рица F разбивается на однотипные блоки, благодаря 
чему возможно распараллеливание вычислений. По-
этому целесообразно заменять нулями спектральные 
компоненты, соответствующие целиком блоку (или не-
скольким блокам) матрицы F.  
Более детально остановимся на процессе кодирова-

ния и декодирования двумерных сигналов (изображе-
ний) посредством ортогональных преобразований. 
Поступающие на вход системы исходные изображе-

ния размерности nn× представим в виде их разверток, 
а именно 2nm=  элементным вектором, т.е. рассматри-
ваем одномерный сигнал. 
Процесс кодирования производится в два этапа. 
1. Посредством преобразования F m-мерное про-

странство исходных векторов f отображается в  
m-мерное спектральное пространство векторов f

⌢

. 
2. Переходом в k-мерное (k < m) пространство по-

средством оператора S понижается размерность векто-
ра f
⌢

, т.е. осуществляется отбор наиболее информа-
тивных спектральных компонент вектора f

⌢

. 
Отметим, что наиболее информативными понимают-

ся те спектральные компоненты, передача которых по-
зволяет в декодере получить оценку g исходного векто-
ра  f с минимально возможными искажениями, опреде-
ляемыми выбранной метрикой ( )gf ,ρ . 

Процесс декодирования производится также в два 
этапа: 

1. Посредством оператора W осуществляется 
фильтрация зашумленного усеченного вектора f

⌢

и пе-
реход из k-мерного в m-мерное пространство спек-
тральных компонент. 

2. Посредством оператора 
1−F  m-мерное простран-

ство спектральных компонент отображается в m-мерное 
пространство исходных векторов. 
Приведенный выше анализ показывает, что в про-

цессе кодирования и декодирования изображений по-
средством ортогональных преобразований, важное зна-
чение имеет решение задачи определения матрицы 
выбора для различных типов ортогональных дискретных 
преобразований. 
Итак, в процессе сжатия и восстановления сигнала 

важное место занимает задача определения вида мат-
рицы выбора для различных ортогональных преобразо-
ваний. В соответствии с этим удобно ввести следующее 
обозначение: 

nN r= ;  вектор ( )1
0, ..., 0, , , ..., 0, ..., 0s sr rs y yy

+
= , 

0,..., 1s n= −  называется s-й пачкой вектора y ;  

( ){ }δδ ≤−== −≤≤− kk
nk

N xxxxxX 1
1

10 max:...,, .  (3) 

где ix - действительные числа, δ > 0. 
Перейдем к вопросу оценки спектров различных ор-

тогональных преобразований. 
Пусть ( ) 1

0,,
−

=
= N

jijifF  матрица дискретного преобра-
зования Фурье, ( ) δXxxxx n ∈= −110 ,...,,  - исходный 
сигнал. Компоненты спектрального вектора  xFy=  
имеют вид   

{ }
1

21

0

exp
N

ik l
l kn n

k

y x π
−

−

=

= ∑ . 

В работе [10] было доказано, что  

n
ll

Xx

y π
δ

δ sin2
max ≥

∈
 , 1,...,2,1 −= nl . (4) 

Дискретная функция  1,2,..., 1sin ,l
n nlπ −=  имеет вид: 

 

Рис.1. Поведение дискретной функции 1,2,..., 1sin ,l
l nn

π = − . 

Из рис.1 и формулы (4) заключаем, что центральные 
компоненты спектра ( )0 1, ,..., Ny Fx y y y −= =  менее 
информативны. Следовательно, при сжатии данных ре-
комендуется использовать матрицу выбора следующего 
вида: 
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где 
0N  - нулевые матрицы соответствующих порядков. 

Например, пусть длина исходного вектора x равна 
64=n , а коэффициент сжатия равен 4, т.е. при сжатии 

необходимо сохранить 16 компонент спектрального век-
тора y. В этом случае матрица выбора имеет следую-
щий вид 
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Пользуясь той же методикой и оценками, приведен-
ными в [10], можно прийти к следующему утверждению. 
При сжатии сигнала необходимо заменять нулями: 
- центральные компоненты спектра для преобразо-

вания Фурье и Хартли; 
- последние компоненты спектра для дискретного ко-

синусного преобразования (ДКП),  дискретного синусно-
го преобразования (ДСП),  дискретного  преобразования 
Уолша-Пэли  (ДПУП),  дискретного  преобразования 
Уолша (ДПУ); 

- компоненты спектра с номерами  

( )12 2 1 , 1,2,..., ; 1,2,...,2r i n rr k i− −⋅ − = =   

для дискретного преобразования Уолша – Адамара 
(ДПУА), где n2 - длина сигнала, k2  - коэффициент 
сжатия. 
Оценим погрешности восстановления сжатого сигна-

ла кодированного посредством ДОП с регуляризацией и 
без регуляризации. 
Пусть F – матрица дискретного преобразования Фу-

рье. Если x – исходный сигнал, а x - восстановленный 
после сжатия сигнал, то, согласно равенства Парсеваля 
и линейности преобразования Фурье, имеет место ра-
венство: 

( ) ( ) ( )yyWSFxFxWSFxFx
n lll ,,,
1

222

1 ρρρ ==⋅ −  , 

где  
2l

ρ  - среднеквадратическая  метрика. 
Следовательно, для оценки погрешности при сжатии 

сигналов достаточно иметь оценку вида 
( ) ( )yykn l

Xx
,sup,

2
ρε

δ∈
= . (5) 

Если спектр сигнала рассматривать как исходный 
сигнал y Fx= , то после сжатия, передачи и экстрапо-
ляции этот сигнал отличается от исходного сигнала 
(спектра), и это отличие можно с некоторой точностью 
устранить при помощи регуляризации исходного сигна-
ла. Ошибка восстановления с регуляризацией имеет 
вид: 

( ) ( )
2

, , sup ,l r r
x X

n k y y
δ

ε α ρ
∈

= , (6) 

где k – заданный коэффициент, yr – исходный регуляри-
зированный сигнал, ry - соответствующий сжатый сиг-
нал,  α-параметр регуляризации. 
Возникает задача нахождения оценки погрешности 

восстановления исходного сигнала x без регуляризации 
и с регуляризацией, т.е. сравнение (5) с равенством   

( ) ( )r
Xx

r xxkn
l

,sup,,
2

ραε
δ∈

= , (7) 

где rx  - восстановленный сигнал, что согласно (3) экви-
валентно задаче определения ( ).,

2 rl yyρ  
Последующее утверждение посвящено получению 

оценок вида  (5) – (7) для различных дискретных ортого-
нальных преобразований и их сравнению. 
Справедливы следующие оценки для: 
- дискретного преобразования Фурье (ДПФ) 
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- дискретного преобразования Хартли (ДПХ) 
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- дискретного косинусного преобразования (ДКП) 
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( )

1

1

2
, ,

2 1
, , ,

1

1
;

1 1

n
k

n
k n

r k

n
k

n
n k n

n
n k n

ε

ε

δε
π
α δ

ε α
π α

α

+

+

⋅ ⋅
≤ ⋅ −

⋅ ⋅ ⋅ + ⋅
≤ ⋅ −

⋅ +

≤
+ −

 

- дискретного синусного преобразования (ДСП) 
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- дискретного преобразования Уолша-Адамара 
(ДПУА), Уолша – Пэли (ДПУП), Уолша (ДПУ) (здесь ко-
эффициент сжатия равен 2t) 
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Для доказательства последних утверждений дока-
жем следующую теорему 1. 

Теорема  1 . Если y
⌢

-вектор, который получается из 
вектора Fxy =  заменой нулями 2m центральных ком-
понент ( )2

nm< , т.е. коэффициент  сжатия имеет вид 

2
n

n mk −= ., то  справедливо следующее соотношение 

( ) .
4

1
2

,
2 2 k

n
nkn

k

n
n −⋅+⋅≤≤−⋅

π
δεδ

 (7) 

Доказательство. Согласно теореме [10], для  
j= 1, 2,…, n-1 имеем 

2
41

max
2 sin 2 sinjj jx X

n n

y
δ

π
π π

δδ
⋅ ⋅∈

⋅ +
≤ ≤

⋅ ⋅
. (8) 

Обозначим 

( ) ( ) 2
4

1 2

1
,

2 sin 2 sinj j
n n

y j y j π
π π

δδ
⋅ ⋅

⋅ +
= =

⋅ ⋅
. (9) 

Очевидно, что и для вектора y
⌢

 также выполняется  
соотношение (8). Следовательно, используя равенство 
Парсеваля, из (8) находим 
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Сначала оценим выражение в правой части (10). Из 
формул (8), (9) имеем 

( )
2
1

2

2

2
2
1

2

2

1

2

41
2
2

sin

1

2

1












⋅

+⋅
=












∑∑

−+

−=
⋅

−+

−=

m

mj n
j

m

mj

n

n

n

n

jy π
π

δ
 (11) 

Так как  ( ) n
m

n
m ⋅⋅ =± πππ cossin 2 , то при 

2

n
j ≠  находим 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

2

2

1

2 2 12
2 2

2 2 12
2 2 2

2
1

1 1 1
...

sin sin sin

1 1 1
...

sin sin sin

1 1
2 .

cos cos

n

n

m

j mm
j m n n n

m
n n n

m

j m
j n n

π ππ π π

ππ π π π π

π π

+ −

⋅ ⋅ −⋅
= −

⋅ −

⋅ ⋅
=

= + +
− −

+ + + + =
− + +

= ⋅ −

∑

∑

 (12) 

В силу монотонности на интервале 







2
,0
π  функции 

2

1

cos x
 находим 

( )

( )
1

2 2
1

11 2 2
2 .

cos cos

m
n

n

m

j
j n

mn dx n
tg tg

x n n

π

π
π

π π
π π

⋅ +

⋅
=

⋅ + ⋅ ⋅⋅ ≤ ⋅ = ⋅ − 
 

∑ ∫  (13) 

Подставляя значения (13) в (11), получим 

( ) ( )







 −+⋅⋅⋅⋅
+⋅

≤
n

tg
n

m
tg

n
kn

ππ
π

δ
ε π 12

2

1
,

2
4

. 

Это неравенство для достаточно больших значений 
n можно записать в виде 

( ) 2
41

2
2

,n k mπ
δ

ε
⋅ +

≤ ⋅ ⋅  (14) 

Аналогичными вычислениями получается также 
оценка 

( ) 2

2
,

n m
n k tg

n

δ πε
π
⋅ ⋅≥ ⋅ ⋅  (15) 

Подставляя в (14) и (15) значения m, 

k

nkn
m

⋅
−⋅=

2
 , при больших значениях n окончательно  

находим 

( ) .
4

1
2

,
2 2 k

n
nkn

k

n
n −⋅+⋅≤≤−⋅

π
δεδ

 

Следовательно, теорема доказана. 
Проанализируем полученный результат с точки зре-

ния сжатия и восстановления изображений. При помощи 
матрицы выбора S вместо исходного вектора 

( ) 1

0

−
== n

iiyy    рассматриваем вектор ( ) 1
0

−
=+= n

iiiyz γ    
вида 

2 2
0 1 11

0,..., 0, ,...,( , ,..., , ,n n nm m
z zz z z z −− − +=  

где 

2

, 2 2 2

2 2

0,1, 1

1 1

1 1

0, ..., ,

, ,..., ,

0, , , ...,

n

n n n
i i

n n

ï ðè i m

y ï ðè i m m m

ï ðè i m m n

γ + −

+ −

= − −
= − = − − +
 = + +

 

В этих условиях, согласно теореме 1 , ошибка вос-
становления имеет вид (7),  

где   2
n

n mk − ⋅=  - коэффициент сжатия. 

Регуляризацию суммирования с приближенными ко-
эффициентами можно произвести при помощи регуля-
ризирующих множителей вида: 

( )

( )
1

1
, ,

1
1,2,..., 1,   0 1,   0, 1,   0.

R k
k

k n R

εα
α

α α ε

+=
+ ⋅

= − < ≤ = >
 

Использование метода регуляризации при сжатии и 
восстановлении сигналов означает, что вместо исходно-
го вектора y  рассматривается вектор  

( ) 1

0

−
== n

iiyy
⌢⌢

 , где 

0 0 1
, , 1,2, ..., 1

1
j

j

y
y y y j n

j εα += = = −
+ ⋅

⌢ ⌢

 (16) 

При помощи матрицы выбора производится сжатие 
вектора y

⌢

, т.е. рассматриваем вектор  ( ) 1

0

−
== n

iizz , где 

0

1

21

1,2 12

1, ..., 1.2

,   0

,    = ,..., ,
1

,   ,
1

j
j

j n

n m

n m n

y ï ðè j
y

z ï ðè j
j

y
ï ðè j m

j

ε

ε

α

α

+

+

+ −

+ + −


 =

=  + ⋅


= + + ⋅

 (17) 

Так как имеет место неравенство (8), то очевидно 
также следующее соотношение 

( ) ( )
2

4

1 1
max

sin sin

1

2 1 2 1
jj j

n nx X
z

j j
π

π πε ε
∈ δ

δδ
α α⋅ ⋅+ +

⋅ +
≤ ≤

⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
(18) 
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Условия (18) имеют место также для вектора y
⌢

. 
Следовательно, используя равенство Парсеваля и, учи-
тывая формулы (16), (17), из (18) находим 

( ) ( )
1 1
2 2

2 2

2 2

1 1
2 2
1 2( , , )

n n

n n

m m

j m j m

n k jz j zε α
+ − + −

= − = −

   
≤ ≤   

      
∑ ∑  (19) 

где 

( ) ( )

( ) ( )
2

1 1

4

2 1

,
2 1 sin

1
.

2 1 sin

j
n

j
n

z j
j

z j
j

πε

π
πε

δ
α

δ
α

⋅+

⋅+

=
⋅ + ⋅ ⋅

⋅ +
=

⋅ + ⋅ ⋅

 

Оценим сверху выражение в правой части (19). 

( )

( )

( )( )

1
2

2

2

1
2

22

2

1
2

22

2

1
2
2

4 1

21 2

4 1

21

2

1 1

2 1 sin

1 1
.

sin2 1

n

n

n

n

n

n

m

j m

m

j
j m

n

m

j
n j m n

z j

j

m

π

πε

π
πε

δ

α

δ

α

+ −

= −

+ −

⋅+= −

+ −

⋅+
= −

 
= 

  

 ⋅ +
 = ≤
 + ⋅ ⋅ 

⋅ +  
≤  

 ⋅ + −  

∑

∑

∑

 

Используя формулы  (12) и (13), окончательно находим 

( )
( )( )

( )2
4

1

2

1 12
, ,

2 1 n

mn
n k tg tg

n nm

π
ε

δ π πε α
πα +

⋅ + + ⋅≤ ⋅ ⋅ − 
⋅ + −  

.(20) 

Аналогичными вычислениями получаем оценку снизу 

( )

( )( )1

2

, ,

2
.

2 1 1n

n k

n m
tg

nm
ε

ε α

δ π
πα +

≥

⋅ ⋅⋅ ⋅
⋅ + + −

 (21) 

Подставляя в (20) и (21) значения 
2

n k n
km ⋅ −
⋅=   при 

больших  числах n,  находим 

( )( ) ( )

( )( )
2

1

2

4

1

2

, ,
2 1

1
.

2 1

n
k

n
k

n
n n k

kn

n
n

k

ε

π
ε

δ ε α
α

δ

α

+
⋅

+
⋅

⋅ − ≤ ≤
⋅ + −

⋅ +
⋅ −

⋅ +

 (22) 

Сравнивая оценки (7) и (22), можно заключить, что 
при фиксированном n ошибка восстановления с исполь-
зованием ДПФ уменьшается, если применять метод 
регуляризации. 
Теперь вычислим погрешность между вектором y и ре-

гуляризированным и сжатым вектором z .Учитывая, что 

( )
2 2 2 2

0 1 11 1
, , ..., , , ..., , , ...,n n n n nm m m m

y y y y y y y y−− − − + − +=  

( )
2 11 2

0 11

2

, ,. ,.., ,0,...,0,
1 1 2 1 1

n m

n

yy y
z y

m
εεα α α

− −
++


=
 + + ⋅ + ⋅ − −

 

( ) ( )
)εε αα +

−
+

+

−⋅++⋅+ 1
1

1

2 11
,...,

1
2

n

y

m

y
n

n

mn

 

Вычислим 

( )
1
2

2 2

2 2

2 21 11
2

1 1
1

, ,

1 1

n n

n n

r

m mn
j j

j j j
j j m j m

n k

y y
y y y

j jε ε

ε α

α α

− − + −−

+ +
= = + = −

=

    
− + − + =    + ⋅ + ⋅     

∑ ∑ ∑
 

1
2

2 2

2 2

2 21 11 11
2 2 2

1 1
1 1 1

n n

n n

m mn

j j j
j j m j m

j j
y y y

j j

ε ε

ε ε
α α
α α

− − + −+ +−

+ +
= = + = −

    ⋅ ⋅= ⋅ + ⋅ +    + ⋅ + ⋅     
∑ ∑ ∑  (23) 

Отсюда, используя  (8), находим 

( ) ( )
( ) k

n
r n

n
kn −⋅+⋅

+⋅
⋅−≤

+

2
4

1

1
12

1
,,

π

ε

α
δααε . (24) 

Теперь сравним оценки (7) и (24) и определим α , 
требуя выполнение соотношения 

( ) ( )knknr ,,, εαε ≤ . 

Вычислим 

( )
( )

( )
1

1

1

,

,, 1

≤
+
−⋅≤

+

α
α

ε
αε εn

kn

knr . 

Отсюда находим 

( )
.

11

1
1 −−

≤ +εα
n

 

Аналогичными рассуждениями  доказываются оценки 
для преобразований Хартли, ДКП, ДСП, ДПУА, ДПУП и ДПУ. 
Для наглядности ниже приводится график, на кото-

ром прослеживается поведение ошибки сжатия с регу-
ляризацией и без регуляризации сигналов с применени-
ем вышерассмотренных ДОП.  

 
Рис.2.  Ошибки сжатия с регуляризацией и без регуля-
ризации. 
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Здесь 1ε  -  ошибка сжатия без регуляризации; 2ε  - 
ошибка сжатия с регуляризацией; k – коэффициент сжатия. 
Таким образом, получены оценки погрешностей 

восстановления сжатого сигнала кодированного по-
средством ортогональных преобразований с регуляри-
зацией и без регуляризации. 
Проведено сравнение оценок погрешностей и най-

дены значения регуляризирующего параметра  α  для 
ДПФ, преобразования Хартли, ДКП, ДСП и ДПУА при 
которых восстановленный сигнал более близок к ори-
гиналу, чем сигнал восстановленный без применения 
метода регуляризации. 
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