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Рассматриваются блочные параллельные и последовательные 
алгоритмы адаптивной полиномиальной фильтрации в частотной 
области, даются рекомендации по выбору параметров адаптивных 
алгоритмов градиентного и ньютоновского типов, связанные с 
обеспечением сходимости и выравниванием скорости сходимости 
для частотных и нелинейных составляющих полиномиальных 
фильтров. 
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Введение 

В алгоритмах адаптации во временной об-
ласти, рассмотренных в работе [1], коррекция 
вектора h коэффициентов фильтра выполняется для 
каждого отсчета входного сигнала. В отличие от них 
алгоритмы адаптации в частотной области основаны на 
блочной обработке входных данных, предусматриваю-
щей разбиение реализаций сигналов на блоки, вычис-
ление спектральных преобразований над ними и вы-
полнение лишь одной коррекции коэффициентов филь-
тра для каждого блока данных. Использование быстрых 
алгоритмов для спектральных преобразований позво-
ляет при такой организации процесса адаптации в зна-
чительной степени сократить вычислительные затраты 
по сравнению с реализацией во временной области. 
Несмотря на то, что коррекции в данном случае выпол-
няются реже, за счет усреднения данных по блоку ока-
зывается возможным более точно оценивать вектор 
градиента и рассчитывать очередное значение вектора 
коэффициентов фильтра [2]. 

Как известно [3], для градиентных алгоритмов адап-
тации во временной области характерна неравномер-
ность сходимости коэффициентов фильтра, которая воз-
растает с увеличением отношения max min   собствен-
ных чисел корреляционной матрицы входного процесса. 
Спектральная интерпретация этого явления состоит в 
том, что частотные составляющие с меньшей энергией 
сходятся медленней, чем с большей, причем разброс 
собственных значений в случае линейной фильтрации 
можно оценить следующим соотношением [2, 4]: 
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Таким образом, увеличения скорости сходимости 
можно добиться путем выравнивания спектра («отбели-
вания» сигнала), что легко осуществить в частотной 
области. Во временной области тот же эффект достига-

ется за счет умножения градиента на матрицу, обратную 
корреляционной, и используется в алгоритмах ньюто-
новского типа [4]. 

Матричное представление полиномиальных 
фильтров на конечных интервалах 

Напомним, что цифровой полиномиальный фильтр 
определяется функциональным полиномом M-го поряд-
ка [1, 6] 
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Будем рассматривать далее фильтры с конечными 
импульсными характеристиками, для которых однород-
ные дискретные функционалы [ ( )]mH x n  определяются 
нелинейной сверткой вида 
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где  1, ,m mh i i  – нелинейная импульсная характери-

стика (ядро) m-го порядка. 
Для построения алгоритмов адаптации полиноми-

альных фильтров в частотной области воспользуемся 
следующим матричным выражением [7]: 

 ( )
1

1 diag m
m m mmN Y V X H ,  

определяющим нелинейное преобразование спектров на 
конечных интервалах для составляющей полиномиаль-
ного фильтра m-го порядка нелинейности. Здесь mV  
представляет собой слабозаполненную матрицу раз-
мерности ,mN N  содержащую единицы в позициях, 

удовлетворяющих условию  1 mod .mk k k N    Хо-

тя данное представление справедливо для произволь-
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ного базиса, воспользуемся далее для определенности 
базисом Фурье, наиболее распространенным на практи-
ке. Тогда векторы X  и mH  будут содержать соответ-
ственно дискретные преобразования Фурье (ДПФ) 
входного сигнала и нелинейной импульсной характери-
стики  1 , ,m mh n n  m-го порядка. 

Определим теперь матрицу mX  вида 

 ( )diag m
m mX V X .  (1) 

Данная матрица имеет такую же структуру, как и 

,mV  но в отличие от нее вместо единиц содержит раз-

личные произведения спектральных компонент входного 
сигнала, упорядоченные по N строкам в зависимости от 

их вклада в выходной спектр. При этом k-я строка mX  

содержит все произведения    1 ,mX k X k   влияю-

щие на k-ю составляющую  Y k  выходного спектра с 

частотой  1 mod .mk k N   Например, в случае 

4, 2N m   матрица mX  будет иметь следующий вид:  
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X ,  (2) 

где ij  обозначают произведения     .X i X j  

В процессе фильтрации для каждого n-го блока 
входных данных вычисляются ДПФ   ,nX k  на основе 

которых формируются матрицы ,n mX  произведений 
спектральных отсчетов вида (1) для составляющих 

 m nY  фильтра различных порядков 1, 2, , .m M   

Выходной сигнал  nY  полиномиального фильтра по-

рядка M для n-го блока данных определяется суммой 
данных составляющих и равен 

,
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( ) ( ) ,
M M

m m m n m m
m m

n n 
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  Y Y X H      (3) 

где  1
,01 , 1 0 0 ,Tm T

m nN  X   а постоянная со-

ставляющая 0H  представляет собой скалярную вели-
чину. 

Задача оптимальной полиномиальной фильтрации 
в частотной области 

Определение оптимальных векторов mH  коэффи-
циентов связано с минимизацией среднеквадратической 
ошибки в частотной области 

          *
M ,Ε n n n n  D Y D Y  (4) 

где  nD   вектор ДПФ заданного выходного сигнала 

фильтра, а *A  означает матрицу, сопряженную A. Под-
ставляя в (4) выражение (3), определяющее выход 
фильтра, получим 
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где матрицы ,i jR  автокорреляций и векторы ir  взаим-
ных корреляций определяются в данном случае в ча-
стотной области и имеют вид 

   , , , ,M , M ( ) .i j n i n j i n i n  R X X r X D  

Дифференцируя полученное соотношение по mH  и 
приравнивая результаты нулю, получим систему нор-
мальных уравнений 
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решение которой дает оптимальные векторы mH  коэф-
фициентов фильтра в частотной области. Объединим 
векторы mH  отдельных составляющих фильтра в один 
вектор вида 

0 1 2 .T T T T
M   H H H H H   (5) 

Тогда полученная система уравнений может быть за-
писана в следующей компактной форме: 

,X DXR Γ H r   (6) 

где , XΓ R  и DXr  представляют собой блочные матрицы 
вида 
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  (7) 

Как частный случай системы (6) при 1M   получаем 
известное уравнение 1 ,xx dxR H r  определяющее опти-
мальный линейный фильтр в частотной области. Так как 

xxR  является диагональной матрицей, решение данного 
уравнения не составляет труда и определяется через 
спектральные моменты второго порядка. В нелинейном 
случае уравнение (6) в качестве блоков содержит матри-
цы ,i jR  и ir  спектральных моментов высших порядков. 

Блочные градиентные алгоритмы адаптации 

Для организации процесса адаптации определим 
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оценку градиента вектора ошибки    [ ]n n n D YE  

по n-у блоку данных 
[ ] [ ]

[ ]
,

ˆ 2 .
n n

n
n m n m

m







  

E E X
H

E  

Тогда градиентный алгоритм коррекции коэффици-
ентов фильтра в частотной области можно записать в 
виде 

[ ] [ 1] [ ]
, , 0,1, , ,n n n

m m m n m m M   H H μ X E    (8) 

где mμ   диагональная матрица, содержащая парамет-

ры ,m k  адаптации. 

Особенности адаптации в частотной области стано-
вятся более очевидны, если рассмотреть аналог алго-
ритма (8) во временной области. Для этого перейдем от 
ДПФ    , ,m n nH D Y  к оригиналам 

 ( )1 1 1, ( ) ( ), ( ) ( ),
m

m N m N Nn n n n    h W H d W D y W Y  

где NW   матрица спектрального преобразования в 
базисе Фурье.  

Используя определение (1) матрицы ,mX  получим 

    ( )[ ] [ 1] 1 ( ) 1diag ,
m Tn n m n

m m m N n m N
   h h μ W X V W ε     (9) 

где [ ]nε   вектор ошибки, равный     .n nd y  

Заметим, что здесь выходной блок данных  ny  яв-
ляется результатом нелинейной фильтрации на конеч-
ном интервале длиной N и представляет собой сумму 
составляющих   ,m ny  каждая из которых определяет-

ся как циклическая свертка порядка m. Данные состав-
ляющие можно записать в матричном виде: 

[ ]( ) ,m n
m m N mn y P S h  

где матрица m
NS  формируется из блока T

n x  

     1 1
Tx n x n x n N       входных данных c по-

мощью оператора NQ  циклического сдвига [7]: 
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Нетрудно показать справедливость следующего со-
отношения:  

         1diag .
T mm m m

n N N N
 X W S W     (10) 

Согласно (9) матрицы ,m mP V  преобразований во 
временной и частотной областях связаны соотношени-

ем   1 1 .
mm

m N m NN  V W P W  Учитывая данную связь и 

выражение (10), преобразуем (9) к виду: 
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Обозначая , ,m
n m m NX P S  получаем следующий 

блочный алгоритм адаптации во временной области: 

[ ] [ 1] [ ]
, ,n n T n

m m m n m
 h h μ X ε      (11) 

полностью тождественный алгоритму (8) в частотной 
области. Коррекция коэффициентов mh  в алгоритме (11) 
осуществляется в направлении, определяемом векто-
ром [ ] [ ]

, ,n T n
m n ms X ε   который может быть выражен через 

оператор NQ  циклического сдвига следующим образом: 
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0
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N mn i n
m N n i

i



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где [ ]n
i  обозначает элемент вектора [ ]nε  ошибок, рав-

ный    .d i y i  

Из рассмотрения (12) становится ясен смысл вектора 
[ ] ,n
ms  который представляет собой сумму градиентов 

квадратов ошибок [ ] ,n
i  вычисленных по блоку данных 

длиной N путем циклических корреляций. Благодаря 
такому усреднению в блочных алгоритмах адаптации 
достигается более точная оценка вектора градиента и 
снижается уровень случайных флуктуаций коэффициен-
тов фильтра. 

В процессе адаптации по алгоритму (8) минимизиру-
ется ошибка вида (4) в частотной области. Получаемое 
решение, однако, не гарантирует минимума среднеквад-
ратической ошибки в традиционном смысле [1]. Это свя-
зано с тем, что в отличие от алгоритмов, рассмотренных в 
[1], данный алгоритм оперирует с циклическими свертка-
ми и корреляциями. Поэтому он может быть использован 
в приложениях (обнаружение сигналов, моделирование 
спектра процессов), которые некритичны к явлениям 
наложения сигналов, имеющим место в случае цикличе-
ской свертки сигналов. Если такие явления недопустимы, 
частотный подход, тем не менее, может оказаться полез-
ным для уменьшения вычислительных затрат. 

Так же, как и в алгоритмах линейной фильтрации [2], 
в нелинейном случае для исключения эффектов нало-
жения сигналов можно использовать секционирование 
данных на пересекающиеся блоки. Если длительности 
импульсных характеристик  1 , , ,m mh n n  1, ,m N   

полиномиального фильтра ограничены величиной P, то 
величина перекрытия блоков должна быть равна 1.P   
Хотя размер блока N  может выбираться произвольно с 
единственным условием ,N P  существует некоторое 
оптимальное значение N, минимизирующее вычисли-
тельные затраты. 

Дополним  1 , ,m mh n n  нулями для 

1, 1, , .iP n N i m      Непосредственной проверкой 
можно убедиться, что при выполнении циклической 
свертки сигнала  x n  с импульсной характеристикой 

 1 , ,m mh n n  последние 1N P   отсчетов выходного 
сигнала будут совпадать с результатом обычной нели-
нейной свертки. Для получения данных отсчетов выход-
ного сигнала из реакции (3) нелинейного фильтра в ча-
стотной области достаточно выполнить операцию 

     1
11 ,N P NN Pn n

  
   y 0 I W Y   

где N M0   матрица размером ,N M  целиком состоя-
щая из нулей. 
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Сформируем теперь вектор рассогласования 
      ,n n n ε d y  состоящий из 1N P   истинных 

значений ошибок, и определим направление адаптации 
в виде суммы градиентов по n-у блоку данных 

   
1

[ ] [ ]

0
,

P
mn n

m n i
i

i 




s x   (13) 

где        1 ;T
n i x n i x n i x n i N P        x    n

i   

i-й элемент вектора  .nε  Важно подчеркнуть, что здесь 
вектор [ ]n

ms  определяется через стандартные корреля-
ции, а не через циклические, как в (12). 

Для вычисления (13) с использованием спектраль-
ных преобразований добавим 1P   нулей в начало век-
тора  nε  и найдем ДПФ: 

 1

1

.
N Pn n

N
N P

 

 

 
  

  

0
E W ε

I
     

Тогда значения корреляции (13) могут быть получе-
ны с помощью m-мерного обратного ДПФ произведения 

,
n

n m
X E   и выделения в полученном векторе отсчетов c 

индексами 1, , ,mj j j   такими, что 0 1.ij P    
Используя матричные обозначения, можно записать: 

 
   1[ ]

, .
m mn n

m P N n mP N P
 

 
   s I 0 W X E  .     (14) 

И, наконец, для получения направления [ ]n
mS  адап-

тации в частотной области необходимо расширить по-
лученный вектор за счет добавления нулей в позиции с 
индексами 1, , ,mj j j   для которых 1,iP j N    и 

вычислить m-мерное ДПФ: 

 

 

 
[ ] [ ] .

m
Pmn n

m N m
N P P 

 
  

  

I
S W s0   (15) 

Таким образом, на основании (14) и (15) блочный ал-
горитм адаптации в частотной области может быть за-
писан в виде 

   

     

 

 

[ ] [ 1]

1 [ ]
, .

n n
m m

m
P P N Pm m n

m N N n m
N P P N P N P



   

    

 

 
 
  

H H

I 0
μ W W X E0 0

 (16) 

Как частный случай (16) при 1m   получаем блоч-
ный алгоритм адаптации для линейных фильтров, при-
веденный в [2]. В отличие от линейного случая выраже-
ние (16) содержит кронекеровские степени матриц. Ре-
ализация алгоритма связана с выполнением трех одно-
мерных ДПФ для вычисления реакции фильтра и двух m 
-мерных ДПФ для определения вектора направления 
для составляющей фильтра m-го порядка. 
Алгоритмы адаптации  
с экспоненциальным взвешиванием 

Скорость сходимости рассмотренных алгоритмов в 
частотной области определяется собственными числа-
ми матрицы XR  спектральных моментов входного сиг-
нала и может быть увеличена за счет рационального 
выбора параметров ,m i  адаптации. В соответствии с 

(7) данная матрица состоит из блоков , ,i jR  содержащих 

спектральные моменты различных порядков, причем 
блоки ,i iR  являются диагональными. Если ,i j  струк-

тура ,i jR  определяется видом матриц iX  и jX  и отра-

жает взаимное влияние компонент фильтра с различны-
ми порядками нелинейности. Напомним, что в k-й строке 
матрицы iX  содержатся все произведения 

   1 ,iX k X k   определяющие вклад в k-ю составля-

ющую выходного спектра с частотой 1( )mod .ik k N   

Обозначим через  jI k  множество индексов, соот-

ветствующих отличным от нуля элементам k-й строки 
матрицы .jX  Например, для матрицы (2) множество 

   2 3 3, 6, 9, 16 .I   Тогда элементы матрицы ,i jR  будут 
отличны от нуля лишь в позициях, определяемых индек-
сами  1 2, ,n n  такими, что  1 ,in I k   2 ,jn I k  

0,1, , 1,k N   и представлять собой спектральные 

моменты         * *
1 1M i jX k X k X s X s       по-

рядка .i j  

Так как множества  jI k  для различных k не пере-

крываются, матрицу XR  можно преобразовать к блоч-
но-диагональному виду с помощью простых перестано-
вок. Для этого объединим  jI k  в множества 

        1 2, , , , 0,1, , 1,mI k I k I k I k k N     

и переупорядочим строки и столбцы матрицы XR  в со-
ответствии с порядком индексов в последовательности 
множеств      0 , 1 , , 1 .I I I N   В результате такой 
перестановки будет получена матрица вида 

0

1

1

,X

N

 
 
   
 
  

R 0 0
0 R 0

R

0 0 R




   


 

в k-м диагональном блоке которой будут сосредоточены 
все спектральные моменты, влияющие на k-ю составля-
ющую выходного спектра. 

Как известно, изменение порядка строк матрицы рав-
носильно ее умножению слева, а столбцов  справа на 
некоторую матрицу J перестановки. Так как 1,J J  
рассмотренную выше операцию приведения матрицы 

xR  к блочно-диагональному виду можно интерпретиро-
вать как преобразование подобия 

1 ,X X
R JR J    (17) 

не влияющее на собственные значения матрицы .XR  
Следовательно, собственные числа матрицы XR  сов-
падают с множеством собственных чисел всех диаго-
нальных блоков матрицы .XR  

В соответствии с преобразованием (17) матрицы XR  

переупорядочим также матрицу  и векторы H и ,DXr  
входящие в матричное уравнение (16), разбив их на 
блоки следующим образом: 
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0 0

1 1

1 1

0

1

1

, ,

.

DX DX

N N

N

 



   
   
         
   
      
 
 
   
 
  

H r
H r

H JH r Jr

H r

Γ 0 0
0 Γ 0

Γ JΓ

0 0 Γ

 
 




   




 

Данные преобразования позволяют свести решение 
исходной системы уравнений (16) к решению N незави-
симых систем уравнений меньшей размерности 

, 0,1, , 1.k k k k k N  R Γ H r      (18) 

Здесь, в отличие от (5), вектор kH  объединяет ко-
эффициенты, определяющие k-й отсчет выходного 
спектра от различных составляющих полиномиального 
фильтра. 

Согласно (18) процесс адаптации также может вы-
полняться независимо по каждому вектору ,kH  вклю-
чающему в себя группу коэффициентов, определяющих 
составляющую выходного спектра на частоте k, которая 
может быть записана в виде 

    ,k k k kY n n χ Γ H  

где  k nχ   векторы-строки спектральных моментов, 

сформированные из ненулевых элементов k-й строки 

блочной матрицы ,0 ,1 , .n n n M  X X X  

Используя данное выражение, найдем градиент 
квадрата модуля ошибки    [ ]n

k k kE D n Y n   по векто-

ру :kH  

 
[ ] [ ]

[ ]ˆ 2 .
n n

nk k
n k k k

k

E E
n E





   Γ χ

H
  

Тогда алгоритм адаптации может быть представлен 
в виде 

 [ ] [ 1] [ ] , 0, 1, , 1,n n n
k k k k kn E k N    H H μ χ    (19) 

где kμ   диагональная матрица, состоящая из пара-

метров ,k i  адаптации. 

Следует отметить, что данный алгоритм по своей су-
ти полностью тождествен алгоритму (8) и отличается от 
него лишь формой представления, более удобной для 
дальнейшего анализа. Для получения условий сходимо-
сти данного алгоритма, определяющих выбор парамет-
ров адаптации, перейдем от (19) к разностному уравне-
нию относительно векторов  [ ] [ ]

,optM ,n n
k k k e H H  ха-

рактеризующих отклонение средних значений [ ]n
kH  от 

оптимального вектора ,opt ,kH  являющегося решением 
системы уравнений (18). Вычисляя математическое 
ожидание от обеих частей (19) и подставляя 

,opt ,k k k kr R Γ H  получим 
[ ] [ 1] [ 1].n n n
k k k k k k

  e e μ R Γ e  

Определим матрицу kμ  параметров адаптации в 

виде 1.k k k μ Γ  Используя спектральное представле-

ние матрицы kR  в виде 1
k

UΛ U  и преобразование 
[ ] 1 [ ] ,n n
k k k

e Γ Uv  перейдем к новой системе координат: 

 [ ] [ 1].n n
k k k k  v I Λ v  

Данный итерационный процесс сходится и [ ] ,n
k v 0  

если ,max0 2 ,k k    где ,maxk   максимальное соб-

ственное число матрицы .kR  

На практике для оценки собственного значения ,maxk  
удобно воспользоваться следом матрицы 

      tr =M ,k k kn nR χ χ  который можно вычислять ре-

курсивно с помощью экспоненциального взвешивания. В 
этом случае алгоритм адаптации будет выглядеть сле-
дующим образом: 

         

   
1

[ ] [ 1] [ ]

1 1 ,

, 0,1, , 1.

k k k k

n n nk
k k k k

k

n n n n

n E k N
n

  







 

   

   

χ χ

Γ
H H χ 

   (20) 

Здесь 0 2,   а коэффициент  затухания выби-
рается в интервале 0 1.   

В алгоритме (20) коррекция коэффициентов осу-
ществляется параллельно для всех составляющих 
фильтра. Так же как и во временной, в частотной обла-
сти можно построить последовательный алгоритм адап-
тации, позволяющий увеличить скорость сходимости 
алгоритма за счет расширения диапазона изменения 

.k  Для этого представим векторы kH  и  k nχ  в сле-
дующем виде: 

,0 ,1 ,2 ,

,0 ,1 ,2 ,

,

,
k k k k k M

k k k k k M

   
   

H H H H H

χ χ χ χ χ




 

где блоки ,k mH  и ,k mχ  соответствуют составляющим 

фильтра порядка m, оказывающим влияние на k-й от-
счет выходного спектра. 

Процесс последовательной адаптации вектора kH  
начинается с блоков низших порядков. Для определения 
очередного блока [ ]

,
n

k mH  коэффициентов на n-й итерации 

используется реакция  , 1k mY n  фильтра, сформирован-

ная на основе уже полученных блоков [ ]
, ,n

k iH  

0,1, , 1i m   и значение [ 1]
,
n

k m
H  на  1 -йn   итерации. 

Можно показать, что при такой организации процесса 
адаптации сходимость будет обеспечиваться, если пара-
метры адаптации выбраны в пределах 

    , , ,0 2 M .k m k m k mn n   χ χ  Так как ,k mχ  является 

частью ,kχ  допустимый диапазон изменения параметров 

,k m  адаптации расширяется, что позволяет достичь бо-
лее высокой скорости сходимости алгоритма. Если для 
оценки верхней границы параметра ,k m  аналогично (20) 
использовать экспоненциальное взвешивание, то алго-
ритм последовательной адаптации в частотной области 
может быть представлен в виде следующих соотношений: 
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 (21) 

Рекурсивные ньютоновские  
алгоритмы адаптации 

В рассмотренных алгоритмах (20) и (21) для форми-
рования параметров адаптации используется подход, 
подобный «отбеливанию» сигнала в адаптивных линей-
ных фильтрах [2], позволяющий выровнять скорость 
сходимости алгоритма на различных частотах. Однако в 
отличие от линейного случая, где для управления па-
раметрами адаптации требуются лишь спектральные 
моменты второго порядка, для полиномиальной филь-
трации необходимы оценки спектров высших порядков. 
Кроме того, в нелинейном случае равномерность схо-
димости коэффициентов фильтра следует оценивать 
как относительно частот k, так и порядков m отдельных 
составляющих фильтра. 

Использование различных параметров k адаптации 
в параллельном алгоритме (20) позволяет обеспечить 
равномерную скорость сходимости относительно ча-
стотных групп kH  коэффициентов фильтра. В то же 
время сходимость коэффициентов фильтра внутри от-
дельных групп kH  является неравномерной и опреде-

ляется разбросом собственных чисел матриц .kR  В 
алгоритме (21) последовательной адаптации степень 
неравномерности уменьшается. Это достигается соот-
ветствующим выбором параметров mk ,  адаптации для 

меньших групп ,k mH  коэффициентов. Однако внутри 
данных групп скорость сходимости остается по-
прежнему неравномерной и определяется разбросом 
собственных чисел матриц 

    , ,M , 1.k m k mn n m χ χ  

Для достижения равномерной сходимости коэффи-
циентов фильтра как относительно частоты k, так и по-
рядка m нелинейности следует использовать алгоритмы 
адаптации ньютоновского типа 

 [ ] [ 1] 1 [ ] .n n n
k k k k kn E   H H R χ  (22) 

При реализации данного класса алгоритмов в ча-
стотной области требуется обращение матриц спек-
тральных моментов вида 

    =M ,k k kn nR χ χ  

входящих в нормальные уравнения (18). Так же как и во 
временной области, оценка [ ]n

kP  обратной матрицы 1
k
R  

может вычисляться рекурсивно путем последовательно-
го уточнения по мере поступления входных данных. 
Используя для вычисления оценки [ ]n

kP  выражения, 
аналогичные приведенным в [1], получим следующий 
алгоритм адаптации: 

   
 

   

  

[ ] [ 1]

[ 1]
[ ]

[ 1]

[ ] [ 1] [ ] [ 1]

[ ] [ 1] [ ] [ ]

,

,

1 ,

, 0,1, , 1.

n n
k k k k

n
k kn

k n
k k k

n n n n
k k k k k

n n n n
k k k k

E D n n

n
n n

n

E k N








 

 

 



 




 

   

χ H

P χ
s

χ P χ

P P s χ P

H H s 

   (23) 

В вычислительном отношении алгоритм (23) являет-
ся более трудоемким из-за необходимости определения 
матриц [ ] .n

kP  Объем дополнительных затрат для k-го 

частотного отсчета зависит от количества kL  коэффи-
циентов фильтра, влияющих на данный отсчет, и имеет 

порядок  2 .kO L  Для уменьшения вычислительных за-

трат можно воспользоваться свойством симметрии ча-
стотных характеристик фильтра, а также априорными 
сведениями относительно входного сигнала. 

На практике, как правило, используются полиноми-
альные фильтры не выше третьего порядка. Рассмотрим 
особенности алгоритмов адаптации таких фильтров для 
распространенного класса входных сигналов с нормаль-
ным законом распределения вероятности. В этом случае 
нечетные моменты входного сигнала будут равны нулю. 
Предположим также, что входной  x n  и опорный  d n  

сигналы имеют нулевые средние значения. Тогда посто-
янная составляющая фильтра 0 0.H  

При сделанных допущениях матрица kR  спектраль-
ных моментов будет иметь следующую структуру: 

,1,1 ,1,3

,2,2

,3,1 ,3,3

,
k k

k k

k k

 
 

  
 
 

R 0 R
R 0 R 0

R 0 R
 

где блоки  , , ,Mk i j k i k j
R χ χ  содержат спектральные 

моменты вида 

     1 1
1 1

, , , , , = M
ji

x i i j n m
n m i

S k k k k X k X k


  

 
 
 
   ,  (24) 

имеющие порядок ,i j  причем 1 ik k    

1 .i jk k k     

Так же как и во временной области, такая структура 
матрицы kR  дает возможность проводить адаптацию 
независимо для четных и нечетных составляющих 
фильтра. В соответствии с этим разобьем матрицу kR  

на матрицы четных ,k R  и нечетных ,k R  моментов: 

,1,1 ,1,3
, ,2,2 ,

,3,1 ,3,3
; k k

k k k
k k

 

 
   

  

R R
R R R R R

. 

Как известно [8], для достаточно больших N коэффи-
циенты  X k  ДПФ являются ортогональными, т.е. 

 M ( ) ( ) 0i jX k X k   для .i jk k  Учитывая это свойство, 

а также известное разложение [9] для высших мо- 
ментов гауссовых сигналов, можно заключить, что спек-
тры (24) будут отличны от нуля только в том случае, ес-
ли существует разбиение совокупности индексов 
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 1 1, , , , ,i i jk k k k    на пары  , ,s sk k  

 1, , 2 .s i j   

Исследуем теперь блоки матриц ,k R  и ,k R  по от-

дельности. Блок ,1,1kR  представляет собой скалярную 
величину, равную спектру второго порядка 

 *( ) ( ) ( ) .xS k X k X k  Для элементов матрицы ,2,2kR  

справедливо 

        1 2 1 2 1 1 2 2M 0, , .X i X i X j X j i j i j      

Следовательно, матрица ,k R  четных моментов яв-

ляется диагональной 

    , , ,2 ,2diag diag M ,k k k k 
 R g χ χ  

где   означает операцию поэлементного произведения 
векторов. 

При формировании матрицы ,3,3kR  используется 

вектор ,3 ,kχ  содержащий произведения 

     1 2 3X i X i X i  частотных отсчетов, таких, что 

1 2 3 .i i i k    Здесь возможны два случая:  1 2 3, ,k i i i  

и  1 2 3, , .k i i i  Обозначим произведения, соответству-

ющие данным двум случаям, через 
         
         

3,1 1 2 3 1 2 3 1 2 3

3,2 1 2 3 1 2 3 1 2 3

, , , , , ;

, , , , , .

i i i X i X i X i k i i i

i i i X i X i X i k i i i

  

  
 

Используя отмеченные ранее свойства спектраль-
ных моментов (24), можно убедиться, что 

    
    
    

3,2 1 2 3

3,1 1 2 3 3,2 1 2 3

3,2 1 2 3 3,2 1 2 3

1 1 2 2 3 3

M , , 0,

M , , , , 0,

M , , , , 0,

, , .

X k j j j

i i i j j j

i i i j j j

i j i j i j







 

  

  

  

  (25) 

Выделим в векторе ,3kχ  элементы, соответствующие 

произведениям  3, 1 2 3, , ,j i i i  и разобьем его на два: 

,3 ,3 ,3 ,k k k    χ χ χ  

где  ,3 3,1 1 2 3, , ,k i i i    χ     ,3 3,2 1 2 3, , .k i i i    χ    

На основании (25) матрица ,k R  нечетных моментов 
может быть представлена в виде 

 
,

,
,

,diag
k

k
k






 
 
  

G 0
R 0 g  

где матрица ,k G  определяется векторами ,1kχ  и ,3 :kχ   

 , ,1 ,3 ,1 ,3M ,k k k k k


        G χ χ χ χ  

а диагональ kg   поэлементным произведением векто-

ра ,3 :kχ  

 , ,3 ,3M .k k k
 g χ χ  

Структура матрицы kR  позволяет в значительной 
степени сократить вычислительные затраты при реали-

зации алгоритма (23) за счет исключения операций с 
нулевыми блоками и более простого обращения диаго-
нальных матриц. Для построения алгоритма адаптации 
предварительно объединим элементы векторов kχ  и 

kH  следующим образом: 

, , , ,1 ,3 , ,2 ,3

, ,1 ,2
, ,

, ,3 ,3

, , ;

, , .

k k a k b k a k k k b k k

k a k k
k k a k b

k b k k

             
     

                  

χ χ χ χ χ χ χ χ χ

H H H
H H HH H H

(26) 

Тогда система (18) нормальных уравнений, опреде-
ляющая оптимальный вектор коэффициентов фильтра, 
может быть представлена в виде 

, , , ,k k a k a G H r   (27) 

 
 

,

, ,
,

diag
,

diag
k

k b k b
k





 
  
 
 

g 0
H r

0 g
    (28) 

где  , ,M T
k a k k aDr χ  и  , ,M .T

k b k k bDr χ  

Таким образом, в рассматриваемом случае исходная 
система (18) уравнений распадается на две более про-
стые: систему (27) с матрицей ,k G  общего вида, но 
меньшей размерности и систему (28) с диагональной 

матрицей  , ,diag .k k   g g  В соответствии с такой де-

композицией процесс адаптации может выполняться 
независимо по каждому из векторов ,k aH  и , .k bH  

Для коррекции вектора ,k aH  может быть использо-

ван алгоритм вида (23), в котором всюду, за исключени-
ем выражения для ошибки   ,n

kE  векторы kH  и kχ  сле-

дует формально заменить на ,k aH  и , .k aχ  Ввиду диаго-
нального характера матрицы в системе (28) адаптация 
вектора ,k bH  существенно упрощается и может выпол-

няться независимо для каждого его элемента , , .k b iH  

Обозначая элементы вектора ,k bχ  через , , ,k b i  алгоритм 
адаптации можно представить в следующем виде: 

 
       

   

[ ] [ 1]

2

, , , ,

[ ] [ 1] [ ]
, , , , , ,

,

,

1 1 ,

,

0,1, , 1.

n n
k k k k

k i k i k b i

n n n
k b i k b i k b i k

i k i

E D n

n n n

H H n E
n

k N

   








 

 

   

 

 

χ H



  (29) 

Здесь 2 ,i   если , , ,2k b i kH H и 3 ,i   если 

, , ,3.k b i kH H  

С целью дополнительного сокращения объема вы-
числений при реализации алгоритмов адаптации следу-
ет учитывать свойства симметрии характеристик филь-
тра в частотной области относительно перестановки 
аргументов и комплексно сопряженной симметрии вида 

   *
1 1, , , , .m m m mH k k H N k N k     Так, например, с 

учетом симметрии векторы коэффициентов (26) поли-
номиального фильтра третьего порядка для значений 
частоты 3k   и длительности 8N   будут иметь вид 
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 




, 1 3 3 3 3 3

, 2 2 2

3 3 3 3 3 3

3 (0,0,3) ( 1,1,3) ( 2, 2,3) ( 3,3,3) ( 4,3, 4) ,

(0,3) (1,2) ( 1,4)

(0,1,2) (1,1,1) (1, 2, 2) ( 1,0,4) ( 2,1, 4) ( 3, 2,4) .

T
k a

k b

T

H H H H H H

H H H

H H H H H H

      
 

  

H

H  

В этом случае адаптация вектора ,k aH  по алгоритму 
(23) будет связана с обращением матрицы размером 
6 6,  а остальные 9 коэффициентов фильтра, состав-
ляющие вектор , ,k bH  можно корректировать независи-
мо с помощью алгоритма (29). 

Заключение 

Разработаны алгоритмы адаптации полиномиальных 
фильтров в частотной области, основанные на блочной 
обработке входных данных и позволяющие выровнять 
скорость сходимости и снизить уровень случайных 
флуктуаций коэффициентов фильтра. В то же время, 
полученное в процессе адаптации решение не гаранти-
рует минимума среднеквадратической ошибки в тради-
ционном смысле, так как данные алгоритмы оперируют 
с циклическими свертками и корреляциями. Для исклю-
чения данного эффекта предложена модификация 
блочного алгоритма в частотной области, основанная 
на секционировании данных на пересекающиеся блоки. 
Дана оценка диапазона изменения параметров адапта-
ции, гарантирующая сходимость процесса адаптации. 
Показано, что при последовательной организации про-
цесса адаптации допустимый диапазон изменения па-
раметров адаптации может быть увеличен, что позво-
ляет достичь более высокой скорости сходимости алго-
ритма. Предложен последовательный алгоритм адапта-
ции в частотной области, использующий для оценки 
верхней границы параметров адаптации процедуру экс-
поненциального взвешивания.     

Рассмотрены также рекурсивные ньютоновские ал-
горитмы адаптации в частотной области, позволяющие 
выровнять скорость сходимости алгоритма как относи-
тельно отдельных частот, так и по отдельным нелиней-

ным составляющим фильтра. Для уменьшения вычисли-
тельных затрат предложено воспользоваться свойства-
ми симметрии частотных характеристик фильтра, а так-
же априорными сведениями относительно входного сиг-
нала. Данный подход продемонстрирован на примере 
полиномиального фильтра третьего порядка для класса 
входных сигналов с нормальным законом распределе-
ния вероятности.  
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Разработаны первичные кодеки речевых сигналов на основе мо-
дификации алгоритма Хургина-Яковлева с многоэтапным разложе-
нием. Предложенный алгоритм снижает частоту дискретизации за 
счет фазового сдвига между прореженными отсчетами сигнала и 
его производных, что повышает его помехоустойчивость по срав-
нению с теоремой В. А. Котельникова. Разработана структурная 
схема системы передачи и обработки сигналов на основе предло-
женных алгоритмов. Показано, что увеличение числа каналов и 
этапов разложения по предложенной модификации алгоритма Хур-
гина-Яковлева существенно повышает помехоустойчивость си-
стемы передачи и качество восстановленной речи на приеме. Экс-
периментальные исследования подтвердили эффективность дан-
ного алгоритма в условиях действия ошибок в канале связи: для 
кодека MMBE (1,2 кбит/с) максимальный выигрыш в помехоустойчи-
вости составил 1,96 балла по шкале MOS; для кодека G.723.1 
(6,3 кбит/с) – 2,17 балла по шкале MOS и для кодека G.726 
(24 кбит/с) – 1,34 балла по шкале MOS. 
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DEVELOPMENT AND RESEARCH OF PRIMARY SPEECH CODECS IN  
MULTI-STAGE DECOMPOSITION BASED ON MODIFICATIONS  
OF THE KHURGIN-YAKOVLEV ALGORITHM  

Dmitriev V.T., Vu Hoang Son 
Primary codecs for speech signals have been developed based on a modification of the Khurgin-Yakovlev algorithm with multi-stage 
decomposition. The proposed algorithm reduces the sampling frequency due to a phase shift between the decimated samples of the 
signal and its derivatives, which increases noise immunity in comparison with the theorem of V. A. Kotelnikov. A structural diagram 
of the signal transmission and processing system based on the proposed algorithms has been developed. It has been shown that 
an increase in the number of channels and decomposition stages according to the proposed modification of the algorithm signifi-
cantly increases the noise immunity of the transmission system and the quality of speech signal recovery. Experiments have con-
firmed the efficiency of the method under conditions of errors in the communication channel: for MMBE codecs (1.2 kbit/s), the max-
imum gain in noise immunity was 1,96 points on the MOS scale; for G.723.1 codecs (6.3 kbit/s) – 2,17 points on the MOS scale;  
for G.726 codecs (24 kbit/s) – 1,34 points on the MOS scale. 
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Введение 

Для современных цифровых систем пере-
дачи и обработки сигналов эффективная дис-
кретизация, кодирование и представление ана-
логовых сигналов занимают ключевую роль для 
обеспечения высококачественной передачи и 
хранения данных при минимальном использо-
вании частотных ресурсов системы передачи. 
Теорема отсчётов В.А. Котельникова служит 
основой для преобразования непрерывных сиг-
налов в дискретно-временное представление 
[1] и обеспечивает надежную основу для вос-
становления исходного сигнала, но имеет опреде-
ленные недостатки, связанные с построением синтези-
рующих фильтров, невозможностью параллельной об-
работки и многие другие. 

Альтернативным подходом к решению данной про-
блемы является использование алгоритма Хургина-
Яковлева, который позволяет снизить частоту дискрети-
зации, за счёт использования дополнительной инфор-
мации о производных сигнала в точках отсчета. При 
этом общий объём информации в системе связи оста-
ется постоянным по сравнению с системой передачи на 
основе теоремы В.А. Котельникова. Учет данных о про-
изводных высших порядков обеспечивает возможность 
параллельной обработки, а также значительно повыша-
ет эффективность процедуры сжатия передаваемых 

сигналов в условиях наличия шумов в канале связи при 
сохранении приемлемого качества восстановленного 
сигнала. Данный алгоритм за счет модификации фазо-
частотных характеристик синтезирующих фильтров, как 
показано в работах [4, 5], демонстрирует значительный 
выигрыш в помехоустойчивости систем обработки и пе-
редачи сигналов по сравнению с традиционными мето-
дами, основанными на теореме В. А. Котельникова. 

В работе осуществлена разработка и исследование 
многоэтапной модификации алгоритма Хургина-
Яковлева для применения в первичном кодеке речевых 
сигналов. Основная цель данного исследования заклю-
чается в анализе многоэтапного алгоритма обработки на 
основе модификации алгоритма Хургина-Яковлева. Про-
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ведено сравнение реализации данного метода с теоре-
мой В. А. Котельникова. Кроме того, предложена струк-
турная схема алгоритма для многоэтапного разложения 
сигнала, проведена оценка ошибок восстановления и 
изучена помехоустойчивость системы первичного коди-
рования и передачи речевых сигналов на основе пред-
ложенной системы. 

Модификация алгоритма Хургина-Яковлева  
с различным числом каналов 

Теорема В.А. Котельникова является основой тео-
рии обработки сигналов, согласно которой непрерывный 
сигнал может быть точно восстановлен из последова-
тельности его отсчетов без потери информации. Обоб-
щив эту теорему, Я.И. Хургин и В.П. Яковлев разрабо-
тали алгоритм, связанный с восстановлением сигнала 
на основе отсчетов самого сигнала и его производной, 
который звучит следующим образом [1]: 

Если сигнал ( )ax t  имеет преобразование Фурье 

( )aX   такое, что ( ) 0aX    при 2 F   (где F – 

верхняя частота спектра сигнала), то xa(t) может быть 
полностью восстановлен из последовательности отсче-
тов сигнала и его ( 1)M   первых производных, взятых 
в равномерные моменты времени с интервалом MT (где 
T – период дискретизации сигнала согласно теореме 
В.А. Котельникова), используя следующую формулу 
восстановления сигнала [1…7]: 
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Реализуя формулу (1) при различных значениях M, 
получаем системы обработки сигналов на основе алго-
ритма Хургина-Яковлева с различным количеством ка-
налов. В рамках данного исследования рассматриваем 
случаи одноканальных, двухканальных, трехканальных 
и четырехканальных систем передачи при M = 1…4. 

Одноканальная система (M = 1) основана на теоре-
ме В.А. Котельникова, которая обеспечивает восста-
новление сигнала по дискретизированным отсчётам 
xa(nT) в фильтре низких частот. 

При увеличении количества каналов до M = 2…4, 
процедура восстановления сигнала согласно алгоритму 
Хургина-Яковлева предполагает использование отсче-
тов самого сигнала xa(nMT) и его производных 

( ) ( )k
ax nMT  до порядка M−1, в сочетании с синтезирую-

щими фильтрами, обладающими следующими импуль-
сными характеристиками: 
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Используя импульсную характеристику, полученную 
по формуле (2), возможно легко определить амплитуд-
но-частотные характеристики (АЧХ) и фазочастотные 
характеристики (ФЧХ) синтезирующих фильтров. 

Алгоритм Хургина-Яковлева отличается более про-
стой реализацией синтезирующих фильтров по сравне-
нию с алгоритмом восстановления сигналов на основе 

теоремы В.А. Котельникова. Форма АЧХ синтезирующих 
фильтров обеспечивает восстановление сигналов даже 
при меньшей частоте дискретизации, что позволяет ис-
пользовать реализацию фильтров с конечной импульс-
ной характеристикой (КИХ). КИХ этих фильтров демон-
стрирует значительно сниженный уровень боковых ле-
пестков, что существенно уменьшает требования к их 
реализации. Однако ФЧХ синтезирующих фильтров для 
данных систем передачи согласно алгоритму Хургина-
Яковлева не определены, что приводит к ошибкам при 
восстановлении сигнала. Следовательно, для использо-
вания в современных цифровых системах передачи 
необходимо модифицировать алгоритм путем коррекции 
ФЧХ и одновременно провести аппроксимацию АЧХ син-
тезирующих фильтров по критерию минимума средне-
квадратического отклонения (СКО). В результате после 
модификации алгоритма Хургина-Яковлева получены 
частотные характеристики (АЧХ и ФЧХ) синтезирующих 
фильтров, приведенные ниже: 

АЧХ A(f) и ФЧХ Ф(f) синтезирующих фильтров мо-
дификации алгоритма Хургина-Яковлева для двухка-
нальной системы (M = 2) имеют следующий вид: 
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АЧХ A(f) и ФЧХ Ф(f) синтезирующих фильтров мо-
дификации алгоритма Хургина-Яковлева в трехканаль-
ной системе (M = 3) имеют следующий вид [5]: 
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АЧХ A(f) и ФЧХ Ф(f) синтезирующих фильтров мо-
дификации алгоритма Хургина-Яковлева в четырехка-
нальной системе (M = 4): 

– для первого синтезирующего фильтра АЧХ и ФЧХ 
имеют следующий вид: 
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– для второго синтезирующего фильтра АЧХ и ФЧХ 
имеют следующий вид: 
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