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Рассмотрено преобразование вычислений последовательности 
Задова-Чу в частотной области с целью их ускорения и дальнейшей 
реализации на ПЛИС. Представлен аппаратно-эффективный быст-
рый алгоритм, позволяющий каждый такт синхронизации генери-
ровать отсчеты последовательности Задова-Чу в частотной об-
ласти. 
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The article deals with optimization of Zadoff-Chu sequence’s calculation in the frequency domain in order to accelerate it and to im-
plement in FPGA. An application-efficient fast algorithm is presented that allows to generate samples of Zadoff-Chu sequence in 
frequency domain each clock cycle. 
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Введение 

В настоящее время стандарт беспроводной 
высокоскоростной передачи данных LTE (Long Term 
Evolution) является одним из самых широко используе-
мых. Его разрабатывает международный консорциум 
3GPP (3rd Generation Partnership Project). Основные по-
ложения сформулированы в [1, 2]. В спецификации 
3GPP [3] подробно описаны все физические каналы 
технологии LTE, в том числе PRACH (Physical Random 
Access Channel). Его функциональное назначение – это 
передача запросов на доступ к сети от пользователей к 
базовой станции. В качестве запроса пользователь по-
сылает преамбулу, состоящую из циклического префик-
са и последовательности Задова-Чу, свойства которой 
рассмотрены в [4-7]. Пользователь, кроме корневой по-
следовательности Задова-Чу, может передавать одну 
из копий, циклически сдвинутых относительно корневой. 
В задачу детектора входит обнаружение передаваемой 
последовательности. 

Формирование и обработка сигналов в частотной 
области широко используется в алгоритмах цифровой 
обработки для снижения вычислительных затрат. 
Например, для вычисления циклической взаимной кор-
реляционной функции (ВКФ) наиболее эффективным 

является алгоритм с использованием быстрого преобра-
зования Фурье (БПФ) [8], что существенно экономит ре-
сурсы ПЛИС. Значения циклической ВКФ получаются в 
результате обратного БПФ, примененного к поэлемент-
ному произведению Фурье-образа принимаемой после-
довательности и комплексно-сопряженного Фурье-
образа опорной последовательности, формируемой в 
детекторе. 

Формирование сигналов в частотной области также 
позволяет снизить вычислительные затарты. Формиро-
вание последовательности Задова-Чу в частотной обла-
сти рассматривается в работах [9, 10]. Однако, примене-
ние БПФ к опорной временной последовательности За-
дова-Чу, для получения Фурье-образов, сопряжено с 
определенными трудностями, поскольку длина последо-
вательности, применяемой в стандарте LTE [3], состав-
ляет 139 или 839 отсчетов и является простым числом. 
Существует возможность вычисления последовательно-
сти Задова-Чу в частотной области без использования 
БПФ [9]. 

В статье рассматривается преобразование вычисле-
ний последовательности Задова-Чу в частотной области 
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с целью их ускорения и дальнейшей реализации на 
ПЛИС. В [9] алгоритм оптимизировался для реализации 
на базе микропроцессорной системы и, соответственно, 
не подходит для реализации на ПЛИС. В [10] алгоритм 
разрабатывался с применением CORDIC, что привело к 
уменьшению скорости генерации, при этом он не позво-
ляет генерировать последовательность с циклическим 
сдвигом. Данная статья предлагает алгоритм, разрабо-
танный под ПЛИС и позволяющий генерировать отсче-
ты каждый такт синхросигнала с циклическим сдвигом. 

Математическая модель  
последовательности Задова-Чу 

В общем случае, исходя из [10], последовательность 
Задова-Чу определяется по следующей формуле 
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где n – номер отсчета во временной области; N – коли-
чество отсчетов ZC-последовательности; u – положи-
тельное целое число (называемое индексом или корнем 
последовательности); q – произвольное целое число. 

В данной статье рассматривается только класс по-
следовательности Задова-Чу с q = 0, и N = Nzc = 839 
либо 139, так как именно данный класс указан в специ-
фикации [3]. Таким образом, формула (1) преобразуется 
в формулу 
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С целью увеличения количества последовательно-
стей в [3] применяются циклические сдвиги. Для получе-
ния таких последовательностей используется формула 

, ( ) (( ) ),u v u v zcx n x n C modN   (3) 

где vC  – циклический сдвиг; mod  – операция взятия 
остатка от деления. 

Можно остановиться на (3) и после генерации по-
следовательности осуществлять преобразование Фу-
рье. Однако данное решение потребовало бы большого 
количества ресурсов и увеличения времени генерации. 
При этом необходимо делать преобразование Фурье от 
последовательности длиной 839 и 139. Таким образом, 
прямой метод реализации генератора последователь-
ности Задова-Чу в частотной области является не оп-
тимальным с точки зрения затрачиваемых ресурсов. 
Поэтому для получения последовательности в частот-
ной области было решено применить формулу (4), ко-
торая использовалась в [9] и [10] 

* 1
, ,( ) (0) ( ), u v u u vX k X x u k   (4) 

где k  – номер отсчёта в частотной области; (0)uX  – 
нулевой отсчет последовательности в частотной обла-
сти; 1u  – мультипликативное обратное, которое удо-

влетворяет выражению 1( ) 1.zcuu modN   

Далее в статье рассмотрено преобразование фор-
мулы (4) с целью ее реализации на ПЛИС. 

Преобразование вычислений 

Циклический сдвиг можно вынести в качестве множи-
теля, как показано в [9]. Таким образом, формулу (4) 
можно преобразовать в выражение 
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Распишем первый множитель выражения (5), а 
именно	ܺ௨(݇), через формулу (4), в которой циклический 
сдвиг приравняем к нулю. Таким образом получится 
следующее выражение 
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Последние два множителя в формуле (6) можно пре-
образовать следующим образом 
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Так как комплексная экспонента – это периодическая 
функция с периодом 2π, то формулу (7) можно перепи-
сать в следующем виде 
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Используя (8), формулу (6) можно представить как 

 ,u vX k   (9) 
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Для реализации формулы (9) в ПЛИС под корень ,u  

мультипликативное обратное 1,u  номер отсчета ,k  
циклический сдвиг vC  выделяется по 10 бит (так как их 
максимальное значение 839). Таким образом остаток от 
деления будет браться от 55 битного числа по основа-
нию 2 .zcN  Такой вариант займет большое количество 
ресурсов. При этом присутствует операция взятия остат-
ка от деления, что является сложной операцией, поэто-
му необходимо дальнейшее упрощение. 

Введем следующие обозначения 
1 1
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Степень экспоненты можно записать следующим об-
разом, воспользовавшись (10) 

1( ) ( ) mod 2  ( ) mo .( ( ) (d 2) )u zc u zck uu N k N     (11) 
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Результат выражения 1 ,( d() mo 2 )zcuu N  исходя из 
свойства мультипликативного обратного, может быть 
равен либо 1, либо zcN +1. Причем если 1uu  четное, то 
результат операции равен ௭ܰ௖+1, в противном случае 1. 
Чтобы 1uu  было четное, необходимо, чтобы хотя бы 
один из множителей был четным. 

Рассмотрим второй множитель выражения (11). Ес-
ли 1u  нечетное, то при любых значениях k  и vC  ре-

зультат будет четным. Если 1u  четное, то за четность 
результата отвечает значение k . 

Таким образом, если результат выражения 
1 )( o () m d 2 zcuu N  равен 1, то данное выражение никак 

не повлияет на вычисление и поэтому его можно будет 
пропустить. При этом 1u  нечетное и результат второго 
множителя в выражении (11) всегда будет четным.  

Если в выражении 1 )( o () m d 2 zcuu N  хотя бы один 

множитель четный, то результат равен zcN +1. Если 1u  
нечетное, то результат второго множителя в выражении 
(11) всегда будет четным, это позволит не использовать 
вычисления первого множителя. Если 1u  четное, то 
четность второго множителя в выражении (11) зависит 
от четности .k  Соответственно, если второй множитель 
в выражении (11) четный, то первый множитель никак 
не повлияет на результат. Однако, если он нечетный, то 
ко второму множителю необходимо добавить zcN . 

Рассмотренные преобразования представлены в табл. 1. 
Исходя из вышесказанного выражение (11) можно 

упростить. Данное упрощение приведено в формуле  
( )u k    (12) 
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u u
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Перейдем к функции ( ( ).u k  Так как отсчеты идут 
последовательно, то приращение можно представить 
следующим образом 
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Используя (13), ( )u k  можно переписать в следую-
щем виде 

u
u u zc

0,   0,
φ (k)

(φ ( 1) φ (k)) (2N ),  . .
если k

k mod в ост случ

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Используя формулы (9), (12) и (14), можно реализо-
вать схему генерации последовательности Задова-Чу в 
частотной области, которая представлена на рис. 1. 

Схема генерации последовательности  
в частотной области 

Данная схема принимает на вход: корень последова-
тельности u, длину последовательности, которая  
зависит от сигнала format ( zcN = 839 для format = 0 и  

zcN = 139 для format = 1), циклический сдвиг С_v и сиг-
нал запуска генерации последовательности start_ZC. На 
выходе формируется строб Valid и данные последова-
тельности Data.  

Для всех последовательностей нулевые отсчеты в 
частотной области x_0 заранее рассчитываются и хра 

Таблица 1. Преобразование вычислений 

u  1u  1 )( o () m d 2 zcuu N  k   ( )u k  Замена умножения 1 )( o () m d 2 zcuu N  
Четное Четное 

zcN +1 Четное Четное + 0 

Четное Четное 
zcN +1 Нечетное Нечетное + zcN  

Четное Нечетное 
zcN +1 Четное Четное + 0 

Четное Нечетное 
zcN +1 Нечетное Четное + 0 

Нечетное Четное 
zcN +1 Четное Четное + 0 

Нечетное Четное 
zcN +1 Нечетное Нечетное + zcN  

Нечетное Нечетное 1 Четное Четное + 0 
Нечетное Нечетное 1 Нечетное Четное + 0 

 
Рис. 1.  Схема генерации последовательности Задова-Чу в частотной области 
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нятся в памяти. Всего существует 838 + 138 = 976 кор-
ней, для которых необходимо сгенерировать такие от-
счеты. Для хранения одного отсчета используется 
32 бита. Номер корня u и format выступают в качестве 
адреса для ROM. 

Мультипликативное обратное u-1 для каждого корня 
последовательности рассчитывается заранее и хранит-
ся в памяти, общее их количество составляет 
838 + 138 = = 976. Для хранения одного мультиплика-
тивного обратного требуется 10 бит. Номер корня и 
format выступают в качестве адреса для ROM. 

Так как экспонента периодическая функция с перио-
дом 2π, то для генерации любой последовательности 
потребуется 2 × 139 + 2 × 839 = 1956 заранее рассчи-
танных значений. Для хранения каждого отсчета потре-
буется 32 бита. В [10] рассмотрен вариант замены таб-
лицы экспонент на CORDIC, однако для текущей реали-
зации табличный метод намного выгодней. 

Блок com проверяет входное число на превышение 
порога. Если оно больше или равно 2 ,zcN  то на выход 
передается входное число, из которого вычитается 
2 ,zcN  в противном случае сигнал со входа передается 
на выход. Схема блока com представлена на рис. 2. 

 
Рис. 2. Схема блока com 

Блок acc com каждый такт суммирует выходной сиг-
нал с входным. Если результат больше или равен 
2 ,zcN  то на выход передается входное число, просум-
мированное с предыдущим, из которого вычитается 
2 ,zcN  в противном случае из суммы результат не вычи-
тается. Если сигнал Con = 0, на выходе REG ноль, в 
противном случае регистр работает в обычном режиме, 
это необходимо для перехода к новому циклу вычисле-
ния. На рис. 3 подробно расписан данный блок. 

 
Рис. 3.  Схема блока acc com 

Блок com out проверяет входной сигнал на четность. 
Если входной сигнал четный, то он передается на вы-
ход. В противном случае к входному сигналу прибавля-
ется ,zcN  если результат больше или равен 2 ,zcN  то из 

результата вычитается 2 zcN  и данный сигнал подается 
на выход. Если результат сложения не превышает 
2 ,zcN  то результат передается на выход. На рис. 4 по-
дробно представлен блок com out. 

 
Рис. 4. Схема блока com out  

В табл. 2 представлены количество ресурсов в 
ПЛИС, требующихся для реализации данной схемы. 

Таблица 2. Занимаемые ресурсы 

Наименование Количество 
Flip-Flops 77 

LUTs 186 
Block RAM Blocks 7 

DSP 3 

Заключение 

В данной статье разработан аппаратно-эффектив-
ный быстрый алгоритм, позволяющий каждый такт син-
хронизации генерировать отсчеты последовательности 
Задова-Чу в частотной области. Предложенный алго-
ритм оптимизирован для реализации на ПЛИС. Пред-
ставлена высокоскоростная генерация последователь-
ности с циклическим сдвигом, в которой вместо алго-
ритма вычислений CORDIC используется табличная 
реализация вычислений. 
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