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Рассмотрены основные методы и алгоритмы двумерной циф-
ровой Фурье-обработки двумерных финитных сигналов, а также 
основные этапы развития теоретических основ этого вида обра-
ботки. Отмечается не тривиальность перехода от одномерной к 
двумерной Фурье-обработке финитных сигналов. Поскольку этот 
переход является в большей степени качественным, а не количе-
ственным переходом, рассмотрены теория, методы и алгоритмы 
определения огибающих двумерных дискретных финитных дей-
ствительных сигналов на основе двумерных дискретных преобра-
зований Фурье с варьируемыми параметрами. Кратко приведены 
основы теории двумерных дискретных унитарных преобразований 
Фурье с варьируемыми параметрами. Данные преобразования явля-
ются обобщением классического двумерного дискретного преобра-
зования Фурье и позволяют путем варьирования параметров 
«управлять» свойствами преобразований Фурье. Приведены аксио-
матические положения двумерной Фурье-обработке финитных сиг-
налов. Рассмотрены алгоритмы вычисления классического двумер-
ного дискретного преобразования Фурье и двумерных дискретных 
преобразований Фурье с варьируемыми параметрами, основанные 
на сепарабельности ядер этих преобразований. Дано обобщение 
дискретного преобразования Гильберта дискретных финитных 
действительных сигналов на двумерный случай. Отмечена нетри-
виальность такого обобщения, поскольку переход от одномерного к 
двумерному дискретному преобразованию Гильберта также явля-
ется, прежде всего, не количественным, а качественным перехо-
дом. Даны алгоритмы определения огибающих двумерных дискрет-
ных финитных действительных сигналов на основе классического 
двумерного дискретного преобразования Фурье и двумерного дис-
кретного преобразования Фурье с варьируемыми параметрами. 
Теоретические результаты, полученные в статье, подтверждены 
математическим моделированием. Доказано, что не принятие во 
внимание при цифровой Фурье-обработке вида используемой оги-
бающей, может приводить к потере информации о свойствах и 
состояниях исследуемых объектов, явлений и процессов, а также 
досадным ошибкам. 
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Введение 

Расширение приложений цифровой обработ-
ки сигналов (ЦОС), рост сложности задач, реша-
емых системами ЦОС, приводит к переходу от 
одномерной Фурье-обработки к двумерным ме-
тодам и алгоритмам. Отметим, что этот переход 
далеко не тривиален, поскольку является не 
только количественным, а, прежде всего, каче-
ственным переходом. Сказанное в полной мере 
относится и к теории, методам и алгоритмам 
определения огибающих двумерных дискретных 
финитных действительных (ДФД) сигналов на 
основе дискретных преобразований Фурье. 

Рассмотрим кратко основные методы и алго-
ритмы цифровой Фурье-обработки двумерных 
финитных сигналов, а также основные этапы 
развития теоретических основ этого вида обра-
ботки. Теоретические и практические вопросы 
Фурье-обработки двумерных дискретных финит-
ных комплексных (2D ДФК) и действительных  
(2D ДФД) сигналов рассмотрены в работах [7-10]. 
В работе [6] изложены основы теории цифровой 
обработки 2D ДФК и 2D ДФД сигналов в базисах 
Фурье с варьируемыми параметрами. Двумерное 
дискретное преобразование Фурье (2D ДПФ) с 
варьируемыми параметрами (2D ДПФ-ВП), пред-
ложенное в работе [6], является обобщением класси-
ческого 2D ДПФ и позволяет путем варьирования пара- метров «управлять» свойствами 2D ДПФ-ВП. 
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Анализ теории 2D Фурье-обработки 2D ДФК и 2D 
ДФД сигналов показал, что она (теория) базируется на 
следующих аксиоматических положениях [2, 5-6, 15-18]: 

Определение 2D ДФК и 2D ДФД сигналов на конеч-
ной двумерной опорной области 

1 2
,N NSA   которая трак-

туется как двумерный фундаментальный период 

1 2N NSA   (2D период)1. 2D период, в свою очередь, опре-

деляется горизонтальным и вертикальным периодами. 
Определение сдвига двумерного дискретного сигна-

ла в виде циклического сдвига, осуществляемого путем 
циклических перестановок его отсчетов на конечной 
двумерной опорной области 

1 2
.N NSA   

Определение полной 2D базисной системы, состоя-
щей из двумерных дискретных экспоненциальных функ-
ций (2D базисной системы 2D ДЭФ): 

1 1 2 2

1 2 21
, 1 1 2 2( , , , ) k n k n

N N NN
def k n k n W W  = (1) 

= 1 1 1 1
1 1

2 2cos sink n j k n
N N
  

  
 

1 1 1 1
2 2

2 2cos sink n j k n
N N
  

  
 

 

1 1 2 2 1 1 2 2
1 2 1 2

2 2 2 2cos sin ;k n k n j k n k n
N N N N
      

      
   

 

где 1 1

1 1 1
1

2exp ;k n
NW j k n

N
 

  
 

 2 2

2 2 2
2

2exp ;k n
NW j k n

N
 

  
 

 

1 2,k k  – пространственные частоты, 1 10, 1,n N   

2 20, 1;n N   1 10,( 1),k N   2 20,( 1).k N   

В работах [5-6, 15, 19-27] на основе проведенного 
системного анализа свойств унитарного преобразова-
ния2 2D ДПФ – теоретической основы Фурье-обработки 
2D ДФК и 2D ДФД сигналов, эффективность и результа-
тивность которого доказана временем, сделаны следу-
ющие важные выводы: 

2D ДПФ можно интерпретировать как двумерный 
дискретный ряд Фурье, свойства которого во многом 
определяют свойства 2D ДПФ. 

Свойства 2D ДПФ математически точны и не могут 
рассматриваться как аппроксимация свойств непрерыв-
ного преобразования Фурье (НПФ). 

Ядра преобразования 2D ДПФ симметричны и раз-
делимы (сепарабельны); 

2D ДПФ может быть реализовано быстрыми алго-
ритмами.  

Оценки, получаемые помощью 2D ДПФ, структурно 
устойчивы (робастны). 
                                                   
 
 
1 Опорная область 

1 2N NSA   (2D период) – это диапазон значений 

переменных 1n  и 2 ,n  для которого двумерная последовательность 

1 2( , )x n n  отлична от нуля. Более подробно понятие опорной обла-
сти будет рассмотрено далее. 
2 Линейное преобразование является унитарным преобразовани-
ем – если его оператор обратим, а его ядро удовлетворяет условиям 
ортогональности. 

2D ДПФ в алгебраической форме задается следую-
щим соотношением: 

1 2
1 1 2 2

1 21 2
1 2

1 1

1 2 1 2,
0 01 2

1( , ) ( , ) ;
N N

k n k n
N NN N

n n
S k k x n n W W

N N

 

 

 
    (2) 

где 1 10,( 1),k N   2 20,( 1)k N   – пространственные 

частоты; ),( 21 nnx  – 2D ДФК или 2D ДФД сигнал, 

1 10, 1,n N   2 20, 1;n N   
1 2, 1 2( , )N NS k k  – коэффициен-

ты (бины) 2D ДПФ (векторный 2D пространственно-
частотный спектр 2D ДФК или 2D ДФД сигнала 1 2( , )x n n ). 

Учитывая свойство сепарабельности ядер 2D ДПФ, 
алгебраическая форма 2D ДПФ может быть представле-
на в виде: 

1 2
1 1 2 2

1 21 2
1 2

1 1

1 2 1 2,
0 01 2

1 1( , ) ( , ) ;
N N

k n k n
N NN N

n n
S k k W x n n W

N N

 

 

 
  

 
   (3) 

или в виде: 
2 1

2 2 1 1

1 21 2
2 1

1 1

1 2 1 2,
0 02 1

1 1( , ) ( , ) .
N N

k n k n
N NN N

n n
S k k W x n n W

N N

 

 

 
  

 
   (4) 

С математической точки зрения 2D ДФК или 2D ДФД 
сигнал 1 2( , )x n n  – это двумерная последовательность 
конечной длины, являющаяся множеством комплексных 
или действительных чисел, определенных для упорядо-
ченных пар целых чисел 1n  и 2 ,n  при 1 10 1;n N    

2 20 1n N    [7]. 2D ДФК и 2D ДФД сигнал 1 2( , )x n n  на 
прямоугольной пространственной опорной плоскости 

1 2
,N NSA   при 1 10 1n N    и 2 20 1,n N    может быть 

представлен в виде матрицы: 

1 2N N X  (5) 

22

2

2

1 1 1 1 2

1

0 1 . . ( 1)
0 (0,0) (0,1) . . (0, 1)
1 (1,0) (1,1) . . (1, 1)
. . . . . .
. . . . . .

( 1) ( 1,0) ( 1,1) . . ( 1, 1)

nN
x x x N
x x x N

N x N x N x N N
n


 

  
 
 
 
      

 
С учетом свойства сепарабельности ядер 2D ДПФ 

возможна матричная форма 2D ДПФ [6, 15-16]: 

1 2 1 1 1 2 2 2

(2) (1)

1 2

1
N N N N N N N NN N     


S F X F ; (6) 

где 
1 2,N NS  – двумерный векторный пространственно-

частотный спектр на опорной плоскости 
1 2N NSA   

1 2N N S  (7) 

22

2

2

1 1 1 1 2

1

0 1 . . ( 1)
0 (0,0) (0,1) . . (0, 1)
1 (1,0) (1,1) . . (1, 1)

;. . . . . .
. . . . . .

( 1) ( 1,0) ( 1,1) . . ( 1, 1)

kN
S S S N
S S S N

N S N S N S N N
k


 

  
 
 
 
      

; 
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2 2

(1)
N N F  (8) 

2

2 2 2

2

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2
0 ( 1)0 0 0 1

1 ( 1)1 0 11

( 1) 0 ( 1) 1 ( 1) ( 1)
2

2

0 1 . . ( 1)
. .0
. .1

. . . . . .

. . . . . .
( 1) . .

N
N N N

N
N N N

N N N N
N N N

N k
W W W

W W W

N W W W
n

  

  

      



 
 
 
 
 
 
   

; 

1 1

(2)
N N F  (9) 

2

1 1 1

2

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1
0 ( 1)0 0 0 1

1 ( 1)1 0 11

( 1) 0 ( 1) 1 ( 1) ( 1)
1

1

0 1 . . ( 1)
. .0
. .1

. . . . . .

. . . . . .
( 1) . .

N
N N N

N
N N N

N N N N
N N N

N n
W W W

W W W

N W W W
k

  

  

      



 
 
 
 
 
 
   

. 

Как и в случае алгебраической формы 2D ДПФ (3, 4), 
возможны два варианта выполнения действий в соот-
ношении (6): 

1 2 1 1 1 2 2 2

(2) (1)

1 2

1 1 ;N N N N N N N NN N       S F X F  (10) 

или 

1 2 1 1 1 2 2 2

(2) (1)

1 2

1 1 .N N N N N N N NF
N N   

 
   
 

S F X  (11) 

Замечание 1. Как известно 2D ДПФ связывает 
между собой две области: пространственную об-
ласть и пространственно-частотную область. Для 
2D ДПФ существует взаимосвязь результатов опе-
раций периодизации и дискретизации сигналов, прово-
димых в той или иной области. Процесс периодизации 
2D сигнала в одной области приводит к дискретиза-
ции 2D спектра в другой области. И наоборот, про-
цесс дискретизации 2D спектра в одной области при-
водит к периодизации 2D сигнала в другой области. 
Таким образом, 2D ДПФ периодично и дискретно как  
в пространственной области, так и пространствен-
но – частотной области. 

Задача данной работы – обобщение дискретного пре-
образования Гильберта финитных действительных сигна-
лов на двумерный случай, разработка теории, методов и 
алгоритмов определения огибающих двумерных дискрет-
ных финитных действительных сигналов на базе преобра-
зований Фурье с варьируемыми параметрами, проведение 
математического моделирования с целью подтверждения 
полученных в работе теоретических результатов. 

Двумерное дискретное преобразование Фурье  
с варьируемыми параметрами 

Двумерное дискретное преобразование Фурье (2D 
ДПФ) с варьируемыми параметрами (2D ДПФ-ВП), 
предложенное в работе [6], является обобщением клас-
сического 2D ДПФ и позволяет путем варьирования па-
раметров «управлять» свойствами 2D ДПФ-ВП. Базис-
ная система 2D ДПФ-ВП состоит из двумерных дискрет-

ных экспоненциальных функций с варьируемыми пара-
метрами (2D ДЭФ-ВП): 

1 1 1 2 2 2

1 2 21

( ) ( )
, 1 1 1 2 2 2( , , , , , ) k n k n

N N NN
def k n k n W W      = (12) 

= 1 1 1 1 1 1
1 1

2 2cos ( ) sin ( )k n j k n
N N
 

 
 

     
 

2 1 1 2 2
2 2

2 2cos ( ) sin ( )k n j k n
N N
 

 
 

     
 

 

1 1 1 2 2 2
1 2

2 2cos ( ) ( )k n k n
N N
 

 
 

     
 

 

1 1 1 2 2 2
1 2

2 2sin ( ) ( ) ;j k n k n
N N
 

 
 

    
 

 

где 1 1 1

1

( )
1 1 1

1

2exp ( ) ;k n
NW j k n

N
 

  
   

 
 2 2 2

2

( )k n
NW    

2 2 2
2

2exp ( ) ;j k n
N



 

   
 

 

1 2,k k  – пространственные частоты, 1 10, 1,n N 

2 20, 1;n N   1 10,( 1),k N   2 20,( 1);k N   1 2,   – ва-
рьируемые параметры. 

2D ДПФ-ВП в алгебраической форме задается сле-
дующим соотношением: 

1 2

1 2
1 1 1 2 2 2

1 2

1 2

1 2 1 2,

1 1
( ) ( )

1 2
0 01 2

( , , , )

1 ( , ) .

N N

N N
k n k n

N N
n n

S k k

x n n W W
N N

 

 
 

   

 



 
  

 (13) 

Учитывая свойство сепарабельности ядер 2D ДПФ-
ВП, алгебраическая форма 2D ДПФ-ВП может быть 
представлена в виде: 

1 2

1 2
1 1 1 2 2 2

1 2

1 2

1 2 1 2,

1 1
( ) ( )

1 2
0 01 2

( , , , )

1 1 ( , ) ,

N N

N N
k n k n

N N
n n

S k k

W x n n W
N N

 

 

 
  

 



 
  

 
 

 (14) 

или в виде: 

1 2

2 1
2 2 2 1 1 1

1 2

2 1

1 2 1 2,

1 1
( ) ( )

1 2
0 02 1

( , , , )

1 1 ( , ) .

N N

N N
k n k n

N N
n n

S k k

W x n n W
N N

 

 

 
   

 



 
  

 
 

 (15) 

Отметим, что значениях параметров 1 0   и 2 0   
2D ДПФ-ВП переходит в классическое 2D ДПФ. 

С учетом свойства сепарабельности ядер 2D ДПФ-
ВП матричная форма 2D ДПФ-ВП может быть представ-
лена в виде: 

1 2 1 2 1 1 1 1 2 2 2 2

(2) (1)
, , , ,

1 2

1
N N N N N N N NN N        


S F X F ; где (16) 

1 1 1

(2)
,N N  F  

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

1 1
(0 ) 0 (0 ) 1 (0 ) ( 1)

(1 ) 0 (1 ) 1 (1 ) ( 1)

( 1 ) 0 ( 1 ) 1 ( 1 ) ( 1)
1

1

0 1 . . ( 1)
. .0
. .1

. . . . . .

. . . . . .
( 1) . .

N
N N N

N
N N N

N N N N
N N N

N n
W W W

W W W

N W W W
k

  

  

  

      

      

         



 
 
 
 
 
 
   

; 
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2 2 2

(1)
,N N  F  

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 22 2 2 2

2 2 2

2 2
0 (0 ) 0 (1 ) 0 ( 1 )

1 (0 ) 1 (1 ) 1 ( 1 )

( 1) ( 1 )( 1) (0 ) ( 1) (1 )
2

2

0 1 . . ( 1)
. .0
. .1

. . . . . .

. . . . . .
( 1) . .

N
N N r N r

N
N N N

N NN N
N N N

N k
W W W

W W W

N W W W
n

  

  

 

      

      

        



 
 
 
 
 
 
   

. 

Аналогично выражениям (14) и (15) возможны две 
последовательности выполнения соответствующих 
матричных умножений: 

1 2 1 2 1 1 1 1 2 2 2 2

(2) (1)
, , , ,

1 2

1 1 ;N N N N N N N NN N          S F X F  (17) 

или 

1 2 1 2 1 1 1 1 2 2 2 2

(2) (1)
, , , ,

1 2

1 1 .N N N N N N N NN N      

 
   
 

S F X F  (18) 

Двумерное дискретное преобразование Гильберта 
двумерных дискретных финитных  
действительных сигналов 

Существует два равноправных вида временного 
описания одномерных дискретных финитных действи-
тельных сигналов (1D ДФД сигналов) [1, 2, 11, 12, 13]: 

– описание 1D ДФД сигналов посредством мгновен-
ных параметров: 

 ( ) ( ) cos ( )x n A n n   ; (19) 

где ( )A n  – мгновенная амплитуда дискретного сигнала 

( );x n  ( )n  – полная фаза дискретного сигнала ( ).x n  

– описание 1D ДФД сигналов посредством спек-
тральных составляющих сигнала3: 

( ) cos ( 2 );m m m
m

x n A f n    (20) 

где mA  – амплитуда m  гармонической компоненты сиг-

нала ( );x n  mf  – частота m  гармонической компоненты 

сигнала ( );x n  m  – начальная фаза m  гармонической 

компоненты сигнала ( ).x n  

Представление 1D ДФД сигнала в виде некоторого 
комплексного сигнала:  

( ) ( ) ( );y n x n jx n   0, 1,n N   (21) 
(если определить некоторый оператор ,  преобразу-
ющий ( )x n  в ( )),x n  позволяет однозначно определить 

мгновенную амплитуду ( )A n  (огибающую) и мгновен-

ную фазу ( )n  сигнала (21) согласно соотношений: 

2 2( ) ( ) ( );A n x n x n   
( )

( ) arctg .
( )

x n
n

x n
 

   
 

  (22) 

Однако, чтобы теория, созданная на основе пред-
                                                   
 
 
3 В работе [13] справедливо утверждается, что вплоть до середины 
30-х годов прошлого столетия теория радиосвязи развивалась (как 
это не покажется удивительным) без использования спектральных 
представлений сигналов. 

ставлении сигнала в виде (21) допускала понятную фи-
зическую интерпретацию, оператор  4 должен соответ-
ствовать определенным требованиям. 

В работах [2, 11, 12, 13] доказано, что единственным 
линейным оператором, удовлетворяющим перечислен-
ным в сноске 4 основным требованиям (а также ряду 
других [13]), является оператор Гильберта .  Выраже-
ние (21) и (22), в случае применения оператора Гиль-
берта,  преобразуется к виду: 

( ) ( ) ( );АСy n x n jx n   0, 1;n N   (23) 

2 2( ) ( ) ( );A n x n x n   
( )

( ) arctg ;
( )

x n
n

x n
 

   
 

 (24) 

где соотношение (23) задает одномерный дискретный 
аналитический (гильбертовский) сигнал5, а соотношение 
(24) задает гильбертовскую огибающую – ( ).A n   

Отметим существенный недостаток преобразования 
Гильберта. Данное преобразование является лишь 
асимптотически локальным преобразованием. 

Теоретические и практические вопросы одномерного 
дискретного преобразования Гильберта6 (1D ДПГ) одно-
мерных дискретных финитных действительных сигналов 
(1D ДФД сигналов) достаточно подробно рассмотрены в 
работах [2-5, 11-14]. Поэтому на вопросах 1D ДПГ будем 
останавливаться лишь по мере необходимости.  

Рассмотрим обобщение одномерного ДПГ на дву-
мерный случай. Заметим, что переход от 1D ДПГ к дву-
мерному дискретному преобразованию Гильберта (2D 
ДПГ) не тривиален, поскольку является не только коли-
чественным, а, прежде всего, качественным переходом. 
2D ДПГ позволяет сформировать из 2D ДФД 1 2( , ),x n n  

1 10, 1,n N   2 20, 1,n N   новый 2D ДФД сигнал 

1 2( , ),x n n  1 10, 1,n N   2 20, 1.n N   2D Фурье-спектр 

сигнала 1 2( , )x n n  сдвинут по фазе относительно 2D 

Фурье-спектра сигнала 1 2( , )x n n  на / 2  (на 900) на 
отрицательных двумерных частотах. 2D Фурье-спектр 
сигнала 1 2( , )x n n  сдвинут по фазе относительно 2D 

Фурье-спектра сигнала 1 2( , )x n n  на – / 2  (на – 900) на 
положительных двумерных частотах.  

2D ДФК сигнал 1 2( , ),АСy n n  является двумерным 
дискретным аналитическим (2D ДА (гильбертовским)) 

                                                   
 
 
4 Основные требования к оператору :  малые изменения сигнала 

( )x n  должны приводить к малым изменениям мгновенных парамет-
ров; мгновенная фаза и мгновенная частота сигнала ( )x n  не должны 
изменяться при изменении мощности сигнала ( )x n  при неизменной 
его форме; параметры гармонического сигнала должны соответство-
вать их классическим определениям. 
5  В отечественной литературе некоторые авторы  совершенно 
справедливо предпочитают называть аналитический сигнал (15) 
«гильбертовским сигналом» (см., например, работы [13, 18]). Дей-
ствительно, аналитический комплексный сигнал вовсе не обязательно 
должен быть гильбертовским [18]. Для того, чтобы  ДФК сигнал (15) 
являлся гильбертовским необходимо и достаточно, чтобы его спектр 
Фурье был равен нулю на отрицательных частотах. 
6 Давид Гильберт – великий немецкий математик (1862 – 1943), в 
честь которого названо это преобразование. 
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сигналом и определяется следующим соотношением: 

1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , );АСy n n x n n jx n n   1 10, 1,n N   

2 20, 1.n N   (25) 
Обобщение выражений (24) на 2D ДФД сигналы 

определяется соотношениями: 
2 2

1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , );A n n x n n x n n   

1 2
1 2

1 2

( , )( , ) arctg .
( , )

x n nn n
x n n

 
   

 
 (26) 

где 1 2( , )A n n  – огибающая 2D ДФД сигнала 1 2( , );x n n  

1 2( , )n n  – мгновенная фаза сигнала 1 2( , ).x n n  

Отметим, что переход в ЦОС от 2D ДФД сигналов к 
2D гильбертовским (аналитическим) сигналам, повыша-
ет как эффективность, так и результативность многих 
операций двумерной Фурье-обработки 2D ДФД сигна-
лов.  

2D Фурье-спектр 2D ДА сигнала 1 2( , )АСy n n  равен 
нулю на отрицательных двумерных пространственных 
частотах. Рассмотрим пример иллюстрирующий это 
свойство 2D Фурье-спектр 2D ДА сигнала 1 2( , ).АСy n n  В 
качестве 2D ДФД сигнала выберем 2D действительную 
косинусоиду: 

1 2 1 1 2 2
1 2

2 2( , ) cos ,x n n k n k n
N N
  

  
 

 1 10, 1,n N   

2 20, 1.n N   (27) 

с параметрами: 1 2;k   2 3;k   1 8;N   2 8.N    
Согласно определению 2D ДПГ 2D ДФД сигнал 

1 2( , )x n n  представляет собой действительную сину-
соиду: 

1 2 1 1 2 2
1 2

2 2( , ) sin ,x n n k n k n
N N
 



 
  

 
 1 10, 1,n N   

2 20, 1n N  . (28) 

с параметрами: 1 2;k   2 3;k   1 8;N   2 8.N    

В силу того, что 2D ДФД сигнал (27) является четной 
функцией: 

1 1 2 2
1 2

2 2cos ( )) ( )k n k n
N N
  

    
 

1 1 2 2
1 2

2 2cos k n k n
N N
  

 
 

; (29) 

а 2D ДФД сигнал (28) – нечетной функцией: 

1 1 2 2
1 2

2 2sin ( ) ( )k n k n
N N
  

    
 

1 1 2 2
1 2

2 2sin ;k n k n
N N
  

   
 

 (30) 

то их 2D спектры Фурье имеют соответственно чисто 
действительный и чисто мнимый характер.  

Таким образом, 2D спектр Фурье 
1 2 ,0,0N NS  двумерно-

го аналитического сигнала 1 2( , )АСy n n : 

1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )АСy n n x n n jx n n  = 

1 1 2 2
1 2

2 2cos k n k n
N N
  

   
 

 

1 1 2 2
1 2

2 2sinj k n k n
N N
  

  
 

; (31) 

где 1 2;k   2 3;k   1 8;N   2 8;N    

на положительной двумерной частоте 1 2( , )k k  (2, 3) 
действителен и равен единице, а на других положитель-
ных и отрицательных двумерных частотах равен нулю 
(рис. 1). 

 
Рис. 1.  Двумерный спектр Фурье аналитического сигнала (27) 

На рис. 2 приведен 2D ДФД сигнал 1 2( , )x n n   

1 1 2 2
1 2

2 2cos ,k n k n
N N
  

  
 

 1 10, 1,n N   2 20, 1n N   с 

параметрами: 1 2;k   2 3;k   1 64;N   2 32N   и его 
огибающая 

 
a) 

 
б) 

Рис. 2. Двумерный дискретный финитный сигнал – а;  
его огибающая – б 

Теория, методы и алгоритмы определения 
огибающих двумерных дискретных финитных 
действительных сигналов на базе дискретных 
преобразований Фурье с варьируемыми 
параметрами 

Коэффициенты (бины) 2D ДПФ 2D ДФД сигналов 

1 2, 1 2( , )N NS k k  (2) обладают свойством комплексной со-
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пряженности (эрмитовой симметрии). Если изобразить 
комплексно-сопряженную симметрию комплексных чи-
сел условно в виде стрелок, то комплексно-
сопряженная симметрия бинов векторного 2D простран-
ственно-частотного спектра 2D ДФД сигнала 1 2( , )x n n
(табл. 5) может быть представлена в общем виде рис. 3. 

 
Рис. 3.  Комплексно-сопряженная симметрия  

(эрмитова симметрия) бинов 2D ДПФ 2D ДФД сигналов 

2D ДФД сигналы, в случае применения 2D ДПФ, об-
ладают еще одним свойством. Периодическое продол-
жение 2D ДФД сигнала в пространственной области 
остается действительным сигналом. Напомним, что 2D 
ДПФ-ВП (14, 15, 16) при значениях параметров 1 0   и 

2 0   тождественно классическому 2D ДПФ. 

Коэффициенты (бины) 2D ДПФ-ВП при значениях 
параметров 1 1/ 2   и 2 1/ 2   2D ДФД сигналов так-
же обладают свойством комплексной сопряженности 
(эрмитовой симметрии). Комплексно-сопряженная сим-
метрия бинов 2D ДПФ-ВП при значениях параметров 

1 1/ 2   и 2 1/ 2   2D 2D ДФД сигнала 1 2( , )x n n (таб-
лица 5), представлена в общем виде рис. 4. 

 
Рис. 4.  Эрмитова симметрия коэффициентов  
двумерного дискретного преобразования Фурье  

с варьируемыми параметрами 1 2

21

,
,1/ 2, 1/ 2

k k
N NS  

2D ДФД сигналы, в случае применения 2D ДПФ-ВП 
при значениях параметров 1 1/ 2   и 2 1/ 2,   обла-
дают, как и в случае применения 2D ДПФ, следующим 
свойством. Периодическое продолжение 2D ДФД сигна-
ла в пространственной области является действитель-
ным сигналом. 

Существует два основных подхода к формированию 
одномерного преобразования Гильберта: цифровая 

фильтрация (осуществляемая БИХ-фильтрами7 и КИХ-
фильтрами8) и спектральный анализ на основе ДПФ.  

Анализ достоинств и недостатков определения оги-
бающих 1D ДФД сигналов на базе цифровой фильтра-
ции достаточно подробно дан в работах [4, 5, 14, 17, 29-
31]. Поэтому на данных методах формирования 1D ДПГ 
подобно останавливаться не будем. Отметим лишь ос-
новной вывод из указанного выше анализа. При реше-
нии задачи формирования 1D ДПГ эффективность и 
результативность методов цифровой фильтрации, как 
правило, ниже методов спектрального анализа на осно-
ве ДПФ. 

Идея определения огибающих 2D ДФД на базе 2D 
ДПФ или на базе 2D ДПФ-П при значении параметров 

1 1/ 2   и 2 1/ 2   может показаться простой. Но сле-
дует подчеркнуть, что это может показаться только по-
сле того, как на нее (на идею) указали. 

Идея определения огибающих 2D ДФД сигналов на 
базе 2D ДПФ или на базе 2D ДПФ-ВП при значении па-
раметров 1 1/ 2   и 2 1/ 2   заключается в следую-
щем. 

2D ДПФ и 2D ДПФ-ВП при значении параметров 

1 1/ 2   и 2 1/ 2   2D ДФД сигналов обладают эрми-
товой симметрией (рис. 3, рис. 4). Обнуляя соответству-
ющие пространственно-частотные спектры на отрица-
тельных пространственных частотах, мы получаем про-
странственно-частотные спектры соответствующих 2D 
ДА сигналов (25). Реализуя обратное 2D ДПФ или об-
ратное 2D ДПФ-ВП при значении параметров 1 1/ 2   и 

2 1/ 2   соответствующих спектров 2D ДА сигналов, мы 
получаем соответствующие 2D ДА сигналы (25) в про-
странственной области. На действительной части соот-
ветствующего 2D ДА сигнала – 1 2( , )АСy n n  получим со-

ответствующий исходный 2D ДФД сигнал – 1 2( , ),x n n  а 
на мнимой части соответствующего 2D ДА сигнала – 

1 2( , ),АСy n n  соотвествующий сигнал 2D ДПГ – 1 2( , )x n n  
(25). И наконец, согласно выражению (26), вычисляем 

1 2( , )A n n  – огибающую 2D ДФД сигнала 1 2( , )x n n  в соот-
ветствующем базисе: 2D ДЭФ или 2D ДЭФ-ВП. 

На рис. 5 и 6 приведены алгоритмы определения 2D 
ДА сигналов на основе 2D ДПФ и 2D ДПФ-ВП соответ-
ственно. 

Алгоритмами определения ДПГ на основе 2D ДПФ 
или 2D ДПФ-ВП при значении параметров 1 1/ 2   и 

2 1/ 2,   возможно получение различных видов гиль-
бертовских (аналитических) сигналов (см. сноску 4). Вы-
бор двумерного дискретного преобразования Фурье 
(классического или с варьируемыми параметрам) позво-
ляет генерировать, по крайней мере, два вида двумер-
ных гильбертовских (аналитических) сигналов. 

 

                                                   
 
 
7 БИХ-фильтр – цифровой фильтр с импульсной характеристикой 
бесконечной длины. 
8 КИХ-фильтр – цифровой фильтр с импульсной характеристикой 
конечной длины. 
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Рис. 5. Алгоритм определения двумерного дискретного аналитического сигнала на основе 2D ДПФ  

 
а) 

 
б) 

Рис. 6.  Два алгоритма определения двумерного дискретного аналитического сигнала  
на основе 2D ДПФ-ВП при значениях параметров 1 1/ 2   и 2 1 / 2   

Вид 1 двумерного дискретного гильбертовского 
сигнала.  

Двумерный дискретный гильбертовский сигнал (2D 
ДГС) первого вида получается алгоритмом определения 
2D ДПГ области на основе 2D ДПФ: 

, 2 1 2 1 2 ,2 1 2( , ) ( , ) ( , )ГС D ДПФ D ДПФx n n x n n jx n n  ; (32) 

где , 2 1 2( , )ГС D ДПФx n n  – 2D ДГС, полученный алгоритмом 

определения ДПГ в пространственно-частотной области 
на основе 2D ДПФ; , 2 1 2( , )D ДПФx n n  – новый 2D ДФД 

сигнал (2D ДПГ сигнала 1 2( , )),x n n  Фурье-спектр которо-
го сдвинут по фазе относительно Фурье-спектра 

1 2( , )x n n  на / 2 . 

Вид 2 двумерного дискретного гильбертовского 
сигнала.  

Двумерный дискретный гильбертовский сигнал (2D 
ДГС) второго вида получается алгоритмом определения 
2D ДПГ на основе 2D ДПФ-ВП, при значении парамет-
ров 1 1/ 2   и 2 1/ 2  : 

, 2 , 1/2, 1/2 1 2

1 2 ,2 ,1/2, 1/2 1 2

( , )

( , ) ( , );
ГС D ДПФ

D ДПФ

x n n

x n n jx n n



 
 (33) 

где , 2 , 1/ 2, 1/2 1 2( , )ГС D ДПФx n n  – 2D ДГС, полученный алго-

ритмом определения ДПГ в пространственно-частотной 
области на основе 2D ДПФ-ВП, при значении парамет-
ров 1 1/ 2   и 2 1/ 2;   , 2 ,1/ 2, 1/ 2 1 2( , )D ДПФx n n  – новый 

2D ДФД сигнал (2D ДПГ сигнала 1 2( , )),x n n  Фурье-спектр 
которого сдвинут по фазе относительно Фурье-спектра 

1 2( , )x n n  на / 2 . 

Для генерации огибающих двух 2D ДФД тестовых 
сигналов выберем два произведения двух двумерных 
косинусоид: 

Первый тестовый 2D ДФД сигнал: 

1 2 1 1 2 2
2 2( , ) cosx n n m n m n
N N
     

 

3 1 4 2
2 2cos ;m n m n
N N
   

 
 (34) 

где 1 2, 0, 1;n n N   1 3 2 464; 1; 8; 0.N m m m m      

Второй тестовый 2D ДФД сигнал: 

1 2 1 1 2 2
2 2( , ) cos ( 1/ 2)x n n m n m n
N N
  

    
 

3 1 4 2
2 2cos ;m n m n
N N
   

 
 (35) 
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а) 

 
б) 

Рис. 7. Огибающие первого – а, второго – б, тестовых 2D ДФД сигналов, полученные на основе первого вида 2D ДГС 

 
а) 

 
б) 

Рис. 8.  Огибающие первого – а, второго – б, тестовых 2D ДФД сигналов, полученные на основе второго вида 2D ДГС 

где 1 2, 0, 1;n n N   1 3 2 464; 1; 8; 0.N m m m m      

На рис. 7 приведены огибающие двух тестовых 2D 
ДФД сигналов, полученные на основе первого вида 2D 
ДГС. 

На рис. 8 приведены огибающие двух тестовых 2D 
ДФД сигналов, полученные на основе второго вида 2D 
ДГС 

 

Анализ теоретических огибающих и огибающих, по-
лученных экспериментальным путем позволяет сделать 
следующие выводы. 

1. Согласованность базисов применяемого 2D ДПФ-
ВП со структурой 2D исследуемых ДФД сигналов крайне 
важна, поскольку позволяет получить меньшие абсо-
лютные и относительные погрешности определения 
огибающих, вплоть до нулевых. В чем легко убедиться, 
сравнив соответственно рис. 7 а с 8 а, 7 б с 8 б. 

2. Огибающие различных 2D ДФД сигналов имеют (в 
зависимости от вида 2D ДГС) существенные различия 
лишь на концах интервала определения последних. 
Заключение 

1. В статье проведено обобщение дискретного пре-
образования Гильберта финитных двумерных действи-
тельных сигналов на базе двумерного классического 
преобразований Фурье. 

2. Разработана теория, методы и алгоритмы опреде-
ления огибающих двумерных дискретных финитных 
двумерных действительных сигналов на базе преобра-
зований Фурье с варьируемыми параметрами. 

3. Из методов определения огибающих двумерных 
дискретных финитных действительных сигналов (реали-
зация дискретных преобразователей Гильберта в про-
странственной области двумерными КИХ и БИХ-
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фильтрациями, комплексной фильтрацией), методы, 
основанные на классическом 2D ДПФ и ДПФ-ВП при 
параметрах 1/2, 1/2, являются самыми точными. 

4. Теоретические результаты, полученные в статье, 
подтверждены математическим моделированием, про-
иллюстрированы на двух тестовых 2D ДВД сигналах 
двух видов 2D ДГС. 

5. Не принятие во внимание при цифровой Фурье-
обработке вида используемой огибающей может приво-
дить к потере информации о свойствах и состояниях 
исследуемых объектов, явлений и процессов, а также 
досадным ошибкам. 
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Рассматривается проблема синтеза формирующих линейно-
фазовых КИХ-фильтров для систем цифровой связи. Фильтры 
передатчика и приемника системы, образующие пару, идентич-
ны. Исследуемый метод синтеза основан на взвешенной чебы-
шевской аппроксимации с применением алгоритма Ремеза. При 
этом к переходной полосе фильтра предъявляются дополни-
тельные требования, а именно задается не одна точка кон-
троля в этой полосе, как в ранее известном подходе, а ряд до-
полнительных точек на заданных частотах. Предлагается вы-
числять уровни АЧХ на этих частотах лишь по одному вспомо-
гательному параметру, который подбирается итеративно в 
процессе решения проблемы. Рассмотрены критерии синтеза 
связанные с получением желаемых значений ослабления АЧХ в 
полосе задерживания, межсимвольной интерференции и отноше-
ния пиковой мощности к средней мощности сигнала на выходе 
фильтра. На примере показано, что надлежащим выбором числа 
точек контроля и их местоположения в переходной полосе можно 
существенно улучшить ранее полученные результаты синтеза. 
Затронута проблема квантования коэффициентов фильтров в 
процессе поиска решений. Метод синтеза иллюстрируется дву-
мерной и трехмерной графикой. 

УДК 621.372.54 

УЛУЧШЕННЫЙ СИНТЕЗ ФОРМИРУЮЩИХ КИХ-ФИЛЬТРОВ  
ДЛЯ СИСТЕМ ЦИФРОВОЙ СВЯЗИ 

Мингазин А.Т., к.т.н., в.н.с. «РАДИС Лтд», e-mail: alexmin@radis.ru 

IMPROVED DESIGN OF PULSE-SHAPING FIR FILTERS  
FOR DIGITAL COMMUNICATION SYSTEMS 

Mingazin A.T. 
The paper discusses the design problem of a pulse-shaping linear-phase FIR filters for digital communication systems. The trans-
mitter and receiver filters of the system forming the pair are identical. The investigated design method is based on a weighted Che-
byshev approximation using the Remez algorithm. At the same time additional requirements are imposed on the transition band of 
the filter, namely, the setting is not one control point in this band, as in the previously known approach, but a number of additional 
points at given frequencies. It is proposed to calculate the frequency response levels at these frequencies using only one auxiliary 
parameter, which is selected iteratively in the process of solving the problem. Design criteria related to obtaining the desired values 
of stopband attenuation, inter-symbol interference and peak-to-average power ratio are considered. The example shows that the 
proper selection of the number of control points and their location in the transition band can significantly improve the previously ob-
tained results. The problem of filter coefficient quantization in the process of finding solutions is raised. The design method is widely 
illustrated by 2D- and 3D-graphics. 

Key words: pair of identical pulse-shaping linear-phase FIR filters, weighted Chebyshev approximation, Remez algo-
rithm, additional control points in transition band, stopband attenuation, inter-symbol interference, peak-to-average 
power ratio, quantization of coefficients, 2D- and 3D-graphics. 

 
Ключевые слова: пара идентичных формирую-

щих линейно-фазовых КИХ-фильтров, взвешенная 
чебышевская аппроксимация, алгоритм Ремеза, до-
полнительные точки контроля в переходной полосе, 
ослабление в полосе задерживания, межсимвольная 
интерференция, отношение пиковой мощности к 
средней мощности, квантование коэффициентов, 
двумерная и трехмерная графика. 

Введение  

В силу известных причин применение идентич-
ных формирующих линейно-фазовых КИХ-фильтров 
в передатчике и приемнике систем цифровой связи 
наиболее предпочтительно. Аналитические методы 
синтеза таких фильтров при приемлемом их порядке 
не всегда обеспечивают заданные требования, осо-
бенно при малом факторе ската. В связи с этим к 
настоящему времени разработано большое количе-
ство численных методов синтеза, см., например, 
работы [1-7] и ссылки в них.   

В [6] исследованы три метода синтеза квантован-
ных формирующих КИХ-фильтров прямой структуры. 
Первый - на основе аналитического синтеза фильтров с 
частотной характеристикой вида корень квадратный из 
приподнятого косинуса, а второй [1] и третий [5] – на 
основе взвешенной чебышевской аппроксимации (ВЧА) 
с применением алгоритма Ремеза. В [1] проводится до-
полнительный контроль АЧХ для одной заранее извест-
ной точки в переходной полосе и подбор веса для уров-
ня АЧХ в полосе задерживания. В [5] выполняется двух-
этапная ВЧА для полуполосного фильтра и амплитудно-
го корректора, каскадное соединение которых образует 
формирующий фильтр. Синтез в [6] c использованием 
каждого из этих методов был направлен на достижение 

требуемых уровней ослабления АЧХ в полосе задержи-
вания и межсимвольной интерференции (МСИ) при ми-
нимальных значениях порядка фильтра и длины слова 
его коэффициентов. Наилучшие результаты получены 
для второго метода.  

В [7] синтез на основе ВЧА [1] сравнивается с други-
ми методами, использующими нелинейное программи-
рование [2], выпуклую оптимизацию [3] и полуаналити-
ческую процедуру [4], включающую численное решение 
системы нелинейных уравнений. На примерах, форми-
рующих КИХ-фильтров, взятых из литературы, показано, 
что этот метод, названный в [7] ВЧА-1 (из-за одной точки 
контроля в переходной полосе), не всегда приводит к 
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повторению или улучшению известных решений. Одна-
ко предложенная в статье его модификация – метод 
ВЧА-P, связанная с добавлением еще P-1 точек кон-
троля, может способствовать существенному улучше-
нию этих решений как по ослаблению в полосе задер-
живания, так и по уровню МСИ. В данной статье про-
должено исследование метода ВЧА-P. Предложен спо-
соб вычисления всех уровней для произвольного числа 
точек в переходной полосе лишь по одному вспомога-
тельному параметру, который подбирается итеративно 
в процессе синтеза формирующего фильтра. Рассмот-
рены критерии синтеза связанные с получением желае-
мых значений ослабления в полосе задерживания, МСИ 
и отношения пиковой мощности к средней мощности 
сигнала на выходе фильтра передатчика. На примере 
показано, что надлежащим выбором числа точек кон-
троля и их местоположения в переходной полосе можно 
существенно улучшить ранее полученные результаты. 
Затронута проблема квантования коэффициентов об-
суждаемых фильтров в процессе их синтеза. 

Требования к переходной полосе  
формирующих КИХ-фильтров 

В отличии от обычного метода ВЧА с контролем 
лишь полос пропускания и задерживания КИХ-фильтров 
нижних частот, в методе ВЧА-1 [1] дополнительно кон-
тролируется уровень 1 2  на средней частоте пере-
ходной полосы, границы которой зависят от заданного 
фактора ската и коэффициента передискретизации. 
Кроме того, для получения минимальной МСИ итера-
тивно подбирается вес для уровня АЧХ формирующего 
фильтра в полосе задерживания, а вес для уровня в 
полосе пропускания принимается единичным. Вес на 
средней частоте также полагается единичным, хотя он 
оказывает некоторое влияние на конечный результат. 
Таким образом метод ВЧА-1 помимо контроля одной 
точки в переходной полосе предполагает многократное 
применение алгоритма Ремеза.  

В методе ВЧА-P, предложенном в [7], наряду с упо-
мянутой выше точкой [1] контролируются еще P-1 до-
полнительных точек АЧХ на равномерно расположен-
ных частотах переходной полосы. Границы полосы не 
включаются. Предполагается, что P нечетное. В случае 
P = 3 требуется итеративно установить уровни АЧХ для 
двух дополнительных точек, используя взаимозависи-
мость этих уровней [4], что было выполнено в [7] для 
примеров 3 и 4. При P > 3 проблема сильно усложняет-
ся. Однако был найден подход, связанный с введением 
вспомогательного параметра, по которому определяют-
ся уровни для произвольного числа точек P ≥ 3. Детали 
в [7] опущены, поскольку требовалась их некоторая до-
работка, хотя хорошие результаты получены для при-
мера 3 при P = 5.  

Смысл этого подхода заключается в том, чтобы при 
синтезе формирующего фильтра использовать уровни 
АЧХ переходной полосы характерные для специального 
фильтра нижних частот, рассчитанного методом ВЧА 
для заданных фактора ската, коэффициента передис-
кретизации, единичных весов для полос пропускания и 
задерживания без требований к переходной полосе. 

Порядок этого фильтра итеративно подбирается в про-
цессе синтеза формирующего фильтра. Известно, что 
при четном порядке такой специальный фильтр близок к 
фильтру Найквиста. Кроме того, если уровни справа от 
средней частоты переопределить, как в методе [4], че-
рез уровни слева на зеркально симметричных частотах и 
рассчитать фильтр, контролируя все уровни переходной 
полосы, то эту близость можно значительно усилить, что 
выражается в уменьшении МСИ при практически том же 
или несколько меньшем ослаблении АЧХ в полосе за-
держивания. В идеале каскадное соединение пары 
формирующих фильтров должно представлять собой 
фильтр Найквиста с нулевой МСИ, но для двух идентич-
ных формирующих линейно-фазовых КИХ-фильтров это, 
как известно, недостижимо. Однако, получение для этой 
пары формы АЧХ в переходной полосе близкой к форме 
характерной фильтру Найквиста дает хорошие резуль-
таты. Поэтому корень квадратный из уровней 

, 1, 2, , ( 1) / 2 ix i P    на заданных частотах переходной 
полосы специального фильтра используем в качестве 
уровней контроля слева от средней частоты для синтеза 
собственно формирующего фильтра. Все P уровней кон-
троля переходной полосы с учетом изложенного опре-
делим как 

1

, 1, 2, , ( 1) / 2,

1/ 2, ( 1) / 2,

1 ;  , 1, , ; ( 3) / 2.
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Таким образом, вспомогательным параметром, вве-
денным в [7], является порядок специального фильтра. 
Минимальный четный или нечетным порядок этого 
фильтра можно выбрать исходя из того, что уровень его 
АЧХ на граничной частоте полосы задерживания должен 
быть меньше или равен возведенному в квадрат задан-
ному уровню АЧХ формирующего фильтра на этой же 
частоте. 

Обнаружено, что лучшие результаты синтеза форми-
рующего фильтра могут быть часто достигнуты для про-
межуточных P уровней, полученных путем линейной 
интерполяции P уровней для порядков специального 
фильтра, отличающихся на 1. Количество промежуточ-
ных P уровней может быть любым. Так, например, при 
порядках специального фильтра 75, 76, 77 и трех про-
межуточных P уровнях вспомогательный параметр при-
мет следующие значения 75; 75,25; 75,5; 75,75; 76; 
76,25; 76,5; 76,75; 77.  

Исходные параметры и варьируемые переменные  

Определим исходные параметры для синтеза фор-
мирующих КИХ-фильтров на основе ВЧА-P с примене-
нием алгоритма Ремеза в среде MATLAB: 

N – порядок фильтра, 
K – коэффициент передискретизации, 
roll-off – фактор ската,  

0 mina  – минимально допустимое ослабление АЧХ в 
полосе задерживания, 

Peak ISImax – максимально допустимая пиковая МСИ, 
P – количество контрольных точек в переходной по-

лосе, 
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M – длина слова коэффициентов фильтра, соответ-
ствующая шагу квантования 2-M. 

Полагаем, что усиление в полосе пропускания рав-
но 1, усиление в полосе задерживания равно 0, веса в 
полосе пропускания и переходной полосе равны 1, ча-
стота дискретизации равна 1.  

Определим варьируемые переменные: 
r – вес для АЧХ в полосе задерживания, 
v – вспомогательный параметр, 
A – параметр, влияющий на усиление фильтра (мак-

симальный диапазон 0,5 1).A    

Кроме того, для выбранного критерия синтеза филь-
тров и количества точек P интерактивно определим диа-
пазоны и шаги изменения переменных r и v. Для филь-
тров с непрерывными коэффициентами (M = ∞) параметр 
А может быть произвольным. В случае квантования 
(округления) коэффициентов (M ≠ ∞) диапазон и шаг из-
менения А устанавливаем интерактивно. Результаты 
синтеза можно наблюдать по двумерным и/или трехмер-
ным графикам и полученным данным. Все это проиллю-
стрируем после описания критериев. Весь процесс син-
теза может быть автоматизирован, но в ущерб наглядно-
сти и лучшего понимания решаемой задачи. 
Критерии синтеза формирующих КИХ-фильтров 

Далее используем четыре критерия синтеза форми-
рующих КИХ-фильтров: 

– минимум ошибки [6], учитывающей допустимые 
уровни пиковой МСИ и ослабления АЧХ в полосе за-
держивания  

min;e   
– максимум ослабления при ограниченной пиковой 

МСИ 
0 maxa   при max  ;Peak ISI Peak ISI  

– минимум пикового уровня МСИ при ограниченном 
ослаблении 

 min  Peak ISI   при 0 0min ;a a  
– минимум отношения пиковой мощности к средней 

мощности сигнала на выходе фильтра при ограничен-
ных уровнях пиковой МСИ и ослабления 

min PAPR   при max  Peak ISI Peak ISI  и 0 0min  a a  
или иначе при 1.e   

Если ошибка e ≤ 1 или в децибелах e ≤ 0 дБ, то тре-

бования по ослаблению и МСИ удовлетворены. 

Иллюстрация метода ВЧА-Р  
для непрерывных коэффициентов 

Метод ВЧА-P проиллюстрируем на примере синтеза 
формирующих КИХ-фильтров при следующих требова-
ниях:  

N = 62; 
K = 2; 
roll-off = 0,25;  

0 mina = 63 дБ; 

Peak ISImax = -82дБ; 
P = 3, 5, 7 и 9; 
M = ∞. 
В начале напомним [7], что при этих требованиях ме-

тод ВЧА-1 позволяет получить лишь сильно завышен-
ный уровень Peak ISI = -49 дБ и чрезмерно большое 
ослабление a0 = 107 дБ, но ВЧА-3 приводит к значениям 
этих параметров -99 дБ и 77 дБ, которые, как видим, 
существенно лучше указанных предельных Peak ISImax 
и 0min ,a  соответствующих решению полуаналитическим 
методом [4] при P = 5. 

Для иллюстрации метода ВЧА-P используем крите-
рий синтеза e→min. На рис.1 a-г слева для P = 3, 5, 7, 9 
показаны семейства зависимостей ошибки e от пере-
менной r. Шаг изменения r соответствует 300 точкам. 
Эти семейства обусловлены вариацией вспомогательно-
го параметра 62 ≤ v ≤ 100 с шагом 0,25. Знаком * отме-
чены значения е = emin. На рис. 1 a-г справа показаны 
зависимости emin от v. 

На всех рисунках проведена прямая e = 0 дБ. Все точ-
ки на кривых при е ≤ 0 дБ удовлетворяют заданным до-
пускам на параметры a0 и Peak ISI. Согласно рис. 1 a-г 
полученные emin. для разных P отличаются и много 
меньше 0 дБ. Подобные зависимости можно изобразить 
и для трех других упомянутых ранее критериев синтеза. 
Заметим, что семейства на рис. 1 а-г включают решения 
для всех обсуждаемых критериев.  

На рис. 2 а-г приведены еще два полезных графика 
для P = 3, 5, 7 и 9, а именно два семейства кривых ком-
промисса a0↔Peak ISI и e↔PAPR. Строго говоря, кри-
выми компромисса следовало бы  называть  лишь участ- 

 
а) 
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б) 

 
в) 

 
г) 

Рис.1. Семейства зависимостей ошибки e от r и зависимости ошибки emin от v для P = 3 (а), P = 5 (б), P = 7 (в) и P = 9 (г)  

ки этих кривых, на которых один из двух параметров 
улучшается за счет ухудшения другого. Точки, отмечен-
ные знаком *, соответствуют аналогичным точкам на 
рис.1 a-г и дают информацию о значениях параметров 
е, a0, Peak ISI и PAPR. Кроме того, по рис. 2 a-г можно 
оценить результаты применения других критериев, учи-
тывая линии допуска – вертикальные и горизонтальные 
прямые, показанные на этих рисунках. Например, по 
левым частям рис. 2 а-г видно, что при P > 3 можно по-
лучить меньшие уровни Peak ISI, чем при P = 3. Так, 
наименьшее значение Peak ISI = -113 дБ имеет место 
при P = 7. Интересно также отметить, что согласно пра-
вым частям рис. 2 а-г c ростом P для e < 0 увеличивает-

ся диапазон изменения PAPR от ≈ 0,07 дБ при P = 3 до 
≈0,5-0,6 дБ при P > 3. 

Очевидно, что диапазоны переменных r и v, а также 
шаги их вариации для каждого P можно в разной степе-
ни интерактивно изменять с тем, чтобы более точно и 
быстро найти искомые решения. Результаты подобного 
синтеза формирующих фильтров для всех обсуждаемых 
критериев вместе с сопутствующими параметрами при 
P = 3, 5, 7 и 9 и фиксированном шаге (0,25) по v приве-
дены в табл. 1-4. Кроме того, здесь указаны значения 
переменной v, для которых получены эти результаты. 
Заметим, что максимальным a0 соответствуют большие 
v, а минимальным PAPR – малые v.  
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Таблица 1. Результаты синтеза для критерия e→min 

P e, дБ a0, дБ Peak ISI, дБ PAPR, дБ v 
3 -14,6 77,6 -97,9 6,51 80,25 
5 -17,3 80,4 -99,3 6,53 81,25 
7 -15,8 78,8 -98,1 6,53 81,00 
9 -10,8 73,8 -93,1 6,56 84,25 

Таблица 2. Результаты синтеза для критерия a0→max 

P e, дБ a0, дБ Peak ISI, дБ PAPR, дБ v 
3 -0,21 79,8 -82,2 6,51 80,50 
5 -0,01 88,7 -82,0 6,64 91,00 
7 -0,09 88,0 -82,1 6,68 92,50 
9 -0,00 84,0 -82,0 6,66 89,75 

Таблица 3. Результаты синтеза для критерия Peak ISI→min  

P e, дБ a0, дБ Peak ISI, дБ PAPR, дБ v 
3 -14,6 77,6 -98,4 6,51 80,25 
5 -1,7 64,7 -108 6,26 65,25 
7 -4,3 67,3 -113 6,40 73,00 
9 -0,1 63,2 -104 6,60 85,50 

Таблица 4. Результаты синтеза для критерия PAPR→min 

P e, дБ a0, дБ Peak ISI, дБ PAPR, дБ v 
3 -0,5 73,2 -82,5 6,46 76,50 
5 -0,27 63,3 -106 6,17 63,00 
7 -0,01 63,2 -93,3 6,20 62,00 
9 -0,14 63,1 -100 6,28 68,00 

 

 
а) 

 
б) 

 
в) 
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г) 

Рис. 2. Два семейства кривых компромисса a0↔Peak ISI и e↔PAPR для P = 3 (a), P = 5 (б), P = 7 (в) и P = 9 (г)   

 
 а)  б) 

Рис. 3. Отображение данных из табл. 1-4 в плоскостях a0, Peak ISI (а) и e, PAPR (б) для четырех критериев синтеза  

Лучшие решения в каждой таблице выделены жир-
ным шрифтом. Как видим, для трех критериев они 
найдены при P = 5, а для одного при P = 7. Разброс по-
лученных параметров e, a0, Peak ISI и PAPR при разных 
P в пределах выбранного критерия составляет 6,5; 8,9; 
14,6 и 0,29 дБ, а в пределах всех критериев – 17,3; 25,6; 
31 и 0,51 дБ. Эти и другое факты удобно наблюдать с 
оценочной точностью на рис. 3 а, б, где в двух плоско-
стях a0, Peak ISI и e, PAPR отображены данные из 
табл.1- 4.  

Представленные результаты подтверждают целесо-
образность предложенного контроля переходной поло-
сы в процессе синтеза формирующих КИХ-фильтров. 

Иллюстрация метода ВЧА-P  
для квантованных коэффициентов 

Требования к формирующему КИХ-фильтру сохра-
ним прежними. Положим только, что нормированные 
относительно единицы коэффициенты квантуются в 
процессе синтеза с длиной слова M = 16. Ограничимся 
критерием e→min.  

На рис. 4 а-г показаны семейства зависимостей e от 
r, зависимости emin от v, а также два семейства кривых 
компромисса a0↔Peak ISI и e↔PAPR. Все графики по-
лучены при P = 5 для M = ∞ слева и M = 16 справа. При 
этом здесь шаг изменения r соответствует 390 точкам, а 

вспомогательный параметр варьируется в диапазоне 
62 ≤ v ≤ 93 с шагом 0,25.  

Как видим, при M = 16 имеет место одно допустимое 
решение с min 0,026 дБ,e e    отмеченное знаком *, 
которое сильно отличается от наилучшего решения при 
M = ∞. Интересно, что значения переменных r на 
рис. 4 а и v на рис. 4 б для этих решений также сильно 
отличаются. Из рис. 4 в следует, что квантование коэф-
фициентов в гораздо большей степени влияет на Peak 
ISI, а не на a0. При этом существенно искажается форма 
кривых. Семейства в левой и правой части рис. 4 г очень 
схожи. Основной эффект квантования здесь выражен 
смещением кривых из области допуска при некотором 
искажении их формы. 

Полученные результаты синтеза можно попытаться 
улучшить, введя вариацию упомянутого ранее парамет-
ра А влияющего на усиление фильтра. При этом коэф-
фициенты КИХ-фильтра перед их квантованием умно-
жаются на текущее значение А. Диапазон и шаг измене-
ния A, как и переменных r и v устанавливается интерак-
тивно. Задача усложняется и для ее решения требуются 
дополнительные временные затраты. Ограничимся ма-
лыми значениями вспомогательного параметра v. Так, 
руководствуясь зависимостями в правых частях рис. 1 а-г 
зададим диапазоны изменения v: 77-78, 62-63, 64-65 и 
65-66, соответственно для P = 3, 5, 7 и 9. Шаг изменения  



 

 
 
18 

 
а) 

 
б) 

 
в) 

 
г) 

Рис. 4. Семейства зависимостей e от r (a), зависимости emin от v (б) и два семейства кривых компромисса a0↔Peak ISI (в)  
и e↔PAPR (г). Все графики получены при P = 5 для M = ∞ слева и M = 16 справа  
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 а)  б) 

Рис. 5. Трехмерные семейства зависимостей ошибки e от переменных r, A  
для формирующего КИХ-фильтра при M = ∞ (а) и M = 21 (б) 

 
Рис. 6. Ракурс трехмерного семейства зависимостей ошибки e от переменных r, А (сверху слева) при M = ∞  

и три ракурса этого семейства при M = 16 

v примем равным 0,25. Графическую иллюстрацию син-
теза выполним только для P = 5. Кроме того, для всех P 
представим числовые данные.    

На рис. 5 а и б показаны трехмерные семейства за-
висимостей ошибки e от переменных r, А для P = 5 при 
M = ∞ и M = 21. Там же показана плоскость допуска 
e = 0 дБ. Для простоты восприятия семейства пред-
ставлены всего лишь двумя поверхностями, соответ-
ствующими значениям v = 62 и 63. Как видим, при M = ∞ 
изменение A не влияет на поведение поверхностей, а 
при M = 21 – влияет.  

На рис. 6 сверху слева показан ракурс трехмерного 
семейства зависимостей ошибки e от переменных r и A 
для P = 5 и M = ∞. Семейство обусловлено изменением 
вспомогательного параметра v от 62 до 63 с шагом 0,25. 
Кроме того, на рис. 6 изображены три ракурса этого 
слившегося семейства при M = 16. Там же показана 
плоскость допуска е = 0 дБ. Заметим, что диапазон ва-
риации А в сравнении с упомянутым ранее максималь-
ным диапазоном очень сильно сужен. Имеются два до-
пустимых решения с параметром е меньше ранее полу-
ченного значения -0,026 дБ. Лучшему из них с mine e    
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 а)  б) 

Рис. 7. Нормированные АЧХ (а) и ИХ (б) квантованного формирующего КИХ-фильтра при M =  16 

0,94 дБ,     отмеченному знаком *, соответствуют 
нормированные АЧХ и ИХ квантованного формирующе-
го  КИХ-фильтра, представленные на рис. 7 а, б. Знаком 
+ на рис. 7 а отмечены пять точек контроля в переход-
ной полосе. Нормированная ИХ каскадного соединения 
пары таких фильтров показана на рис. 8.  

 
Рис. 8. Нормированная ИХ каскадного соединения  

пары квантованных формирующих КИХ-фильтров при M = 16 
Значение e и сопутствующие параметры найденных 

решений для P = 3, 5, 7 и 9 при M = 16 представлены в 
табл. 5. Здесь также указаны значения v. Лучшее реше-
ние, согласно выбранному критерию, достигнуто при 
P = 5 и выделено жирным шрифтом. Для P = 3 получено 
существенно большее значением a0, но ему соответ-
ствует несколько увеличенный уровень PAPR. Все ре-
шения по параметру Peak ISI близки. Наименьшеe зна-
чение PAPR найдено при P = 5. 

Таблица 5. Результаты синтеза для критерия e→min при M = 16 

P e, дБ a0, дБ Peak ISI, дБ PAPR, дБ v 
3 -0,29 74,4 -82,3 6,49 77,75 
5 -0,94 64,9 -82,9 6,18 62,75 
7 -0,18 63,8 -82,2 6,23 64,50 
9 -0,48 64,4 -82,5 6,28 66 

Синтез формирующих КИХ-фильтров для M < 16 и 
P = 3, 5, 7 и 9 не имел успеха. Можно предположить, что 
для рассмотренных формирующих КИХ-фильтров ми-
нимально возможная или близкая к таковой длина сло-
ва коэффициентов M = 16.  
Заключение 

Исследован метод синтеза формирующих линейно-фазовых 
КИХ-фильтров для систем цифровой связи. Фильтры передатчи-
ка и приемника системы идентичны. Метод основан на взвешен-
ной чебышевской аппроксимации с применением алгоритма 

Ремеза при дополнительном контроле уровней АЧХ на заданном 
числе частотных точек в переходной полосе и итеративном под-
боре веса для уровня в полосе задерживания. Предложен способ 
вычисления уровней АЧХ на всех этих частотах лишь по одному 
вспомогательному параметру, который определяется итеративно 
в процессе синтеза. Таким образом, при фиксированном числе 
точек оптимальному решению, согласно выбранному критерию, 
соответствуют определенные значения двух варьируемых пере-
менных, а именно упомянутый вес и вспомогательный параметр. 
Для фильтров с квантованными коэффициентами оптимальное 
решение может быть улучшено введением в процесс синтеза 
еще одной варьируемой переменной влияющей на усиление 
фильтра. Рассмотрены критерии синтеза связанные с получени-
ем желаемых значений ослабления АЧХ в полосе задерживания, 
пиковой межсимвольной интерференции и отношения пиковой 
мощности к средней для сигнала на выходе фильтра.  

На примере показано, что надлежащим выбором числа то-
чек контроля (3, 5, 7 или 9) и их местоположения в переходной 
полосе можно существенно увеличить ослабление и/или 
уменьшить межсимвольную интерференцию в сравнении с ран-
нее опубликованными значениями. Такой выбор позволяет 
несколько уменьшить и отношение пиковой мощности к сред-
ней. Обсуждаемый метод синтеза формирующих КИХ-
фильтров, в том числе с квантованными коэффициентами, ши-
роко проиллюстрирован двумерной и трехмерной графикой, а 
также полученными данными.  
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Рассмотрены градиентные и ньютоновские алгоритмы 
адаптации цифровых полиномиальных фильтров (фильтров 
Вольтерра) во временной области. Приведены оценки границ 
изменения параметров адаптации, гарантирующие сходимость 
алгоритмов. Данные оценки выражаются через собственные 
числа корреляционной матрицы высших моментов входного сиг-
нала. Предложены способы ускорения сходимости алгоритмов 
адаптивной нелинейной фильтрации. 

УДК 681.513.6+681.5.015.52 

АЛГОРИТМЫ АДАПТИВНОЙ ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ 
ВО ВРЕМЕННОЙ ОБЛАСТИ 

Щербаков М.А., д.т.н., профессор, заведующий кафедрой «Автоматика и телемеханика» Пензенского 
государственного университета, e-mail: mashcherbakov@yandex.ru 

ADAPTIVE POLYNOMIAL FILTERING ALGORITHMS IN THE TIME DOMAIN 

Shcherbakov M.A. 
Gradient and Newtonian algorithms for adaptive digital polynomial filters (Volterra filters) in the time domain are considered. Esti-
mates of the limits for changing adaptation parameters are given, guaranteeing the convergence of the algorithms. These estimates 
are expressed through the eigenvalues of the correlation matrix of the higher moments of the input signal. Methods for speeding up 
the convergence of adaptive nonlinear filtering algorithms are proposed. 

Key words: adaptive nonlinear filtering, polynomial filters, discrete Volterra series. 

 
Ключевые слова: адаптивная нелинейная филь-

трация, полиномиальные фильтры, дискретные ряды 
Вольтерра. 

Введение  

Последние достижения в области цифровой об-
работки сигналов связаны с разработкой методов 
адаптивной нелинейной фильтрации [1-4], которые 
нашли применения в различных областях, таких как 
идентификация и управление в нелинейных системах 
[5], нелинейная адаптивная эхо-компенсация [6, 7], не-
линейное оценивание [8], фильтрация сигналов и изоб-
ражений [9]. Среди множества классов нелинейных 
фильтров широкое распространение получили цифро-
вые полиномиальные фильтры [9-11]. Данный класс 
нелинейных фильтров, называемых также фильтрами 
Вольтерра, представляет собой естественное обобще-
ние линейных фильтров [13]. Ввиду того, что полиноми-
альные фильтры сохраняют свойство линейности отно-
сительно своих коэффициентов, принципы построения 
алгоритмов адаптации данных фильтров во многом 
схожи с линейным случаем. В то же время имеется ряд 
особенностей, связанных с выбором параметров адап-
тации, касающихся различных нелинейных составляю-
щих фильтра. 

В настоящее время существует множество различных 
алгоритмов адаптивной обработки сигналов. Известны 
различные модификации метода наименьших квадратов, 
отличающиеся способом формирования целевой функ-
ции и направлением поиска [1-3, 12]. Дня всех адаптив-
ных алгоритмов характерно присутствие помех, искажа-
ющих истинное направление поиска. Данные помехи 
обусловлены погрешностями статистических оценок и 
приводят к тому, что алгоритм адаптации сходится лишь 
в некоторую окрестность оптимальной точки. В связи с 
этим при исследовании алгоритмов адаптации можно 
говорить лишь о сходимости в некотором статистическом 
смысле (с вероятностью, в среднем). 

Поэтому, одним из основных вопросов при разработ-
ке адаптивных алгоритмов фильтрации является выбор 
параметров алгоритма, обеспечивающих сходимость и 
достаточную скорость процесса адаптации. 

Векторное представление  
полиномиальных фильтров 

Цифровой полиномиальный фильтр М-го порядка оп-
ределяется отрезком дискретного ряда Вольтерра [13, 14] 

1
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где ( )my n  – составляющая реакции фильтра, характери-

зующая нелинейность m-го порядка; 1( , , )m mh i i  – не-

линейная импульсная характеристика (ядро) т-го по-
рядка. 

Многомерный полиномиальный фильтр (1) может 
быть охарактеризован 1ML   вектором коэффициентов  
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где отдельные блоки T
mh соответствуют нелинейным 

членам различных порядков и содержат упорядоченные 
значения 1( , , ),m mh i i  соответствующие лишь уникаль-

ным комбинациям индексов 1, , .mi i  Можно показать, 
что размерность вектора h равна числу сочетаний по m с 
повторениями из N элементов составит 
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где m
nС  – число сочетаний из п по т. 

Пусть вектор отсчетов входного сигнала 
[ ( ) ( 1)].T

n x n x n N  x   В соответствии с (4) сформи-
руем вектор произведений отсчетов входного сигнала 
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образованной из кронекеровских произведений ( )m
nx  от-

счетов входного сигнала. Данный вектор составлен из 
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упорядоченных произведений 1( ) ( ),mx n i x n i    со-
ответствующих лишь уникальным комбинациям 

1( , , )mi i  индексов. 

Использование введенных векторных обозначений 
позволяет представить многомерный полиномиальный 
фильтр (1) в следующей простой векторной форме: 

( ) ,T
ny n  h χ      (6) 

линейной относительно вектора h, содержащего ML  
коэффициентов. 

Задача оптимальной полиномиальной фильтрации 

Вектор opth  оптимальных коэффициентов полино-
миального фильтра определяется путем минимизации 
среднеквадратической ошибки между выходным y(n) и 
заданным (опорным) ( )d n сигналами на выходе филь-
тра 

2M{ ( ) ( )}d n y n       (7) 
и сводится к решению матричного уравнения Винера-
Хопфа [15] 

,dχ χR h r     (8) 

где M{ }T
n nχR χ χ  – автокорреляционная матрица, а 

M{ ( ) }d nd nχr χ  – вектор взаимных корреляций. 

Ввиду линейности полиномиального фильтра отно-
сительно весовых коэффициентов решение (8) выгля-
дит так же, как и в линейном случае. Отличием является 
то, что матрицы χR  и dχr  определяются через корре-
ляции высших порядков. С учетом структуры (5) входно-
го вектора ,nχ  данные матрицы могут быть представ-
лены в блочном виде следующим образом: 
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где блоки ( ) ( )
, M{ }i j T

i j n nR x x  и ( )M{ ( ) }i
i nd nr x  являют-

ся, соответственно, матрицей автокорреляций и векто-
ром взаимных корреляций. Заметим, что в линейном 
случае данные матрицы состоят лишь из блоков 0,0 ,R  

0,1,R  1,0 ,R  1,1R  и 0 ,r  1.r  

На практике для вычисления среднеквадратической 
ошибки (7) используются реализации конечной дли-
тельности. Определим векторы d и у размером 1,L  
содержащие, соответственно, L отсчетов заданного и 
выходного сигналов фильтра. Тогда, вектор у реакции 
фильтра может быть представлен в матричной форме 

,y Xh    (10) 
где h – вектор (3) коэффициентов фильтра, а X – мат-
рица входного сигнала фильтра, определяемая соглас-

но (5) в следующем виде: 
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При конечном объеме выборки вместо (7) можно ис-
пользовать квадрат евклидовой нормы вектора ошибок 

2 ( ) ( )T T   ε ε ε d y d y . 

Как известно [15], минимум данной нормы определя-
ется решением системы нормальных уравнений вида 

T TX Xh X d    (12) 
и достигается в точке 

,opt
h X d    (13) 

где X  является обобщенной обратной (псевдообрат-
ной) матрицей для X. 

Если столбцы матрицы X линейно независимы, что 
бывает далеко не всегда, то псевдообратная матрица 
определяется выражением 

1( )T T X X X X . 

В частности, для квадратной матрицы 1. X X  При 

неполном ранге для определения X  можно воспользо-
ваться сингулярным представлением матрицы 

. X U V  Здесь U и V являются унитарными матрица-
ми со столбцами, равными собственным векторам, соот-
ветственно, матриц TXX  и ,TX X  а Λ  – диагональной 
матрицей вида 

0
0 0
 

  
 

D
Λ , 

где 1diag( , ..., ),k D  а i  – отличные от нуля сингу-

лярные числа X. Псевдо-обратная матрица ,X  соот-

ветствующая матрице X ранга k, равна 
1 . X VD U  

В соответствии с (10) и (11) выходной вектор у фор-
мируется путем взвешенного суммирования компонент 

, 0, , ,i i My   обусловленных отдельными столбцами 
матрицы X. Первый столбец определяет постоянную 
составляющую у0; столбец из блоков ix  – линейную со-

ставляющую у1; (2)
ix  – нелинейную составляющую у2 

второго порядка, и т.д. до М-го порядка включительно.  
Непосредственное вычисление (13) требует наличия 

полных реализаций входного и выходного сигналов 
фильтра и из-за большой размерности сопряжено с 
большим объемом вычислительных затрат. При обра-
ботке реальных сигналов на практике требуется посто-
янно корректировать параметры фильтра, адаптируя его 
поведение в зависимости от внешней среды, что и обу-
славливает использование алгоритмов адаптивной 
фильтрации. 

Градиентные алгоритмы адаптации 

Градиентный адаптивный алгоритм для класса поли-
номиальных фильтров определяется дифференцирова-
нием среднеквадратической ошибки 2M{ ( ) ( )}d n y n    

между опорным ( )d n  и реальным ( )y n  сигналами на 
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выходе фильтра по вектору h коэффициентов и выгля-
дит следующим образом: 

       1 1ˆn n n n
n n      h h h χ ,    (14) 

где   – параметр адаптации (шаг);  n  – величина 

ошибки рассогласования, равная ( ) ( );d n y n  ˆ
n  – 

оценка вектора градиента / ; h  h – вектор коэффи-
циентов фильтра вида (3). 

В силу линейности полиномиальных фильтров отно-
сительно коэффициентов внешний вид алгоритма (14) 
такой же, как и в случае линейной фильтрации. Отличие 
состоит в том, что здесь вместо вектора nx отсчетов 

входного сигнала фигурирует вектор ,nχ  определяе-

мый (5) и включающий в себя наряду с nx  также векто-

ры ( ) , 2, ,m
n m Mx   произведений входных отсчетов, 

соответствующие различным нелинейным составляю-
щим полиномиального фильтра. 

С целью сокращения дальнейших записей будем ис-
пользовать следующие обозначения: ,0 ,1,n n m χ χ  

( ) ,m
n x  0 0 , 1, , .h m M h   Тогда алгоритм (7) может 

быть представлен в блочном виде 
 

 

 

 

 

 

 

1
0 0 ,0

1
,11 1

1
,

n n
n

n n
nn

n n
n MM M









     
                              

h h χ
χh h

χh h

 
.    (15) 

Единственным параметром, с помощью которого 
можно влиять на поведение алгоритма (15), является 
величина   шага. При малых значениях   скорость 
адаптации будет невысока, но сходимость алгоритма га-
рантируется в достаточно малую окрестность оптималь-
ной точки. Возрастание   приводит к более быстрой 
адаптации, но с большей предельной ошибкой. Чрезмер-
ное увеличение   может нарушить устойчивость процес-
са адаптации, и алгоритм будет расходиться. 

Как известно [2], в линейном случае сходимость ал-
горитма вида (14) гарантируется, если параметр   ле-

жит в диапазоне max0 2 / ,    где max  – наибольшее 

собственное значение корреляционной матрицы xR  
входного процесса. Очевидно, что данная оценка будет 
также справедлива и в нелинейном случае с той лишь 
разницей, что матрица xR  заменяется матрицей χR  
моментов высших порядков вида (9). 

Данная матрица включает в себя матрицу ,xR  объ-

единяющую блоки 0,0 0,1 1,0 1,1, , , .R R R R  Так как значение 

max  не может превышать след матрицы, равный сумме 

ее диагональных элементов [16], a tr( ) tr( ),x  χR R  в 

нелинейном случае параметр   может выбираться в 
меньшем диапазоне, чем в линейном. Это снижает по-
тенциальную скорость сходимости алгоритма (15), что 
ограничивает его непосредственное использование для 
адаптации полиномиальных фильтров. 

Скорость сходимости может быть увеличена путем 

представления полиномиального фильтра в виде компо-
нент с некоррелированными выходами. В этом случае 
адаптация каждой из них может выполняться независи-
мо, что позволяет снизить размерность исходной задачи 
и использовать различные параметры   для адаптации 
отдельных составляющих фильтра. Полную декорреля-
цию всех компонент фильтра, обусловленных нелиней-
ностями различных порядков, возможно осуществить с 
помощью довольно трудоемкой операции ортогонализа-
ции [17]. Для входных процессов с симметричной плот-
ностью распределения вероятности, в основном встре-
чающихся на практике, можно предложить более про-
стой способ. 

Так как для таких процессов все моменты нечетного 
порядка равны нулю, в матрице (9) все блоки , 0,i j R  

для 2 1.i j k    Это дает возможность представить 

систему нормальных уравнений (8), определяющих оп-
тимальный вектор коэффициентов, в виде двух незави-
симых подсистем относительно четных и нечетных мо-
ментов: 

,d  χ χR h r  d  χ χR h r .    (16) 

Здесь , ,
T

n n  χR χ χ  и , , ,T
n n  χR χ χ  а входные век-

торы , ,nχ  ,nχ  и векторы ,h  h  коэффициентов 
определяются в виде 

, ,2 ,

, ,1 ,3 ,

1 ,

,

T T T
n n n M

T T T T
n n n n M








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


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,

,
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T T T T
M

h








   
   

h h h

h h h h




 

где  2 2 ,M M    2 2 1,M M    а  2M
 
означает 

ближайшее целое, не превосходящее 2.M  

В соответствии с (16), алгоритм (15) адаптации те-
перь будет выглядеть следующим образом: 

 

 

 

 
 

1
,

1
,

0
0

n n
nn

n n
n

  

 










      
       
           

h h χ
χh h

  (17) 

и фактически представляет собой два независимых ал-
горитма для четных и нечетных составляющих фильтра 
с параметрами   и .  

Если обозначить через ,max  и ,max  максимальные 

собственные значения, соответственно, матриц 


R  и 

,


R  то сходимость алгоритма (17) будет гарантирова-

на при условиях ,max0 2     и ,max0 2 ,     

которые с использованием оценки max ,  через след мат-
рицы могут быть также записаны в виде 
0 2 / tr( ), 0 2tr( )

      χ χR R .  (18) 

Так как параметры   и   адаптации в данном 
случае могут выбираться в более широком диапазоне, 
чем ,  следует ожидать, что по сравнению с исходным 
алгоритмом скорость сходимости алгоритма (17) будет 
выше. 
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Рассмотрим в качестве примера адаптивный нели-
нейный фильтр третьего порядка для входного сигнала 

( )x n  в виде гауссовского процесса с нулевым средним 

и дисперсией 2 .x  Для такого процесса все моменты 
нечетного порядка равны нулю, а моменты четного по-
рядка определяются соотношением [18] 

1 2 2M{ ( ) ( ) ( )} M{ ( ) ( )},k i jx n x n x n x n x n     (19) 
где суммирование производится по всем разбиениям 
совокупности (1, 2, , 2 )k  на пары, а произведение – по 
всем парам в каждом разбиении. При этом количество 
таких разбиений равно (2 )! !2 .kk k  

Если импульсные характеристики 1( , , )m mh n n  

фильтра имеют длительности , 1,2,3,mN m   то, со-

гласно (3), размеры соответствующих блоков mh  векто-

ра коэффициентов будут равны 1.m

m
N mC    Возьмем для 

наглядности 1 2 3 3,N N N    тогда входные векторы 

,nχ  и ,nχ  приобретают вид 
2 2 2

, 1 2 3 1 2 1 3 2 31 ,n x x x x x x x x x    χ  

,

2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 1 2 3 3 1 3 2 1 2 3 ,

n

x x x x x x x x x x x x x x x x x x
 

   

χ
 

где с целью сокращения записи для обозначения 
( )x n i  используется .ix  

С учетом (19) матрицы моментов, соответствующие 
векторам ,nχ  и , ,nχ  будут выглядеть следующим об-
разом: 
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,  (20) 
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

 
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 
 
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χ

D D G 0

D D G 0
R

G G D 0

0 0 0

,  (21) 

где ( )L aD  обозначает диагональную матрицу размером 

L L  с элементами, равными a  на диагонали; L K0  
матрицу ,L K  целиком состоящую из нулей, а матри-
ца ( )L K aG  размером L K  имеет вид 

0 0 0 0
0 0 0 0

( )

0 0 0 0

L K

a a
a a

a

a a



 
 
 
 
 
 

G
     

 

и состоит из строк, содержащих сдвинутые пары эле-
ментов, равные a . 

Зная дисперсию 2
x  входного сигнала (мощность), 

на основании полученных выражений (20) и (21) можно 

рассчитать максимальные собственные числа ,max  и 

,max ,  определяющие границы изменения параметров 

  и   адаптации. Для определения приближенных 
границ воспользуемся оценками (18). В результате по-
лучим 

4 2 6

2 20 , 0 ,
1 12 3 64x x x

  
  

   
 

 

Заметим, что структура матриц (20) и (21) сохраняет-
ся при произвольных значениях , 1,2,3,mN m   а изме-
нения будут касаться только размеров блоков. Это дает 
возможность без труда получить следующие оценки 
диапазона изменения параметров адаптации для обще-
го случая 

2

3

2 4
2

2 2 6
1 3

20 ,
1 (3 )

20 .
(1 15 2 )

N x

x N x

N C

N N C


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Рассмотренные алгоритмы адаптации вида (15) и 
(17) предусматривают одновременную коррекцию векто-
ров , 0,1, , ,m m Mh   коэффициентов различных по-
рядков и реализуются фильтром с параллельной струк-
турой, показанной на рис. 1 а. Выбор параметра   для 

алгоритма (15) определяется матрицей χR  большой 

размерности, равной .M M
N M N MC C   Раздельная адапта-

ция четных и нечетных составляющих фильтра, соглас-
но алгоритму (17), основанная на разбиении матрицы 

χR  на две 
χR  и ,

χR  позволяет увеличить скорость 

сходимости за счет использования различных парамет-
ров   и   адаптации для каждой из них. Однако из-за 

того, что матрицы 
χR  и 

χR  содержат моменты раз-

личных порядков, диапазон изменения min max   соб-
ственных чисел может все же оставаться большим. Это, 
как известно [1, 2], приводит к неравномерной сходимо-
сти различных компонент (мод) вектора ошибки. 

Для выравнивания скорости сходимости целесооб-
разно использовать отдельные параметры ,m m   

0,1, , ,M   для каждой составляющей фильтра. Это 
становится возможным, если вместо параллельной кор-
рекции векторов mh  коэффициентов фильтра использо-
вать последовательную в направлении увеличения по-
рядка т нелинейности его составляющих. 

Теоретической основой такого процесса может стать 
метод построения оптимального полиномиального 
фильтра с помощью последовательных приближений 
[15]. В соответствии с данным методом вектор mh  ко-
эффициентов, определяемый на т-м этапе процедуры, 
представляет собой решение системы нормальных 
уравнений: 

, 1 ,{ ( ) },m m m m n me nR h M χ    (22) 

где частичная ошибка 1( )me n  формируется на основе 
полученных на предыдущих этапах векторов 

, 0,1, , 1,i i m h   и равна 
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 а) параллельная  б) последовательная 

Рис. 1  Структуры адаптивных полиномиальных фильтров  
1

1 1 ,
0

( ) ( ) ( ) ( )
m

T
m m i n i

i
e n d n y n d n



 


   h χ .     (23) 

Подставляя (23) в выражение (22), данную процеду-
ру можно также представить как последовательность 
решений матричных уравнений вида 

,0 0 ,1 1 , 1 1 , ,

0, 1, , ,
m m m m m m m m m

m M
     



R h R h R h R h r


  (24) 

относительно mh  при заданных , 0,1, , 1.i i m h   

Применение градиентного метода для решения 
уравнений (22) приводит к следующему адаптивному 
алгоритму: 

   
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 

1
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 

  

χ h

h h χ

χ h 

 (25) 

Согласно (25), адаптация векторов mh  происходит 
последовательно по отдельным алгоритмам с различ-
ными параметрами m  адаптации для каждого из них. 

Формирование очередного вектора  n
mh  на п-й итерации 

осуществляется на основе ошибки   ,n
m  для вычисле-

ния которой используется вектор  1 ,n
m
h  полученный  

на ( 1)n  -й  итерации,  и  реакция 1( )my n  фильтра  
(m – 1)-го порядка, зависящая от значений векторов 

  , 0,1, , 1n
i i m h   на n-й итерации. Структура нели-

нейного фильтра с последовательной адаптацией пока-
зана на рис. 1 б. 

Для определения условий, гарантирующих сходи-
мость алгоритма адаптации, запишем разностное урав-
нение относительно средних значений вектора коэффи-
циентов. Вычисляя математическое ожидание от обеих 
частей уравнения коррекции вектора, получим 

[ 1] [ 1] [ ] [ 1]
,{ } { } { } { }n n n n

m m m m n m m      M h M h M χ M h  

[ 1]
1 , , ,[ { ( ) } { }].T n

m m m n m n m n m my n 
  r M χ M χ χ h  

Последовательно раскрывая 1( )my n  с помощью по-
следнего выражения из (25) и предполагая, что векторы 
коэффициентов статистически независимы от входных 
векторов преобразуем данное уравнение к виду 

     
   

1

1
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, ,
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.
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 
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M h M h

r R h R h
   (26) 

Обозначим через , 0, 1, ,m m Mh   векторы коэф-
фициентов, являющиеся решением системы уравнений 
(24), и введем в рассмотрение величины 
    M ,n n
m m m e h h  характеризующие отклонение сред-

них значений коэффициентов от данного решения. По-
сле подстановки в (26) значение mr  из (24) будем иметь 

       
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Полученная система разностных уравнений может 
быть представлена в более компактной форме 

     1 ,n n
m m

 Ae I μB e  (27) 

где   [ ] [ ] [ ]
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m M   e e e e  а блочно-

диагональные матрицы ,μ B  и нижняя блочно-
треугольная матрица А имеют следующий вид: 
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где размеры mL  блоков равны 1, 1, , .
m

m
N mC m M     

Матрица B  допускает спектральное представление 
в виде 1,B UΛU  где U – унитарная матрица, столб-
цами которой являются собственные векторы В, а Λ  – 
диагональная матрица собственных значений В. В силу 
блочно-диагональной структуры В матрица Λ  опреде-
ляется через матрицы ,mΛ  состоящие из собственных 

чисел отдельных блоков, и равна 1diag(1, , , ).MΛ Λ  
Воспользуемся теперь приемом из [2], записав (27) в 

новой системе координат. Используя подстановку 
   n ne Uv  и учитывая коммутативность матриц μ  и U, 

получим 
     1n n Dv I μΛ v ,     (28) 

где 1 .D U ΛU  Обозначим 0 01 ,    ,m m m γ I Λ  

1, , ,m M   тогда матрица ( )I μΛ  будет равна 

0 1diag( , , , ).M γ γ  Если параметры m  адаптации вы-
брать из условий 

0 ,max0 1, 0 2 ,m m        (29) 

где ,maxm  – максимальное собственное число блока 

, ,m mR  то будет справедливо 

0lim 0,n

n



  lim ,n

mn
γ 0  1, , .m M      (30) 

При отсутствии корреляции между различными 
входными векторами ,n iχ  матрицы ,i j R 0  для .i j  В 

этом случае D = I и из (30) с очевидностью следует, что 
   0lim lim .n n
m m mn n 
 v v γ 0  

Покажем теперь, что при условиях (29) сходимость 
алгоритма будет обеспечиваться также и в общем слу-
чае. Прежде всего заметим, что матрицы U и U–1 явля-
ются блочно-диагональными так же, как и матрица В. 
Непосредственной проверкой можно убедиться, что 
преобразование U–1AU не изменяет структуру матрицы 
А, оставляя ее блочно-треугольной. В результате мат-
рица D будет отличаться от А только своими блоками, 
которые обозначим , .i jD  

Сходимость  n
m v 0  доказывается по индукции. 

Для 0m   имеем      1 0
0 0 0 0 0 .n n n   v v v 0  Используя 

разностное уравнение (28), выразим  
1
nv  через  0

0v  и 
 0
1v  следующим образом: 

     0 0
1 1 1 1,0 1 0 0

1
.

n
n n n i i

i
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

    
 
v γ v D γ v     (31) 

Так как все члены в (31) имеют порядок 

0 1( ), ,i jO i j n  γ  имеем   .n
m v 0  Аналогичным обра-

зом можно показать, что 

     
1

0
,

0 1

m n
n jn n j

m m m m i m i
i j




 

  v γ v D γ v .  (32) 

Учитывая, что   0 1
0 1( ),ij k kk

i iO   v γ γ   0 ik k    

j  для ,i m  на основании (32) будем иметь   .n
m v 0  

На практике для выбора параметров m  адаптации 
вместо (29) можно воспользоваться оценками 

,0 2 tr( ).m m m  R  В частности, для нелинейного 
фильтра третьего порядка с некоррелированным гауссо-
вым процессом на входе, имеющим дисперсию 2 ,x  
параметры адаптации будут определяться следующим 
образом: 
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Хотя последовательный алгоритм адаптации обла-
дает более высокой скоростью сходимости, чем парал-
лельный, в общем случае нельзя гарантировать, что он 
сходится к оптимальной точке. Другими словами, 

 
optM{ } ,n  h h h  т.к. системы нормальных уравнений 

(8) и (24), определяющие, соответственно, векторы opth  

и ,h  отличны друг от друга. 
Для достижения необходимой точности без суще-

ственной потери скорости адаптации можно совместить 
последовательный алгоритм с параллельным, используя 
последний для уточнения текущего вектора коэффици-
ентов. Другим возможным решением является добавле-
ние к последовательной схеме на рис. 1 б дополнитель-
ной обратной связи (показана пунктиром), периодиче-
ское замыкание которой будет приводить к снижению 
систематической ошибки адаптации. 

Рекурсивный алгоритм адаптации  
с экспоненциальным взвешиванием 

В рассмотренных алгоритмах адаптации для оценки 
вектора градиента использовалось значение ошибки 
рассогласования лишь в одной (текущей) точке. Как 
следствие этого, вектор коэффициентов будет иметь 
значительную случайную составляющую. Другим недо-
статком градиентных алгоритмов является неравномер-
ная сходимость различных компонент вектора коэффи-
циентов. Согласно [2], такая неравномерность увеличи-
вается с ростом диапазона изменения собственных чи-
сел корреляционной матрицы. В частности, можно пока-
зать, что для последовательного алгоритма адаптации 
постоянные времени ,m  характеризующие сходимость 

различных компонент mh  вектора коэффициентов, бу-

дут определяться отношением ,max ,min2 ,m m   где ,maxm  
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и ,minm  максимальное и минимальное собственные 

числа матрицы , .m mR  

Улучшение отмеченных свойств процесса адапта-
ции возможно за счет использования алгоритмов нью-
тоновского типа с экспоненциальным взвешиванием, 
называемых также рекурсивными алгоритмами на-
именьших квадратов [2]. Хотя данные алгоритмы тре-
буют больших вычислительных затрат по сравнению с 
градиентными, они обладают более высокой и равно-
мерной скоростью сходимости, а также менее подвер-
жены влиянию шумов [1, 2]. 

Рассмотрим последовательный процесс адаптации 
полиномиальных фильтров, основанный на использо-
вании данного класса алгоритмов. Пусть на n-й итера-

ции уже получены компоненты      
0 1 1, , ,n n n

mh h h  вектора 

коэффициентов. Вычисление очередного вектора  n
mh  

осуществляется путем минимизации взвешенной суммы 
квадратов ошибок: 

2

0

min ( ),
n

n i
m

i
e i 


   (33) 

где постоянная   «забывания» определяет степень 
влияния предыдущих значений ошибки и выбирается в 
диапазоне 0 1,   a частичная ошибка ( )me i  опреде-
ляется выражением (23). 

Решение 1M   задач вида (33) для различных зна-
чений 0,1, ,m M   приводит к следующей системе 
нормальных уравнений: 

     
,

0

, 0,1, , ,
m

n n n
m i i m

i
m M



 R h r    (34) 

которая отличается от (24) тем, что вместо точных зна-
чений матриц ,m jR  и векторов mr  содержит их оценки 

вида 
     , , , ,

0 0

, .
n n

n nn i T n i
m j i m i j m i m

i i
d n  

 

  R χ χ r χ  

Данные оценки могут определяться рекурсивно с 
помощью выражений 

         1 1
, , , , ,, .n n n nT

m j m j n m n j m m n md n     R R χ χ r r χ  (35) 
Для построения алгоритма адаптации решим (34) 

относительно   ,n
mh  считая      

0 1 1, , ,n n n
mh h h  известными 
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 

h P r R h    (36) 

где  n
mP  представляет собой матрицу, обратную  

, .n
m mR  

С учетом (35) данное выражение можно представить в 
виде 
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    (37) 

где      
1

1 1
, ,

0

.
m

n n n
n m m m i i

i


 



 θ r R h  

Используя для вычисления  n
mP  рекурсивный метод 

обращения матриц [2], можно показать, что 

        
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Подставим выражение (38) для  n
mP  в (37) и выпол-

ним следующие преобразования: 
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Для упрощения полученного выражения предполо-
жим, что    1n n

i i
h h  для i = 0, 1, ..., т-1. Тогда на осно-

вании (36) имеем    1 1
, ,n n

m n m m
 P θ h  и алгоритм адапта-

ции можно представить в виде 
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По сравнению с (25) данный алгоритм предусматри-
вает рекурсивное вычисление матрицы   ,n

mP  на что до-

полнительно затрачивается приблизительно 2( )mO L  
операций умножения. В то же время, поскольку при вы-

числении вектора   ,n
ms  определяющего направление 

поиска, используется взвешенное суммирование пред-
шествующих отсчетов входного сигнала, процесс адап-
тации по алгоритму (39) имеет более гладкий характер и 
обеспечивает меньшие флуктуации при приближении к 
оптимальной точке. При этом величина шумовой со-
ставляющей коэффициентов фильтра зависит от памяти 
фильтра и определяется постоянной  . 

Можно показать, что система разностных уравнений 

относительно векторов ошибок      ,n n
m m m e M h h  ха-

рактеризующая свойства сходимости алгоритма (39) в 
среднем будет определяться выражением (27), если в 
матрицах ,μ  А, В произвести формальную подстановку 

 .n
m m  P  Тогда на основании (29) условия, гаранти-

рующие сходимость алгоритма, принимают вид 

,max0 2 ,m    где ,maxm  – максимальное собственное 

число произведения матриц  
, .n

m m mP R  Так как 
  1

, ,n
m m m

P R  можно считать, что ,max 1m   для всех т. 

Таким образом, в данном случае сходимость алгоритма 
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будет иметь равномерный характер относительно со-
ставляющих фильтра различного порядка т независимо 
от разброса собственных чисел корреляционных матриц 

, .m mR  

Заключение 

Рассмотрены алгоритмы адаптивной нелинейной 
фильтрации для класса полиномиальных фильтров 
(фильтров Вольтерра) во временной области. Свойство 
линейности полиномиальных фильтров относительно 
своих коэффициентов позволяет, с одной стороны, в 
значительной степени использовать принципы построе-
ния алгоритмов адаптации линейных фильтров, а с дру-
гой, имеет ряд особенностей, связанных с выбором па-
раметров адаптации для различных нелинейных со-
ставляющих фильтра. 

Показано, что для нелинейных фильтров диапазон 
выбора параметра адаптации градиентных алгоритмов 
сужается по сравнению с линейным случаем и опреде-
ляется корреляционными моментами высших порядков. 
Для ускорения скорости сходимости градиентных алго-
ритмов адаптации для процессов с симметричной плот-
ностью распределения вероятности вместо проведения 
трудоемкой операции ортогонализации предложен ал-
горитм, основанный на раздельной адаптации четных и 
нечетных нелинейных составляющих фильтра. Данный 
подход рассмотрен на примере нелинейного фильтра 
третьего порядка, для которого получены оценки допу-
стимых границ параметров адаптации. 

С целью выравнивания скорости сходимости от-
дельных нелинейных составляющих фильтра предло-
жен алгоритм последовательной адаптации, основан-
ный на выполнении итераций в направлении увеличе-
ния порядка нелинейности составляющих фильтра. До-
казана сходимость такого алгоритма и получены оценки 
для выбора его параметров. Показано, что наряду с 
увеличением скорости сходимости, последовательный 
алгоритм адаптации в то же время не гарантирует схо-
димость к оптимальной точке. Для достижения необхо-
димой точности без существенной потери скорости 
адаптации предложена комбинированная схема, осно-
ванная на совместном использовании последователь-
ного и параллельного алгоритмов адаптации, используя 
последний для уточнения текущего вектора коэффици-
ентов фильтра. Другим возможным решением является 
добавление к последовательной схеме дополнительной 
обратной связи, периодическое замыкание которой при-
водит к снижению систематической ошибки адаптации. 

Увеличение и выравнивание скорости сходимости 
процесса адаптации может быть достигнуто за счет ис-
пользования алгоритмов ньютоновского типа (рекурсив-
ных алгоритмов наименьших квадратов). Предложен 
рекурсивный алгоритм адаптации полиномиальных 

фильтров с экспоненциальным взвешиванием, обеспе-
чивающий, наряду с возрастанием скорости сходимости, 
сглаживание случайных флуктуаций при приближении к 
оптимальной точке, а также выравнивание скорости схо-
димости относительно нелинейных составляющих 
фильтра.  
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Рассмотрена оптимизация систем обнаружения сигналов движу-
щихся целей на фоне пассивных помех по вероятностному критерию. 
Объектом исследования являются системы обнаружения, осуществ-
ляющие когерентное режектирование помехи с последующим коге-
рентным или некогерентным накоплением остатков режектирования. 
Цель работы – оптимизация весовых коэффициентов нерекурсивных 
режекторных фильтров в зависимости от корреляционных свойств 
пассивной помехи по вероятностному критерию. Получены выражения 
для вероятностных характеристик систем обнаружения с когерент-
ным режектированием помехи и последующим когерентным или неко-
герентным накоплением остатков режектирования соответственно. 
Данные выражения устанавливают функциональную связь между 
усредненной по доплеровской фазе сигнала вероятностью правильного 
обнаружения и корреляционными параметрами пассивной помехи и 
характеристиками системы обнаружения. Приведены критерии опти-
мизации весового вектора режекторного фильтра. Данные критерии 
позволяют установить связь оптимального весового вектора с пара-
метрами помехи на основе методов нелинейного программирования. 
Приведена квазиньютоновская итерационная процедура поиска опти-
мального вектора. Для достижения унимодального экстремума введе-
ны ограничения на отсчеты частотной характеристики режекторно-
го фильтра. Рассмотрены числовые результаты оптимизации си-
стемы с когерентным режектированием и последующим некогерент-
ным равновесным накоплением по вероятностному критерию. Прове-
дено их сравнение с аналогичными результатами оптимизации ре-
жекторного фильтра по энергетическому критерию. Предложенный 
метод оптимизации систем обнаружения по вероятностному крите-
рию позволяет получить существенные выигрыши в эффективности 
обнаружения сигналов по сравнению с оптимизацией по энергетиче-
скому критерию и реализовать предельную эффективность для рас-
сматриваемого класса систем. 

УДК 621.391:621.396.96 

ОПТИМИЗАЦИЯ СИСТЕМ ОБНАРУЖЕНИЯ СИГНАЛОВ  
С НЕРЕКУРСИВНЫМИ РЕЖЕКТОРНЫМИ ФИЛЬТРАМИ 

Попов Д.И., д.т.н., профессор кафедры радиотехнических систем Рязанского государственного радиотехни-
ческого университета им. В.Ф. Уткина, e-mail: adop@mail.ru 

OPTIMIZATION OF SIGNAL DETECTION SYSTEMS  
WITH NON-RECURSIVE REJECTION FILTERS 

Popov D.I. 
The article considers the optimization of systems for detecting signals of moving targets against the background of passive interfer-
ence by a probabilistic criterion. The object of the study is detection systems that carry out coherent interference rejection with sub-
sequent coherent or incoherent accumulation of rejection residues. The aim of the work is to optimize the weight coefficients of non-
recursive rejection filters depending on the correlation properties of passive interference according to the probability criterion. Ex-
pressions are obtained for the probabilistic characteristics of detection systems with coherent interference rejection and subsequent 
coherent or non-coherent accumulation of rejection residues, respectively. These expressions establish a functional relationship be-
tween the probability of correct detection averaged over the Doppler phase of the signal and the correlation parameters of the pas-
sive interference and the characteristics of the detection system. The criteria for the optimization of the weight vector of the rejection 
filter are given. These criteria make it possible to establish the relationship of the optimal weight vector with the interference pa-
rameters based on nonlinear programming methods. A quasi-Newtonian iterative procedure for finding the optimal vector is given. In 
order to achieve a unimodal extremum, restrictions on the frequency response of the rejection filter are introduced. Numerical re-
sults of optimization of a system with coherent rejection and subsequent incoherent equilibrium accumulation according to a proba-
bilistic criterion are considered. Their comparison with similar results of optimization of the rejection filter according to the energy cri-
terion is carried out. The proposed method of optimization of detection systems by probabilistic criterion makes it possible to obtain 
significant gains in the efficiency of signal detection compared to optimization by energy criterion and to realize the marginal effi-
ciency for the class of systems under consideration. 

Key words: probabilistic criterion, doppler phase, optimization, passive interference, rejection filter, signals, detection 
system. 
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Введение 

При проектировании и эксплуатации систем 
обнаружения радиолокационных сигналов од-
ной из актуальных является проблема выделе-
ния сигналов движущихся целей на фоне пас-
сивных помех [1, 2]. Пассивные помехи в виде 
мешающих отражений от неподвижных или 
медленно перемещающихся объектов – мест-
ных предметов, гидрометеоров (облаков, до-
ждя, града, снега), металлизированных отража-
телей, сбрасываемых для маскировки цели, и 
др. – существенно нарушают нормальную ра-
боту радиолокационных систем. Интенсивность 
пассивных помех может значительно превы-
шать уровень собственных шумов приемника, 
что приводит к перегрузкам приемного тракта 
(«ослеплению» радиолокатора) и, как след-
ствие этого, к потере полезных сигналов. Одна-
ко даже при отсутствии перегрузок полезный 
сигнал может быть не обнаружен на фоне ин-
тенсивных мешающих отражений [3, 4]. 

Априорная неопределенность корреляцион-
ных характеристик пассивных помех существенно 
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затрудняет реализацию эффективного обнаружения  
движущихся целей. Преодоление априорной неопреде- 
ленности основывается на адаптации систем обнару- 
жения к параметрам пассивных помех. Адаптация си- 
стем обнаружения предполагает предварительную оп- 
тимизацию их узлов, в частности, режекторных филь-
тров (РФ), в зависимости от корреляционных свойств 
помехи, что приводит к алгоритмам адаптивного режек-
тирования помехи с комплексными весовыми коэффи-
циентами и соответствующим адаптивным режектор-
ным фильтрам (АРФ) [5]. Реализация данных АРФ в  
цифровом виде требует высокого быстродействия вы-
полнения арифметических операций. Избежать указан-
ных трудностей можно путем предварительной компен-
сации доплеровского сдвига фазы помехи. В работах [6, 
7] синтезированы алгоритмы оценивания и предложены 
принципы построения и структурные схемы автокомпен-
саторов доплеровской фазы пассивных помех с прямой и 
обратной связью. Особенности адаптации к корреляци-
онным свойствам помехи на выходе автокомпенсатора и 
последующего ее режектирования рассмотрены в работе 
[8]. Определенное упрощение процедуры адаптации до-
стигается в АРФ каскадного типа [9]. Другим вариантом 
упрощения процедуры адаптации является переход от 
комплексных весовых коэффициентов к действительным, 
что ограничивает область целесообразного применения 
соответствующих АРФ при ограниченной и сравнительно 
малой в зависимости от порядка фильтра и ожидаемых 
параметров помехи величине ее доплеровской скорости 
[10]. Компромиссное решение достигается в фильтрах с 
частичной адаптацией к доплеровской фазе помехи и 
оптимизацией характеристик режекторных фильтров в 
априорном диапазоне изменения спектрально-корреля-
ционных параметров помехи [11]. 

Режекторный фильтр является основным узлом си-
стемы обнаружения сигналов движущихся целей, и в 
случае произвольных корреляционных свойств помехи 
характеристики РФ должны быть оптимизированы с це-
лью повышения эффективности системы обнаружения в 
целом. Известный метод синтеза адаптивных РФ сво-
дится к выбору вектора весовых коэффициентов РФ по 
энергетическому критерию – максимуму усредненного 
по доплеровской фазе сигнала выигрыша в отношении 
сигнал/помеха [5]. Однако данный усредненный выиг-
рыш в общем случае не эквивалентен усредненной по 
доплеровской фазе сигнала вероятности правильного 
обнаружения, наиболее полно характеризующей эф-
фективность выделения полезных сигналов. В силу это-
го, энергетический критерий оптимизации не всегда 
приводит к оптимальным по критерию Неймана – Пир-
сона параметрам РФ. Такой подход оправдан при ма-
лых порядках нерекурсивных РФ. Ниже рассматривает-
ся метод оптимизации систем обнаружения, осуществ-
ляющих когерентное режектирование помех нерекур-
сивными РФ произвольного порядка с последующим 
когерентным или некогерентным накоплением остатков 
режектирования, по вероятностному критерию. 
Вероятностные характеристики  
систем обнаружения 

Оптимизация системы обнаружения по критерию 

Неймана – Пирсона предполагает максимизацию вероят-
ности правильного обнаружения .D  Средняя вероятность 
обнаружения при неизвестной и равномерно распреде-
ленной в интервале однозначности [ ,  ]   величине 
доплеровского сдвига фазы сигнала   за период повто-
рения T  зондирующих импульсов определяется усред-
ненной зависимостью вероятности правильного обнару-
жения D  от входного отношения сигнал/помеха :q  

0

1 1( ) ( , ) ( , )
2

D q D q d D q d
 



   
 

   .    (1) 

Конкретизируем выражение характеристик обнару-
жения ( ),D q  установив функциональную зависимость 
вероятности D  от параметров системы и входных дан-
ных. Для систем с когерентным режектированием поме-
хи и последующим когерентным накоплением сигналов 
при вероятности ложной тревоги F  справедливо соот-
ношение [12] 

1/[1 ( )]( , ) exp{ln / [1 ( )]}qD q F F q      . 

При этом выигрыш в отношении сигнал/помеха 
Τ Τ

c п( ) ( ) / ( ) ,     W R W W R I W  

где W  – N -мерный вектор обработки системы, эле-

менты которого i( )

0
e ;

k
k l

k k l l
l

W g h 




  N  – объем обра-

батываемой выборки; k lg   – весовые коэффициенты 

нерекурсивного режекторного фильтра; lh  и ( )k l   – 
модули и аргументы весовых коэффициентов накопите-
ля; c ( )R  и пR  – корреляционные матрицы сигнала и 
помехи соответственно; I  – единичная матрица;   – 
отношение собственный шум/пассивная помеха на вхо-
де системы. 

Выделение сигналов в доплеровском диапазоне 
[ ,  ]   достигается его перекрытием совокупностью 
каналов накопления, число которых с учетом исключения 
переходного процесса в РФ порядка m  обычно выбира-
ется равным ,N m  а среднее значение и ширина поло-
сы пропускания каждого канала определяются соответ-
ственно величинами 2 / ( )j j N m      и    

2 / ( ).N m   С учетом аналогичного (1) усреднения в 
пределах полосы пропускания каждого канала и по ка-
налам в целом средняя вероятность 

/ 2

1 /2

1( ) exp{ln / [1 ( )]}d
( )

j

j

N m

j
j

D q F q
N m

 

 

  




 

 
    , 

расчет которой осуществляется путем подстановки в 
формулу выигрышей ( ),j   значений весовых коэффи-

циентов РФ ,kg  матриц с ( )R  и п ,R  весовых коэффи-

циентов накопителя в зависимости от номера канала j  
и величины .  

Для систем с когерентным режектированием и по-
следующим некогерентным накоплением алгоритм об-
наружения описывается квадратичной формой, приво-
дящей к решающей статистике 

Т
0 ,v v U QU  
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где Т{ }jUU  – N -мерный вектор-столбец входных 

данных, ТQ GG  – матрица обработки системы обна-
ружения, образованная матрицей режекции G  тре-
угольной формы с элементами jk j kG g   при 

0 j k m    и 0jkG   при j k m   и 0,j k   0v  – 
пороговый уровень обнаружения. 

Для определения вероятностных характеристик си-
стемы обнаружения необходимо найти распределение 
решающей статистики .v  С этой целью будем исполь-
зовать универсальную методику анализа на основе ме-
тода характеристических функций [13, 14]. Характери-
стическая функция величины v  при гауссовской сов-
местной плотности вероятности вектора U  определя-
ется в виде: 

1(i ) exp(i ) [det( 2i )]v t tv t    I RQ , 
где R  – корреляционная матрица вектора .U  

Искомая плотность вероятности статистики v  нахо-
дится с помощью преобразования Фурье данной харак-
теристической функции: 

1( )  (i )exp( i )d
2 vp v t tv t






     

1 exp( i ) d
2 det( 2i )

tv t
t








 I RQ
.     (2) 

Для приведения определителя det( 2i )tI RQ  в 
подынтегральном выражении к необходимому для инте-
грирования виду могут быть использованы метод следа 
и метод собственных значений [13, т. 2]. Метод следа 
позволяет в результате преобразования характеристи-
ческой функции найти кумулянты распределения ( ),p v  
которые оказываются пропорциональными величинам 
sp( ) ,sRQ  где символ sp  обозначает след матрицы, под 
которым понимается сумма диагональных элементов 
матрицы. Искомая плотность вероятности теперь может 
быть представлена в виде разложения в ряд по ортого-
нальным полиномам, например, в виде ряда Эджворта, 
коэффициенты разложения которого выражаются через 
кумулянты распределения. Процедура расчета при этом 
оказывается алгоритмически однозначной, но в принци-
пе приближенной, приводя к существенным погрешно-
стям при малых вероятностях ложной тревоги. 

Для получения точных расчетных соотношений 
необходимо использовать метод собственных значений, 
позволяющий представить характеристическую функ-
цию в виде [13] 

1

1

(i ) (1 2i )
N

v j
j

t t 



   ,  (3) 

где j  – собственные значения матрицы RQ . 

Интегрированием в соотношении (2) с использова-
нием метода вычетов и с учетом выражения (3) нахо-
дится плотность вероятности ( ),p v  по которой опреде-
ляется искомая вероятность превышения порогового 
уровня v0 статистикой v : 

0

1

0
0

1 1

( ) ( )d exp 1
NL

k

j kj jv
k j

vP v v p v v 
 




 


   
          

   
  ,  (4) 

где L  – число различных положительных собственных 
значений матрицы RQ . 

Использование в выражении (4) собственных значе-
ний матрицы п( ) RQ R I Q  приводит к вычислению 
вероятности ложной тревоги ,F  а собственных значе-
ний матрицы cп с п( ) [ ( ) ]q     RQ R Q R R I Q  – 

вероятности правильного обнаружения ( , ).D q   Усред-
ненная по величине   в доплеровском интервале одно-

значности [ ,  ]   вероятность правильного обнаружения 

( )D q  определяется в соответствии с выражением (1). 

Параметры РФ по вероятностному критерию будем 
определять в зависимости от корреляционной матрицы 
помехи п ,R  элементы которой п п .jk jk jkR     

Процедура оптимизации 
Задача оптимизации системы обнаружения при фик-

сированной вероятности F  и заданном отношении 0q  
сводится к определению действительного вектора 

1{ }m
kg g  по критерию 

0
( , ) max | ,jk q qD q  

g
   (5) 

а при заданной вероятности 0D  по критерию 

0
( , ) min | ,jk D Dq D  

g
  (6) 

позволяющим установить связь оптимального вектора g  

с параметрами помехи. Поскольку функционалы ( )D   и 

( )q   недифференцируемы в явном виде и нахождение 
оптимального вектора g  аналитическими методами не-
возможно, следует пользоваться методами нелинейного 
программирования [15, 16]. Итерационная процедура на 
k -м шаге поиска при использовании квазиньютоновско-
го метода имеет вид 

( ) ( 1) ( 1) 2 ( 1)( ) ( )k k k k     g g g g ,  (7) 

где   – оператор градиента; ( 1)( )k g  – целевая функ-

ция, в качестве которой выступает функционал ( )D   или 

( ).q   

Процедура (7) в общем случае приводит к определе-
нию локальных экстремумов (5) или (6). Для обеспече-
ния сходимости задачи нелинейного программирования 
к главному экстремуму введем ограничения на равно-

стоящие отсчеты ie n
n nX x   ( 1, 1)n m   частотной 

характеристики РФ, полагая фазовую характеристику θn  
линейной, а амплитудно-частотную характеристику 
(АЧХ) за пределами полосы режекции монотонной. С 
учетом симметрии АЧХ в диапазоне однозначности чис-
ло l  варьируемых отсчетов равно / 2m  для четного и 
( 1) / 2m  для нечетного m . 
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Использование в качестве независимых переменных 
итерационной процедуры оптимизации l  частотных 
отсчетов nx  позволяет, исключив нежелательные де-
формации АЧХ РФ (характерные для большинства ло-
кальных экстремумов), получить унимодальный харак-
тер целевой функции и достичь сходимости решения к 
главному экстремуму. Критерий оптимизации вектора 

{ }l
nxx  принимает вид 

0
( , ) max |jk q qD q  

x
 или 

0
( , ) min |jk D Dq D  

x
,   (8) 

а обратное дискретное преобразование Фурье 1m   
равноотстоящих отсчетов АЧХ РФ определяет его весо-
вые коэффициенты 

iθ i2 / ( 1)

0
e ej

m
jk m

k j
j

g x  



 . 

Решение задачи оптимизации (8) в результате при-
менения к вектору x  аналогичной (7) процедуры позво-
ляет установить соответствие между параметрами по-
мехи и оптимальным вектором .g  На основе данных 
зависимостей рассчитывается совокупность значений 
вектора .g  В процессе адаптации системы обнаружения 

определяются оценки коэффициентов корреляции ˆ ,jk  
которые используются для классификации помеховой 
обстановки путем их идентификации в априорном про-
странстве характеристик помех с последующим выбо-
ром предварительно рассчитанного оптимального век-
тора .g  

Числовые результаты оптимизации 
Рассмотрим результаты оптимизации системы с ко-

герентным режектированием и последующим некоге-
рентным накоплением по вероятностному критерию и 
сравним их с аналогичными результатами, соответ-
ствующими оптимизации РФ по энергетическому крите-
рию. Полагаем, что сигнал флюктуирует совместно 

с( 1),jk   огибающую коэффициентов корреляции по-

мехи аппроксимируем гауссовской кривой 
2exp{ [ ( ) ] / 2,8}jk j k      при нормированной ши-

рине спектра 0,05,fT     10,N   410   дБ, 
310F   и 0 0,8.D   В процессе расчетов порядок РФ 

,m  связанный с порядком накопителя при const,N   
варьировался. 

Как показали числовые результаты, для систем с РФ 
малого порядка ( 2; 3)m   сравниваемые критерии оп-
тимизации приводят к близким значениям весовых ко-
эффициентов РФ, а результирующая эффективность 
систем практически равноценна, что указывает на пра-

вомерность использования в этом случае энергети-
ческого критерия оптимизации [5]. Однако при увеличе-
нии порядка РФ ( 4)m   появляются дополнительные 
степени свободы формирования АЧХ РФ, позволяющие 
оптимизировать его коэффициенты по вероятностному 
критерию и приводящие к существенным отличиям их 
величин и результирующей эффективности. 

Значения коэффициентов kg  для 4m   и 5 сведе-
ны в табл. 1. Характеристики обнаружения системы, 

соответствующие оптимизации по двум критериям, и 
АЧХ РФ, являющиеся дискретным преобразованием 
Фурье приведенных в табл. 1 коэффициентов ,kg  при 

4m   изображены соответственно на рис. 1 и 2 (кри-
вые 1 соответствуют вероятностному критерию, кривые 
2 – энергетическому). Как видим, выигрыш в пороговом 
отношении сигнал/помеха q  вследствие оптимизации 
параметров РФ по критерию (8) при 0,8D   составляет 
14 дБ (при 5m   – 24 дБ). 

Таблица 1. Весовые коэффициенты РФ 

 
Рис. 1. Характеристики обнаружения системы 

 
Рис. 2. Амплитудно-частотные характеристики РФ 

Данные выигрыши объясняются особенностями АЧХ 
РФ. В случае применения энергетического критерия до-
стигается предельное подавление коррелированной 
составляющей помехи, уровень остатков которой на вы-
ходе РФ при рассматриваемых параметрах m  и   ока-
зывается значительно ниже уровня некоррелированной 
составляющей. Наблюдающееся при этом сужение по-
лосы пропускания АЧХ приводит к потерям в эффектив-
ности  выделения   доплеровских   сигналов  и,  следова- 

 kg  

m  k  энергетический 
критерий 

вероятностный 
критерий 

4 
0;   4 1 1 
1;   3 –3,89698 –17,37016 

2 5,79484 32,32044 

5 
0;   5 1  1  
1;   4 4,82924  3, 23276  
2;   3 9,49212  13,93103  
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тельно, в пороговом отношении .q  Выбор весовых ко-
эффициентов по вероятностному критерию приводит к 
подавлению коррелированной составляющей помехи до 
уровня некоррелированного шума при максимально 
возможной ширине полосы пропускания доплеровских 
частот, обусловливающей результирующие выигрыши в 
пороговом отношении сигнал/помеха. 

Увеличение порядка РФ повышает возможность 
формирования АЧХ, но одновременно приводит к сни-
жению порядка накопителя и его вклада в повышение 
эффективности системы. Существует оптимальное со-
отношение между порядками РФ и накопителя, при ко-
тором реализуется предельная эффективность систе-
мы, что в условиях априорной неопределенности пред-
полагает наряду с адаптацией параметров РФ пере-
стройку структуры системы в целом. Значения оптm  за-
висят от величины .  В частности, для рассматривае-

мых параметров и 610   – опт 6,m   а для 810   – 

опт 7.m   

Заключение 

В работе рассмотрена оптимизация систем обнару-
жения сигналов движущихся целей на фоне пассивных 
помех. Предложен метод оптимизации систем, реали-
зующих когерентное режектирование нерекурсивными 
фильтрами с последующим когерентным или некоге-
рентным накоплением, по вероятностному критерию. 
Установлено, что предложенный метод оптимизации 
систем обнаружения по вероятностному критерию поз-
воляет получить существенные выигрыши в эффектив-
ности обнаружения сигналов по сравнению с оптимиза-
цией по энергетическому критерию и реализовать пре-
дельную для рассматриваемого класса систем эффек-
тивность, что в условиях априорной неопределенности 
предполагает адаптивную перестройку структуры и па-
раметров системы. 
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Рассматривается алгоритм слепой деконволюции изображений, 
искаженных в случайной среде и зарегистрированных как набор слу-
чайных реализаций. Предлагаемый подход, основанный на полино-
миальных представлениях, сводит задачу деконволюции изображе-
ний вслепую к задаче факторизации ковариационной матрицы за-
данной структуры. Для решения задачи используется метод сле-
пой идентификации, использующий полиномиальные статистики 
второго порядка, генерируемые случайными полиномами. В статье 
представлены результаты моделирования предложенного алго-
ритма деконволюции изображений. Алгоритм может быть исполь-
зован при решении задачи восстановления изображения, возникаю-
щей в астрономии при использовании метода спекл-интерферо-
метрии, техническом телевидении. 
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ВОССТАНОВЛЕНИЕ ИЗОБРАЖЕНИЯ ОБЪЕКТА  
НА ОСНОВЕ СЕРИИ ЕГО ИЗОБРАЖЕНИЙ, ИСКАЖЕННЫХ В СЛУЧАЙНОЙ СРЕДЕ 
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RECONSTITUTION OF AN OBJECT IMAGE BASED  
ON A SERIES OF ITS IMAGES DISTORTED IN A RANDOM ENVIRONMENT 

Goryachkin O.V., Borisenkov A.V. 
The article considers an algorithm for blind deconvolution of images distorted in a random environment and registered as a set of ran-
dom implementations. The proposed approach based on polynomial representations reduces the problem of deconvolution of images 
blindly to the problem of factorization of the covariance matrix of a given structure. To solve the problem, a blind identification method is 
used using second-order polynomial statistics generated by random polynomials. The article presents the results of modeling the pro-
posed image deconvolution algorithm. The algorithm can be used to solve the problem of image reconstruction that occurs in astronomy 
using the speckle interferometry method, technical television. 

Key words: blind image deconvolution, SIMO, polynomial statistics. 
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изображений, SIMO, полиномиальная стати-
стика. 

Введение 

Задача восстановления изображений раз-
личной природы – это задача восстановления 
пространственно ограниченного двумерного 
сигнала, искаженного линейным преобразова-
нием на фоне аддитивного шума [1, 2].  

Искажение изображения обычно является 
результатом нежелательного линейного преоб-
разования. Причиной такого преобразования мо-
гут быть: расфокусировка оптической системы, размытие 
из-за движения камеры и объекта съемки, предел ди-
фракции и влияние среды распространения света.  

Если ядро линейного преобразования известно, то 
реконструкция изображения может быть выполнена с 
использованием оптимального фильтра, построенного в 
соответствии с выбранной стратегией регуляризации [3].  

В случаях, когда эта информация недоступна, ин-
формация о ядре искажающего оператора может быть 
извлечена непосредственно из наблюдаемого изобра-
жения. Эта проблема упоминается в литературе как 
слепая деконволюция сигналов или изображений [4, 5].  

Проблема деконволюции изображений вслепую воз-
никает в области дистанционного зондирования Земли, 
астрономии и медицины, обработки фото- и видеомате-
риалов и т.п. В работах, посвященных слепой обработке 
сигналов, часто упоминается, что возможности многока-
нальной слепой идентификации больше, чем у однока-
нальной [5]. Поэтому эта группа методов используется 
чаще [13]. 

Подобная задача возникает в современных системах 
беспроводной связи, использующих технологию MIMO. 

В этом случае говорят о задаче многоканальной слепой 
коррекции, где целью является оценка неизвестного 
входного сигнала, по выходному, без знания источника 
сигнала или канала [6-7].  

Эта тема становится довольно популярной в беспи-
лотных летательных аппаратах. Так, например, одна из 
недавних статей посвящена разработке алгоритма вос-
становления изображения вслепую по серии изображе-
ний с использованием локальной и нелокальной инфор-
мации об изображениях [9].  

В этой статье мы будем рассматривать случай мно-
гоканальной слепой деконволюции изображений, кото-
рый также известен как многокадровая слепая деконво-
люция (MFBD) [8]: т.е. задача восстановления исходного 
изображения из последовательности нечетких и зашум-
ленных наблюдений. 

Несмотря на значительные успехи методов машинно-
го обучения по восстановлению искаженных изображений 
[13-16], поиск эффективных регулярных методов также 
остается актуален. В данной работе мы продолжим раз-
витие регулярных статистических методов, основанных на 
применении полиномиальных статистик [12].  
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Слепая деконволюция изображений  
на основе полиномиальных представлений 

Рассмотрим математическую модель искаженного 
изображения, заданного в дискретном времени. 

2 2

11
( , ) ( , ) ( , ) ( , ).

j

N M

n
y l i h n j x n l j i v l i



           (1) 

В этом выражении 1,..., ,l N  1,..., ,i M  1N N   

2 1,N   1 2 1,M M M    ( , )x n j  – двумерная после-
довательность исходного изображения с добавлением 
нулей, ( , )h n j  – искажающая случайная функция в дис-

кретном времени, ( , )v l i  – аддитивный шум. 

Выражение (1) можно представить в полиномиаль-
ной форме 

1 2 1 2 1 2 1 2(z , ) (z , ) (z , ) (z , )y z h z x z v z .`  (2) 
В рассматриваемой задаче мы имеем набор искажен-

ных изображений 1 2(z , ),ky z  где k-номер изображения, и 

1 2(z , )kh z  – набор искажающих случайных функций.  

Начальный момент второго порядка наблюдаемого 
набора случайных изображений можно представить в 
виде 

1 2 3 4(z , , , )yK z z z   (3) 
*

1 2 1 2 3 4 3 4 1 2 3 4(z , ) (z , , , ) (z , ) (z , , , ).h vx z K z z z x z K z z z  

Пусть мы имеем оценку 1 2 3 4
ˆ (z , , , ),yK z z z  получен-

ную по набору реализаций 1 2(z , ),ky z  знаем 

1 2 3 4( , , )z ,hK z zz  и 1 2 3 4(z , , , ),vK z z z  тогда мы можем за-
писать выражение, где искомое изображение представ-
лено в явном виде  

*
1 2 3 4(z , ) (z , )x z x z   (4) 

1 2 3 4 1 2 3 4
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
  

Т.к. правая часть получена по конечному набору дан-
ных, то мы будем искать оценку изображения, решая за-
дачу факторизации ковариационной матрицы заданной 
структуры методом наименьших квадратов в виде 

1 2ˆ(z , )x z   (5) 
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Как было показано в [4], полиномиальные представ-
ления позволяют улучшить качество решения задачи 
(5), если использовать значения 1 2 3 4z , , , ,z z z  располо-
женные на многообразии заданной корреляции вида 

4
1 2 3 4 1 2 3 4{(z , , , ) : (z , , , ) , 0}.h

t hV z z z Z K z z z t t     (6) 
Данный алгоритм (далее А1) может быть реализован 

непосредственно в виде (5-6), однако его вычислительная 
сложность быстро растет с увеличением размера изобра-
жения, кроме этого выбор сечений на многообразии h

tV  
как правило исключает значения, модуль которых равен 1, 
что в свою очередь приводит к необходимости вычисления 
больших степеней и соответственно к вычислениям с 
большими числами и росту погрешности вычислений. 

Далее мы рассмотрим подход, основанный на сведе-
нии задачи к одномерному случаю, что несколько упро-
щает реализацию алгоритма восстановления.  

Алгоритм слепой деконволюции изображения 

Математическая модель соответствующего одномер-
ного канала в полиномиальной форме может быть пред-
ставлена в виде   
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Алгоритм идентификации изображений по заданным 
корреляционным многообразиям мы можем представить 
в виде следующей последовательности операций:  

1. Преобразование двумерной свертки в набор одно-
мерных сверток, выходные отсчеты которых можно 
представить в виде 
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 (8) 

где 
1 1, 1( ,..., )N N Nz zV  – 1N N  матрица Вандермонда, и 

1, 1( ),...,i k Nz zy  – 1N -мерный вектор выходных отсчетов 

k-го сигнала, образованный 
11,..., Nz z  – различными се-

чениями, ( )k iy  – N -мерный вектор выходных отсчетов 

k-го сигнала, 1,..., sk N . 

2. Оценка импульсной характеристики одномерных 
каналов с помощью статистических  алгоритмов слепой 
идентификации канала одномерной системы.  

Одномерный алгоритм слепой идентификации может 
быть реализован различными способами. В данной ра-
боте мы  используем подход, который аналогично (5-6), 
использует многообразия заданной корреляции [11]. 
Т.о., далее выполняется преобразование парных корре-
ляций выходного сигнала: 
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где 
1 1, 1( ,..., )M M M V  матрица Вандермонда 1 ,M M  и 

,k nx  – 1M -мерный вектор выходного сигнала одномер-
ной системы. 

3. Оценка ковариационной матрицы  
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n k M k M n
ksN
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где nW  – известная ковариационная матрица аддитив-
ного шума. 

4. Вычисление собственных векторов матрицы 

, ,n , ,n( / ),n i j i jr tG  
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5. Вычисление вектора отсчетов входных парамет-
ров одномерных каналов 

1 1

1 1

1 1
1

1

( ) ( )
( ,..., )

( ) ( )

n m

M M

M n m M

x z x

x z x


 





   
   

   
   
   

V  .  (12) 

6. Восстановление изображения по вычисленным 

характеристикам одномерных каналов, 11,...,i M , 
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1 11,1 ,,..., N Mx x  – искомые отсчеты входного изображения.  

Эффективность алгоритма зависит от выбора попе-
речных сечений 

11,..., Nz z  и 
11,..., M  . 

Для простоты реализации и по причинам, упомяну-
тым выше, в отличие от алгоритма (5-6) сечения 

11,..., Nz z  лучше выбрать на единичной окружности в 

комплексной плоскости.   
В алгоритме одномерной идентификации мы ис-

пользуем стратегию выбора поперечного сечения 

11 1,..., ,M    на многообразии заданной корреляции, 

которое имеет следующий вид 
2 *
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t iV z z C z z t  t 0, i M       (14) 

где 
11,..., M   – корни полинома, где 0t   
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Как показано в работах [4, 11], это гарантирует, что в 
матрице , ,n , ,n( / )n i j i jr tG  нет бесконечных компонент. 

Однако при использовании алгоритма одномерной 
слепой идентификации мы имеем N1 неопределенных 
констант, без знания которых мы не можем восстано-

вить исходное изображение. Необходимые константы 
могут быть получены из уравнения для выборочной и 
вычисленной ковариации вида 

* *
1 2 , 1 ,k 2

1[ ( ) ( )] ( ) ( ),i i i k i
ks

E y z y z y z y z
N

    (15) 

Nr  – число реализаций, , 1( )i ky z  – k-я реализация. 

Можно показать, что если искажающее поле пред-
ставляет собой двумерное множество независимых слу-
чайных величин с дисперсией 2 ( , ),h n i  то вычисленная 
ковариация имеет вид 

2 2
* * 2 1 * 1

1 2 1 2 1 2[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( , ) ( )
M N

n n
i i j j h

j n
E y z y z x z x z n j i z z      

*
1 2[ ( ) ( )]i iE v z v z .   (16) 

Тогда, если 1ˆ ( )jx z  – оценки одномерных каналов, 

полученных на 5-м этапе алгоритма, то искомое уравне-
ние принимает вид 

2 2

* *
, 1 , 2 1 2

*
1 2

* 2 1 * 1
1 2 1 2

( ) ( ) [ ( ) ( )]
1

( ) ( )

ˆ ˆ( ) ( ) ( , ) ( ) ,

i k i k i i
k

s
M N

n n
i j h

j n

y z y z E v z v z

N c z c z

x z x z n j i z z  




 



 
  (17) 

1( )c z  – многочлен, коэффициенты которого являются 
искомыми константами. 

Результаты моделирования 

Проведенное моделирование иллюстрирует эффек-
тивность предложенного алгоритма. На рис. 1 показано 
влияние числа реализаций. На рис. 2 показано влияние 
аддитивного шума. При моделировании использован 
размер изображения 52×52, размер искажающей слу-
чайной комплексной импульсной характеристики 53×53, 
реализации имеют гауссовское распределение и стати-
стически независимы. 

Для сравнения на рис. 3 показан результат модели-
рования алгоритма спектральной факторизации (А2) 
[12]. Этот алгоритм является частным случаем А1, а 
именно, случаем когда все сечения выбираются на еди-
ничной окружности в комплексной плоскости. 

Алгоритм востановления изображений, основанный 
на заданных корреляционных многообразиях (А1), де-
монстрирует лучшую сходимость и помехоустойчивость 
по сравнению  с  соответствующим  алгоритмом, исполь- 

 
Рис. 1.  Алгоритм А1, слево направо, сверху вниз: исходное изображение; пример искаженного изображения; востановленное 

изображение после обработки 200 реализаций; востановленное изображение после обработки 400 реализаций; востановленное 
изображение после обработки 800 реализаций; востановленное изображение после обработки 1600 реализаций без шума 
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Рис. 2. Алгоритм А2, слево направо, сверху вниз: исходное изображение; пример искаженного изображения;  

востановленное изображение после обработки 200 реализаций; востановленное изображение  
после обработки 400 реализаций; востановленное изображение после обработки 800 реализаций; востановленное изображение 

после обработки 1600 реализаций без шума 

 
Рис. 3. Алгоритм А1 – первый ряд, А2 – второй ряд, слево направо: востановленное изображение  

после обработки 1600 реализаций, SNR-1дБ; востановленное изображение после обработки 1600 реализаций, SNR-10 дБ;  
востановленное изображение после обработки 1600 реализаций, SNR-20дБ с аддитивным гауссовским шумом 

зующим спектральную факторизацию (А2). Это объяс-
няется отсутствием нулей в , ,i j nt  при вычислении мат-

риц ,nG  при этом алгоритм А2 имеет лучшее быстро-
действие. 

Заключение 

Таким образом, в статье показана возможность восстанов-
ления изображения, искаженного в случайной среде и зареги-
стрированного как набор случайных реализаций. Предполага-
ется, что искажающий изображение случайный импульсный 
отклик линейной среды описывается случайным дискретным 
полем с независимыми нестационарными случайными коэф-
фициентами. Предлагаемый подход сводит задачу статистиче-
ской деконволюции изображений вслепую к задаче слепой 
идентификации одномерных сигналов. Далее для решения 
одномерной задачи используется метод полиномиальной ста-
тистики второго порядка, генерируемый случайными полино-
мами. В статье представлены результаты моделирования 
предложенного алгоритма. Алгоритм может быть использован 
в задаче восстановления изображения, возникающей в астро-
номии при использовании метода спекл-интерферометрии, 
техническом телевидении. 
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Решается задача обнаружения и оценивания угловых координат 
нескольких объектов в многоканальной доплеровской РЛС. Рассмат-
риваются в сравнении три подхода к обработке сигналов отраже- 
ния − обработка во временной области, в частотной области и сов-
местная частотно-временная обработка. Для обработки во времен-
ной области предлагается подход к выделению сигналов от каждого 
объекта из смеси сигналов, основанный на экстраполяции первона-
чально выделенных сигналов, их вычитании из сглаженной смеси сиг-
налов и оценивании фазы с помощью фильтра Калмана. Для обра-
ботки в частотной области рассматривается известный подход 
выделения спектральных составляющих смеси сигнала в нескольких 
каналах обработки с последующим определением угловых координат 
методом разности фаз. Для возможности обнаружения объектов, 
имеющих близкие векторы скорости и моменты времени прихода 
отраженных сигналов, предлагается частотно-временная обработ-
ка, основанная на сравнении числа объектов, обнаруженных во вре-
менной и частотной областях, а также найденных в этих областях 
угловых координат. Представлены результаты компьютерного мо-
делирования работы алгоритмов, реализующих подходы. Показано 
преимущество частотно-временного подхода. Рекомендуется при-
менение предложенного подхода в существующих системах пеленга-
ции нескольких движущихся объектов. 

УДК 621.371 

ЧАСТОТНО-ВРЕМЕННАЯ ОБРАБОТКА РАДИОСИГНАЛОВ ОТ НЕСКОЛЬКИХ 
ДВИЖУЩИХСЯ ОБЪЕКТОВ 

Клочко В.К., д.т.н., профессор РГРТУ им. В.Ф. Уткина, e-mail: klochkovk@mail.ru 
Ву Ба Хунг, аспирант РГРТУ им. В.Ф. Уткина, e-mail: ronando2441996@gmail.com 

TIME-FREQUENCY PROCESSING  
OF RADIO SIGNALS FROM MULTIPLE MOVING OBJECTS 

Klochko V.K., Vu Ba Hung 
The problem of determining the angular coordinates of several objects in multi-channel Doppler radar is being solved. Three approach-
es to processing reflection signals from several moving objects are considered in comparison – processing in the time domain, in the 
frequency domain and joint time-frequency signal processing. For processing in the time domain, a new approach is proposed to select 
signals from each object from a mixture of signals based on extrapolation of initially isolated signals, their subtraction from the smoothed 
mixture of signals and phase estimation using the Kalman filter. For processing in the frequency domain, the known approach for selec-
tion of spectral components in a signal mixture in several processing channels with the following determination of angular coordinates 
by the phase method is considered. To be able to detect objects moving with similar velocity vectors and time points of arrival of reflect-
ed signals, the time-frequency processing is proposed based on comparing the number of objects detected in time and frequency do-
mains and angular coordinates found in these regions. The results of computer modeling of algorithms that realize approaches are pre-
sented. The advantage of time-frequency approach is shown. It is recommended to use the proposed approach in existing finding sys-
tems for detecting several moving objects. 

Key words: radio signal processing, time processing, frequency processing, time-frequency processing, object de-
tection, parameter estimates. 

 
Ключевые слова: обработка радиосигна-

лов, временная обработка, частотная обра-
ботка, частотно-временная обработка, обна-
ружение объектов, оценки параметров. 

Введение 

При пеленгации нескольких маловысотных 
объектов на малой дальности посредством 
доплеровской радиолокационной станции 
(РЛС) на заданном рубеже дальности возника-
ет проблема обнаружения объектов, имеющих 
близкие векторы скорости и моменты времени 
прихода отраженных сигналов. Если несколько 
объектов имеют близкие доплеровские часто-
ты, то они обнаруживаются в спектре допле-
ровских частот как один объект. Однако, если 
сигналы отражения от объектов приходят в 
разные моменты времени, то объекты обнару-
живаются по времени прихода сигналов. С дру-
гой стороны, возникают ситуации, когда сигна-
лы отражения от объектов приходят в близкие 
моменты времени, но в силу различия векторов 
скорости объекты обнаруживаются по допле-
ровской частоте. Не исключается случай, когда 
объекты не обнаруживаются и по времени и по допле-
ровской частоте, но он маловероятен. 

Возникает необходимость совместной обработки при-
нимаемых сигналов во временной и частотной областях 
в целях обнаружения объектов с близкими доплеровс-
кими частотами или близкими моментами времени при-
хода сигналов. Известны работы, основанные на сов-
местной частотно-временной обработке сигналов [1 − 3]. 

Однако предлагаемые там решения требуют больших 
вычислительных затрат. Также известна работа [4], но 
предлагаемое в ней решение ограничено случаем не 
более двух объектов и предположением о равенстве 
амплитуд и частот сигналов от них. В данной работе 
предлагается решение, свободное от указанных ограни-
чений, которое не меняет существующей схемы допле-
ровской обработки отраженных сигналов в частотной 
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области и лишь добавляет к ней параллельную проце-
дуру обработки сигналов во временной области и ана-
лиз полученных в двух областях оценок.  

Целью работы является разработка алгоритма об-
наружения и оценивания угловых координат нескольких 
движущихся объектов в доплеровской РЛС, позволяю-
щего различать объекты с близкими векторами скорости 
и моментами времени прихода сигналов за счет частот-
но-временной обработки принимаемых сигналов. 

Модель сигнала и постановка задачи 

Приемопередающая станция посылает гармониче-
ский сигнал 0 0 0( ) cos( )s t U t    с амплитудой 0 ,U  

несущей частотой 0  и начальной фазой 0  в задан-
ном угловом направлении и принимает отраженные 
сигналы в периоде зондирования, соответствующем 
заданному рубежу дальности. Такой режим обеспечи-
вает малые энергетические затраты и дает возможность 
использования малогабаритных мобильных станций. 

Положение каждого объекта ( , , )M R   в антенной 

системе координат измеряется углом места ,θ  азиму-
том   и дальностью R, при этом угол θ  отсчитывается 
в вертикальной плоскости, угол   − в горизонтальной 
так, как показано на рис. 1. Движение объекта рассмат-
ривается в прямоугольной системе координат. Оценки 
пространственных координат находятся как в сфериче-
ской, так и прямоугольной системах. Прямоугольные и 
сферические координаты связаны cos sin ,x R θ   

sin ,y R θ  cos cos .z R θ  Отраженные сигналы  
принимаются антенной решеткой (АР). Приемные эле-
менты АР расположены в плоскости OXY с прямоуголь-
ными координатами центров 1 1( , ) (0, 0),x y   2 2( , )x y   

( , 0),тd  3 3( , ) (0, ),тx y d  4 4( , ) ( , 0),гx y d    

5 5( , ) (0, ),гx y d   0,тd   0,гd   несимметрично (для 
учета неоднозначности измерения фазы), как показано 
на рис. 2 ( md  − точная база, гd  − грубая база). 

 
Рис. 1. Антенная система координат 

Сигнал отражения от отдельного объекта, принятый 
на дальности R  в q-м приемном элементе АР 
( 1, 2,..., ,q Q  Q = 5 − число элементов AP) в момент 
времени t описывается моделью  

0

0 0

( ) ( , )

cos[( ( ) )] ,
q q

q q q

s t U G θ

ω t τ φ η p

 


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     
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где 0U  − амплитуда отраженного сигнала, зависящая от 

0 ,U  R и отражающих свойств объекта; ( , )G θ  − ампли-
тудная характеристика диаграммы направленности (ДН) 
приемного элемента АР (одинаковая для всех q-х элемен-
тов); 0 2 / ,ω πc   c – скорость света,   − длина волны; 

q  − задержка сигнала: / ,q qD c   2q qD R    − рас-
стояние, пройденное сигналом в случае неподвижного 
объекта; q  − отклонение фронта волны, достигшей q-го 

бокового элемента АР, относительно центра антенны 

0( 0);  η  − случайное изменение фазы на [ , ]   при 

отражении от объекта; q − фазовый шум в q-м канале; 

qp  − аддитивный белый гауссовский шум в q-м канале. 

 
Рис. 2.  Расположение элементов АР 

Суммарный сигнал отражения от нескольких движу-
щихся объектов принимается антенной решеткой (АР) и 
проходит тракт первичной обработки в нескольких q-х 

приемных каналах ( ( 1, ,q Q  Q − число каналов по чис-
лу приемных элементов АР). После понижения частоты 
и дискретизации по времени it  модель дискретной по-

следовательности { ( )}q iy t  значений принимаемого сиг-

нала в q-м приемном канале имеет вид [4] 
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где n – число дискретных отсчетов моментов времени на 
промежутке времени длительностью 1;nT t t   qk  − 

момент времени появления k-го сигнала в q-м приемном 
канале; дk − промежуточная частота с учетом допле-

ровского сдвига от k-го объекта; it  − текущее дискретное 

время; m − неизвестное число сигналов, отраженных от 

m объектов; 0kU  − амплитуда отраженного сигнала от k-

го объекта; kR  − радиальная дальность до k-го объекта; 

0k kξ φ η   − случайная величина; k  и k  − соответ-
ственно азимут и угол места k-го объекта в антенной 
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системе координат; kA  и qk  − амплитуда и фаза при-

нимаемого сигнала от k-го объекта в q-м канале. 
После прохождения тракта первичной обработки от-

раженных сигналов последовательности ( ),q iy t  1, ,i n  
1, ,q Q  подвергаются быстрому преобразованию Фу-

рье, в результате чего образуются частотные последо-

вательности ( ( )),q дS i  11, ,i n  1 ,n n  1, .q Q  

Информация об угловых координатах k-го объекта 
,k  k  во временной области находится в фазах qk  в 

выражениях ,qk  которые для плоского фронта волны 
имеют вид [5]: 

k kcosθ sin sin θ ,qk q k qx y      

где qx  и qy  − координаты центра q-го приемного эле-

мента АР в антенной прямоугольной системе коорди-
нат, а угловые координаты ,k  k  определяются мето-
дом разности q-х фаз [5]. 

В частотной области эта же информация находится 
в аргументах комплексных составляющих спектра до-

плеровских частот: arg [ ( )],qk q д kS i    где ( )д ki  − 

доплеровские частоты, соответствующие k-м объектам: 

ki  принимает m значений на 1{1,2,..., }.n   

Задача. Так как число объектов m заранее неиз-
вестно, то задача заключается в обнаружении и выде-
лении сигналов ( )qk i qks t   от k-х объектов в q-х прием-

ных каналах во временной области и обнаружении 

спектральных составляющих [ ( )]q д kS i  k-х объектов в 

q-х приемных каналах в полосе доплеровских частот. 
После выделения составляющих сигнала задача заклю-
чается в нахождении оценки m̂  числа объектов и оце-
нок угловых координат ,k  k  всех k-х объектов (

ˆ1, )k m  методом разности фаз совместно во времен-
ной и частотной области. 

Обработка во временной области 

Если сигналы от объектов приходят в разные мо-
менты времени ,k  то для определения k  на фоне 
аддитивного шума можно воспользоваться оптималь-
ным по методу максимального правдоподобия обнару-
жителем [6]. При этом, что не является принципиаль-
ным, можно применить и другие критерии: критерий со-
гласия Пирсона для одной гипотезы 0H  − присутствия 

дискретного белого шума ( )q ip t  ~ 2(0, )pN   или логиче-

ский критерий «L из N» (например, «2 из 3-х» подряд) 
попаданий в доверительный интервал, рассчитанный с 
учетом p  [4]. Главным отличием предлагаемого алго-

ритма является способ выделения из смеси сигналов 
отдельных составляющих, принадлежащих объектам, 
во временной области. 

Алгоритм обработки сигналов во временной области 
сводится к следующим операциям. 

1. На начальном промежутке времени 1 1[ , ),t   пред-

шествующем моменту времени 1  появления сигнала от 
первого объекта, в q-х каналах действует дискретный 

белый шум: ( ) ( ),q i q iy t p t  1, ,q Q  1, 2,...,i   с нуле-

вым средним и дисперсией 2 .p  Последовательности 

{ ( )},q iy t  1, ,q Q  подаются на вход одноступенчатого 

экспоненциального фильтра нулевого порядка, который 
оценивает среднее нулевое значение шумового сигнала, 
и в соответствии с операциями, изложенными в [4], об-
наруживаются моменты времени 1q  появления сигна-

лов 1 1( ),q i qs t   1, ,q Q  1,i qt   от первого объекта в q-

х каналах.  
2. После принятия решения о наличии сигналов 

1 1( ),q i qs t   1, ,q Q  от первого объекта, начиная с мо-

ментов 1 ,q  включается в работу трехступенчатый экс-
поненциальный фильтр, наиболее простой в реализации 
и сглаживающий последовательность ( )q iy t  по модели 
2-го порядка в пределах эффективной памяти фильтра в 
каждом q-м канале с целью подавления шумов ( ).q ip t . 

Получаются сглаженные последовательности 1( )q iy t   

1 1 1( ) ( ),q i q q is t p t     1,i qt   где 1( )q ip t  − ошибка 

сглаживания. По сглаженным значениям 1( ),q iy t 1, ,q Q  

вычисляются оценки полупериодов сигналов в Q кана-
лах и по совокупности этих оценок определяется оценка 
частоты 1ˆ .  Одновременно находятся остаточные ряды  

1 1( ) ( ) ( ),q i q i q ie t y t y t    1, ,q Q  
которые обрабатываются одноступенчатым экспоненци-
альным фильтром для обнаружения моментов времени 

2q  появления второго сигнала. 

3. Сглаженные последовательности 1( ),q iy t  1, ,q Q  

1 2 ,it    запоминаются и повторно обрабатываются 
алгоритмом оценивания фазы сигнала. Известен опти-
мальный по методу максимального правдоподобия из-
меритель фазы сигнала на фоне аддитивного шума [6]. 
Такой измеритель фазы, работающий в непрерывном 
времени t, требует наличия линии задержки по фазе и 
вычисления корреляционного интеграла от опорного и 
принимаемого сигнала для каждой задержки по фазе [6]. 
В работе для оценивания фазы выбран дискретный 
фильтр Калмана [5], позволяющий наряду с оценивани-
ем фазы дополнительно сглаживать сигнал, что положи-
тельно отличает его от эвристических алгоритмов изме-
рения фазы. В разделе моделирования будет проведено 
сравнение работы предлагаемого алгоритма с примене-
нием оптимального измерителя фазы [6] и фильтра 
Калмана. Калмановский фильтр настроен на модель 
сигнала [5] вида  

1 1 1 1 1 1ˆ ˆ( ) cosω sin ω ,q i q q i q is t a t b t    

где 1̂  − найденная оценка частоты; 1qa  и 1qb  − пара-
метры, постоянные в пределах эффективной памяти 
фильтра. Модель измерения имеет вид 

1 1( ) ( ),q i i i q iy t H X p t     
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где 1 1ˆ ˆ(cos ω sin ω ),i i iH t t  1 1( , )T
i q qX a b − вектор со-

стояния, подчиненный уравнению  

1

1 0
,

0 1i iX AX A

 
   

 
. 

Фильтр Калмана [5] последовательно во времени it  
находит оценку вектора состояния 

1 1
ˆˆ ˆ( ( ), ( )) ,T

i q i q iX a t b t  и на основе оценок параметров 

1 1
ˆˆ ( ), ( )q i q ia t b t  вычисляются оценки фаз в q-х каналах к 

моментам времени 2q прихода второго сигнала 

1 1 2 1 2
ˆˆ ˆ( ( ) / ( )),q q q q qarctg b a    1, ,q Q  

или с учетом π  в зависимости от знаков 1 2ˆ ( )qa   и 

1 2
ˆ ( ).qb    

Обработка фаз 1ˆ ,q  1, ,q Q  происходит по методу 

разности фаз и результатом обработки являются оцен-
ки угловых координат 1 1̂ˆ ,   первого объекта.   

4. По остаточным рядам 1( ),q ie t  1,it   обнаружи-

ваются моменты времени 2q  и принимается решение о 

наличии сигналов 2 2( ),q i qs t   1, ,q Q  от второго объ-

екта. Начиная с моментов времени 2 ,q  формируются и 

запоминаются последовательности значений экстрапо-
лированных оценок сигналов от первого объекта     

1 1 1 2 1 1 2 1
ˆˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) cos ω ( )sin ω ,q i q q q i q q is t a t b t      

1, ,q Q  2.it   
5. По истечение времени t  переходного процесса 

(величина t  устанавливается эмпирически), начиная с 
момента 2 ,t    производится вычитание из сглажен-

ных входных последовательностей ( )q iy t  экстраполи-
рованных оценок сигнала от первого объекта, и раз-
ность принимается за оценку сигнала 2 2( )q i qs t   от 
второго объекта:  

2 2 1 1ˆ ˆ( ) ( ) ( ),q i q q i q i qs t y t s t      1, ,q Q  2 .i qt t    
6. Подсчитывается число полупериодов сигналов 

2 2ˆ ( ),q i qs t   1, ,q Q  и находится оценка частоты 2ˆ .  

Запомненные последовательности 2 2ˆ ( )q i qs t   повтор-
но обрабатываются фильтром Калмана на основе мо-
дели сигнала  

2 2 2 2 2 2ˆ ˆˆ ( ) cos ω sin ω ,q i q q i q is t a t b t    
и методом разности фаз находятся оценки угловых ко-
ординат 2 2̂ˆ ,   второго объекта. 

7. Продолжается сглаживание входных последова-
тельностей ( )q iy t  при 2i qt   трехступенчатым филь-
тром, в результате получаются сглаженные последова-
тельности   

2 1 1 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ),q i q i q q i q q iy t s t s t p t        2 .i qt    

Одновременно вычисляются остаточные ряды 

2 2( ) ( ) ( ),q i q i q ie t y t y t    1, ,q Q   
которые обрабатываются одноступенчатым экспонен-

циальным фильтром для обнаружения моментов време-
ни 3q  появления третьего сигнала. 

С моментов 3q  повторяются операции пп. 1 − 7, вы-

деляются сигналы 3 3ˆ ( ),q i qs t   3 ,i qt t    вычисляют-

ся оценки 3 3̂ˆ ,   и т.д. происходит обработка в пределах 
времени T.  

В результате находится оценка числа объектов 1m̂  

как число обнаруженных моментов времени 1,  2 , ..., 

1m̂  и запоминаются оценки угловых координат 1 1̂ˆ ,k k  , 

1ˆ1, .k m  

Обработка в частотной области 

Алгоритм обработки в частотной области [4] следу-
ющий.  

1. Последовательности ( ),q iy t  1, ,q Q  1, ,i n  за-
помненные на промежутке времени наблюдения дли-
тельностью T, подвергаются быстрому преобразованию 
Фурье. В результате в полосе доплеровских частот об-
разуются спектры в виде комплексных последователь-

ностей ( ( )),q дS i  11, ,i n  1 ,n n  1, .q Q   

2. Выделяются спектральные составляющие на 2m̂  

частотах, на которых амплитуды | ( ( )) |q д kS i  превыша-

ют порог обнаружения полезного сигнала во всех Q ка-
налах.  

3. Методом разности фаз arg ( ( )),qk q д kS i    взятых 

на выделенных частотах, находятся оценки угловых ко-

ординат 2 2̂ˆ ,k k   2ˆ1, ,k m  где 2m̂  – оценка числа объ-
ектов, разрешенных по доплеровской частоте. 

Замечание. Если все источники разрешены по до-
плеровской частоте, то точность оценок угловых коорди-
нат, найденных в частотной области, в общем случае 
выше точности оценок, найденных во временной обла-
сти, что обусловлено большей длительностью n частот-
ной последовательности по сравнению с меньшей дли-
тельностью отдельных участков временной последова-
тельности.  

Частотно-временная обработка 

Алгоритм совместной обработки сигналов во вре-
менной и частотной областях следующий. 

1. Принятые сигналы одновременно обрабатываются 
во временной и частотной областях. Результатом обра-

ботки являются оценки угловых координат 1 1̂ˆ , ,k k   

1ˆ1, ,k m  объектов, обнаруженных во временной обла-

сти, и оценки координат 2 2̂ˆ ,k k   2ˆ1, ,k m  объектов, 
обнаруженных в частотной области. 

2. Если 1 2ˆ ˆ ,m m  то берутся оценки, найденные в ча-
стотной области. 

3. Если 1 2ˆ ˆ ,m m  то в упрощенной версии алгоритма 
берутся оценки, найденные во временной области. 
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4. В усложненной версии в случае 1 2ˆ ˆm m  осу-

ществляется классификация оценок 2 2̂ˆ ,k k   2ˆ1, ,k m  

на предмет их соответствия оценкам 1 1̂ˆ , ,k k   1ˆ1, .k m  
Смысл классификации состоит в том, что приоритет 
имеют более точные оценки, найденные в частотной 
области. Но так как их количество 2m̂  в данном случае 

меньше, чем 1m̂  во временной области, то во времен-

ной области следует найти 1 2ˆ ˆm m  оценок угловых ко-
ординат объектов, которые не были обнаружены в ча-
стотной области. Эта стандартная задача классифика-
ции решается на основе критерия близости векторов 
оценок угловых координат с привлечением нормы раз-
ности векторов. 

Замечание. Рассмотренный алгоритм частотно-
временной обработки сигналов и сопутствующие ему 
алгоритмы обработки во временной и частотной обла-
стях следует все же отнести к эвристическим алгорит-
мам, так как они совместно не отвечают единому крите-
рию синтеза. Поэтому эффективность работы алгорит-
мов проверялась компьютерным моделированием. 

Результаты моделирования 

Проводилось компьютерное моделирование трех ал-
горитмов: алгоритма обработки сигналов в частотной 
области, во временной области и частотно-временной 
области. Приемопередающая станция посылала непре-
рывный сигнал в сантиметровом диапазоне длин волн. 
Слежение за объектами осуществлялось в пределах 
круговой диаграммы направленности (ДН) в 02  на 
уровне 0,5 мощности. Параметры АР выбирались как 

3 ,md   0,5гd   при 0,03   м. Принимаемые в АР 

сигналы переводились на промежуточную частоту пf  и 

моделировались с шагом дискретизации п1/ (8 ),t f   

где п 10 кГц.f   Фазовый шум действовал в каждом q-м 

канале по равномерному закону на [0, /10].  
Объекты двигались с близкими скоростями от 10 до 

11 м/с в направлении приемопередающей станции, пер-
воначально удаленной от них на 1 км по радиальной 
дальности, и занимали по отношению к ней положение 

по двум угловым координатам от 029  до 031 .  Сигналы 
от объектов приходили с разной задержкой по времени 
и моделировалось преимущественно плохое разреше-
ние по доплеровской частоте. 

Считалось, что все объекты обнаружены правильно, 
если оценка m̂  числа объектов совпадала с числом m 
моделируемых объектов, оценки угловых координат 
объектов не выходили за пределы ширины ДН, а ошиб-
ки измерения угловой координаты азимута и угла места 

не превышали 01 .   
В табл. 1 − 3 представлены результаты, полученные 

для двух объектов (m = 2) при 5000 реализациях в оди-
наковых условиях моделирования: зависимости средних 
значений [ ]M   и СКО [ ]   случайной величины ,  
имеющей смысл нормы вектора ошибок определения 
угловых координат   и   для обнаруженных объектов, 

а также оценки вероятности P̂  правильного обнаруже-
ния всех объектов от отношения сигнал-шум (аддитив-
ный шум ).qp  Табл. 1 − алгоритм обработки в частотной 
области, табл. 2 − алгоритм обработки во временной об-
ласти, табл. 3 − алгоритм обработки в частотно-
временной области. На рис. 3 показаны зависимости 
оценки вероятности обнаружения одного объекта во вре-
менной области с применением оптимального измерителя 
фазы, обеспечивающего границу точности измерения фа-
зы по неравенству Крамера-Рао [6], и измерителя фазы с 
помощью фильтра Калмана. Сравнение дает возможность 
определить условия применимости алгоритма частотно-
временной обработки на уровне 14 − 20 дБ для обеспече-
ния вероятности обнаружения не ниже 0,8. На рис.4 и 5 
даны графики зависимости оценок вероятности правиль-
ного обнаружения двух и трех объектов от отношения сиг-
нал-шум для всех алгоритмов.  
Таблица 1. Алгоритм обработки в частотной области (m = 2) 

Отношение 
сигнал-шум 

Оценка угловой 
координат объектов 

(в градусах) 

Вероятность 
обнаружения 
всех объектов 

q (дБ) [ ]M   [ ]    
14 0,355 0,129 0,703 
16 0,354 0,128 0,706 
18 0,352 0,127 0,707 
20 0,352 0,126 0,711 

Таблица 2. Алгоритм обработки во временной области (m = 2) 

Отношение 
сигнал-шум 

Оценка угловой коор-
динат объектов (в 

градусах) 

Вероятность 
обнаружения 
всех объектов 

q (дБ) [ ]M   [ ]   P̂  
14 0,605 0,201 0,586 
16 0,560 0,192 0,707 
18 0,507 0,185 0,800 
20 0,461 0,169 0,840 

Таблица 3. Алгоритм обработки  
в частотно-временной области (m = 2) 

Отношение 
сигнал-шум 

Оценка угловой коор-
динат объектов  

(в градусах) 

Вероятность 
обнаружения 
всех объектов 

q (дБ) [ ]M   [ ]   P̂  
14 0,406 0,176 0,877 
16 0,402 0,171 0,917 
18 0,398 0,159 0,939 
20 0,383 0,150 0,958 

 

Видно (табл. 1 − 3) что при близких показателях точности 
правильных оценок алгоритм частотно-временной обработки 
имеет преимущество по вероятности правильного определения 
положения объектов. Рис. 4 − 5 также подтверждают преиму-
щество третьего алгоритма.  

Преимущество временной обработки по сравнению с ча-
стотной по вероятности обнаружения всех объектов при отно-
шении сигнал-шум 20 дБ выражается в повышении вероятности 
с 0,71 до 0,84, а частотно-временной обработки − в повышении 
вероятности с 0,71 до 0,96. 

Оценка сложности и быстродействия алгоритмов 

При обработке в частотной области применялось БПФ, 
сложность которого 2( log ),O n n  где n − число отсчетов сигна-

ла. При обработке во временной области применялся экспо-
ненциальный сглаживающий фильтр для оценивания частоты и 

 

P̂
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Рис. 3. Сравнение с границей Крамера − Рао 

 
Рис. 4.  Зависимости вероятности обнаружения всех  

объектов от отношения сигнал-шум  для двух объектов) 

 
Рис. 5. Зависимости вероятности обнаружения всех  

объектов от отношения сигнал-шум (для трех объектов) 

фильтр Калмана для оценивания фазы. Сложность экспонен-
циального фильтра второго порядка (4 ),O n  сложность филь-
тра Калмана с учетом матричных операций (138 ),O M  где M – 
число отсчетов сигналов для оценки фазы, причем для пред-
варительно сглаженного сигнала достаточно 20.M   В работе 
рассматривалась последовательность отсчетов длительно-
стью n = 3200. 

За счет параллельной обработки радиосигналов в частот-
ной и во временной области в расчете сложности принимается 
наибольшая сложность из двух параллельных операций. В 
табл. 4 показано количество N операций умножения, необхо-
димое для оценивания частоты и фазы. Операции умножения в 
современных процессорах могут быть произведены за не-
сколько тактов. Так, число тактов процессора Intel Core i9-
9900K, 3,6 ГГц, необходимое при выполнении операции умно-
жения 32 разрядных чисел с плавающей запятой, составляет  
2 − 5 тактов. С учетом этого в табл. 4 показано время T (мс), 
необходимое для выполнения операций. 

Расчет показывает двукратное преимущество временной 
обработки в количестве операций по сравнению с частотной 
обработкой. Частотно-временная обработка не имеет такого 
преимущества, так как операции производятся параллельно во 
временной и частотной областях, а оценка затрат дается по 

максиму из двух возможных. Время обработки может быть сни-
жено при использовании специализированных программно-
аппаратных средств (FPGA, ASIC), реализация которых на 
ПЛИС позволит кратно снизить время вычислений. 

Таблица 4. Количество операций и время обработки 

Обработка N  T (мс) 
Частотная  32760 0,0455 
Временная 15560 0,0216 
Частотно-временная  32760 0,0455 

Заключение 
В плане обнаружения нескольких объектов и определения их 

угловых координат в многоканальной доплеровской РЛС рас-
смотрены в сравнении три алгоритма обработки сигналов отра-
жения − обработки во временной области, в частотной области и 
совместной частотно-временной обработки. Для обработки во 
временной области предложен подход к выделению сигналов от 
каждого объекта из смеси сигналов, основанный на экстраполя-
ции первоначально выделенных сигналов, их вычитании из сгла-
женной смеси сигналов и оценивании фазы с помощью фильтра 
Калмана. Для обработки в частотной области рассмотрен из-
вестный подход выделения спектральных составляющих смеси в 
спектрах доплеровских частот с последующим определением 
угловых координат методом разности фаз.  

Для возможности различения объектов, движущихся с близ-
кими векторами скорости и моментами времени прихода сигна-
лов, предложен алгоритм частотно-временной обработки, осно-
ванный на сравнении числа сигналов от объектов, выделенных 
во временной и частотной областях, а также координат объек-
тов. Представленные результаты компьютерного моделирова-
ния показывают преимущество частотно-временного подхода. 
Алгоритм частотно-временной обработки сигналов может найти 
применение в существующих радиосистемах пеленгации дви-
жущихся с близкими скоростями нескольких объектов. Перспек-
тива исследований направлена на изучение технических воз-
можностей применения данного алгоритма как в отдельной 
доплеровской РЛС, так и в полуактивной системе позициониро-
вания приемников [7]. 

Литература 
1. F. Hlawatsch, G. Matz, H. Kirchauer, and W. Kozek. Time-

frequency formulation, design, and implementation of time-varying 
optimal filters for signal estimation, IEEE Trans. Signal Process., 48, 
1417-1432 рр., May 2000. 

2. K. Ghartey, A. Papandreou-Suppappola, and D. Cochran. On 
the Use of Matching Pursuit Time-Frequency Techniques for Multi-
ple-Channel Detection, in Proceedings of the IEEE International 
Conference on Acoustics, Speech and Signal Processing, 5, 3201-
3204, May 2001. 

3. Papandreou-Suppappola, Antonia, Applications in time-
frequency signal processing (Electrical engineering and applied 
signal processing series), New York, 2002, 397 р. 

4. Клочко В.К., Ву Б. Х. Частотно-временная обработка сиг-
налов в доплеровском радиоприемнике. Цифровая обработка 
сигналов. 2023. № 2. С. 15-21. 

5. Клочко В.К., Кузнецов В.П., Ву Ба Хунг. Оценивание па-
раметров радиосигналов от подвижных маловысотных объек-
тов. Вестник Рязанского государственного радиотехнического 
университета. 2022.  Вып. 80. С. 12-23.  

6. Бакулев П.А. Радиолокационные системы. Учебник для 
вузов. Изд. 3-е, перераб. и доп. М.: Радиотехника, 2015. 440 с.  

7. Клочко В.К., Ву Ба Хунг. Обнаружение подвижных источ-
ников системой радиоприемников. Цифровая обработка сигна-
лов. 2022. № 4. С. 50-55. 

 



Цифровая Обработка Сигналов №1/2024 

 
 

49

Отмечается необходимость развития в России аэрокосмиче-
ских систем гиперспектральной съёмки Земли с целью повыше-
ния уровня автоматизации процесса идентификации наблюдае-
мых объектов. На системном уровне рассмотрен видеоинформа-
ционный тракт (СИТ) подобных систем и поставлены задачи, 
вытекающие из его особенностей. Выполнен анализ факторов, 
снижающих качество гиперспектральной информации. Исследо-
ван вопрос сокращения избыточности гиперспектральных изоб-
ражений с использованием реальных материалов съёмки. 

УДК 004.932 

НЕЙРОСЕТЕВАЯ ИДЕНТИФИКАЦИЯ ОБЪЕКТОВ ЗЕМЛИ  
НА ОСНОВЕ ДАННЫХ ОТ СИСТЕМ ГИПЕРСПЕКТРАЛЬНОЙ СЪЁМКИ  
И ЗНАНИЙ ОБ ИХ ВИДЕОИНФОРМАЦИОННОМ ТРАКТЕ 

Еремеев В.А., аспирант, НИИ «Фотон», Рязанский государственный радиотехнический университет  
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NEURAL NETWORK EARTH OBJECT IDENTIFICATION BASED OF HYPERSPECTRAL 
IMAGING SYSTEMS AND KNOWLEDGE ABOUT THEIR VIDIO INFORMATION PATH 

Eremeev V.A., Makarenkov A.A.  
The need for the development of aerospace systems for hyperspectral imaging of the Earth in Russia is noted in order to increase  
the level of automation of the process of identifying observed objects. At the system level, the video information path of such systems  
is considered and tasks arising from its features are posed. An analysis of factors that reduce the quality of hyperspectral information 
was performed. The challenges of reducing the redundancy of hyperspectral images using real survey materials has been studied. 

Key words: remote sensig, hyperspectral images (HSI), radiometric and spectral resolution of HSI, reduction of HSI redun-
dancy, neural network objects identification using HSI.  

 
Ключевые слова: дистанционное зондирова-

ние Земли, гиперспектральные изображения 
(ГСИ), радиометрическое и спектральное разре-
шение ГСИ, сокращение избыточности ГСИ, 
нейросетевая идентификация объектов по ГСИ. 

Введение и постановка задачи 
В последние 20 лет за рубежом активно ведут-

ся работы по созданию аэрокосмических систем 
гиперспектральной съёмки Земли [1-3]. Они позво-
ляют получить десятки и сотни изображений одной и той 
же сцены в очень узких соприкасающихся спектральных 
поддиапазонах, которые в совокупности образуют так 

называемый гиперкуб ( ( , ) ,kB B m n  1, ,k K  1, ,m M

1, ).n N  Каждой точке с фиксированными координата-
ми ,m n const  гиперкуб ставит в соответствие спек-

тральную характеристику ( ( , ),kСХ B m n  1, ),k K  т.е. 
дискретную функцию принятой гиперспектральной ап-
паратурой (ГСА) лучистой энергии в зависимости от 
спектрального поддиапазона 1, .k K  Знание СХ созда-
ёт новые возможности для автоматизации процессов 
распознования наблюдаемых объектов земной поверх-
ности.  

В нашей стране по известным причинам работы в 
данном направлении идут с некоторым отставанием [4-
11]. Тем не менее, делаются активные попытки по иссле-
дованию технологий идентификации объектов Земли по 
данным гиперспектральных съёмок с российских косми-
ческих аппаратов (КА) серии «Ресурс-П».  

Получение знаний о СХ достигается ценой многократ-
ного уменьшения отношения «полезный сигнал / шум» 
изображений гиперкуба. Это связано с расщеплением 
лучистой энергии, поступающей на вход ГСА, на десятки 
и сотни потоков по числу спектральных поддиапазонов 
K  при сохранении уровня шума в каждом ,k м  

1, ,k K  поддиапазоне гиперспектрометра. 

В связи с этим в работе ставятся следующие задачи. 
Первая. Общее формальное представление модели 

видеотракта систем гиперспектральной съёмки Земли и 
определение задач, вытекающих из этой модели.  

Вторая. Анализ радиометрического качества гипер-
спектральной аппаратуры.  

Третья. Исследование вопроса о сокращении избы-
точности данных от ГСА с прицелом на использование 
нейросетевых технологий для идентификации объектов 
на ГСИ. 
Видеоинформационный тракт 

В работах с участием авторов настоящей статьи 
[12,13] определены несколько направлений по исполь-
зованию знаний о сквозном информационном тракте 
(СИТ) систем гиперспектральной съёмки Земли в 
нейросетевых технологиях идентификации объектов 
наблюдаемой сцены. Цель здесь одна – использовать 
имеющиеся знания по передаточным характеристикам 
основных звеньев СИТ для повышения эффективности 
работы нейросетей (НС) – времени их обучения и точ-
ности идентификации заданных объектов.  

Схему СИТ, описанную в [11], можно представить в 
более обобщённом виде как  

,
П О

П П О OЗА А КА
В Н Н BS S S S B       (1) 
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где ,П
BS  ,П

НS  ,О
НS  О

BS  – энергия потоков излучения от 

Солнца, падающих на Землю ( )П  и отражённых в 

направлении на спутник ( ),O  на верхней ( )В  и нижней 

( )Н  границах атмосферы;  

,A  ,З  КА  – коэффициенты спектральной переда-
чи гиперспектральной информации через атмосферу 
( ),A  после отражения от Земли ( )З  и видеотракт ги-

перспектрометра ( ).КА  Здесь ,
П

П Н
А П

В

S
S

   ,
O
Н

З П
Н

S
S

   

,
O

О B
А O

H

S
S

   .КА O
B

B
S

   В результате входная лучистая 

энергия от Солнца ,П
ВS  доходящая до верхней границы 

атмосферы, и B  – гиперкуб на выходе ГСА космическо-
го аппарата определяются как [11]  

( ) .П О П
A З А КА ВB S         (2) 

Если предположить, что свойства атмосферы незна-
чительно изменяются при прохождении излучений, па-
дающего от Солнца ( )П

ВS  и отражённого от Земли 

( ),O
HS  то с точностью до линейного коэффициента :   

2( ) .П
A З КА ВB S         (3) 

Здесь важно отметить: 
1)   определяется углом падения излучения от 

Солнца до наблюдаемого участка Земли и углом отра-
жения от Земли в направлении КА; 

2) A  и КА  – определяют коэффициенты спек-
тральной передачи в однородной среде, т.е. функции от 
длины волны ( )A   и ( );КА    

3) З  и как следствие ,B  – это функции трёх пере-

менных – координат сканируемой точки ( , )x y  и длинны 

волны отражённого от неё излучения .   
Поэтому  

( , , ) ( ) ( , , ),ЗB x y f x y      (4) 

где 2( ) ( ) ( ) ( ).П
А КА Вf S            

Из (4) следует, что процесс формирования гиперку-

ба ( ( , ), 1, )kB B x y k K   определяется произведением 
двух функций, одна из которых зависит только от длины 
волны   (и однозначно связанным индексом ),k  а дру-

гая – от координат сканируемой точки ( , )x y  и длины 

волны .  При использовании логарифмического мас-
штаба (4) можно представить как сумму отмеченных 
компонент:  
ln ( , , ) ln ( ) ln ( , , ).ЗB x y f x y      (5) 

Стоит чисто математическая (статистическая) зада-
ча оценки функций ( )f   и ( , , )З x y   по наборам дан-

ных ( , , ).B x y   

Задачи, вытекающие из модели СИТ 
Из весьма простого формального представления 

СИТ в виде (4) и (5) следуют постановки достаточно 
серьёзных практических задач. 

Задача 1. Оценка коэффициента спектрального от-
ражения ( , , )З x y   в точках с координатами ( , )x y  по 

данным гиперкуба ( , , ),B x y   моделям атмосферы 

( )A   и видеотракта спутника .КА  Это основная зада-
ча, ради которой создаются средства аэрокосмической 
гиперспектральной съёмки Земли.  

Задача 2. Получение новых знаний по атмосфере 
Земли, т.е. о функции ( ).Af   Здесь исходной инфор-
мацией является откалиброванный тракт гиперспектро-
метра ( )КА   и его измерения ( , , ),B x y   а также опор-
ные радиометрические полигоны, определяющие функ-
цию ( , , )З x y   в виде одномерной функции ( ).З    

Задача 3. Полётная калибровка видеотракта гипер-
спектрометра ( )КА   по опорным радиометрическим 
полигонам или участкам Земли с известными коэффи-
циентами спектрального отражения (песчанные пусты-
ни, водные поверхности и т.п.). При этом в качестве 

( )A   используется наиболее совершенная модель 
атмосферы, ориентированная на пространственную 
привязку к полигонам.  

Ниже будет сделан акцент на оценку ( , , ),З x y   т.е. 
на решение задачи 1.  

Анализ радиометрического качества ГСИ 
При решении трёх обозначенных выше задач исход-

ной информацией являются данные по излучению от 
Солнца, пришедшего на верхнюю границу атмосферы 
( ).П

ВS  Модель этого процесса описана аналитически с 
достаточно высокой точностью [19]. Результат прохож-
дения сигналов через СИТ фиксирует гиперспектрометр 
КА в виде гиперкуба .B  Поэтому при решении каждой 
из трёх перечисленных задач принципиально значимым 
вопросом является оценка радиометрического качества 
ГСИ. При предполётных испытаниях ГСА путём подачи 
на её вход лучистой энергии в зависимости от длины 
волны ,  формируется функция ( ),КА   которая уточ-
няется в ходе полетных калибровок по наземным опор-
ным объектам. Главным фактором, снижающим радио-
метрическое качество ГСИ, является наличие трёх ви-
дов шумов: электронного и структурного шума, а также 
шума квантования. Необходимость  рассмотрения их 
влияния на качество ГСИ диктуется принципом форми-
рования гиперкуба, при котором входное для ГСА излу-
чение расщепляется на десятки и сотни потоков, много-
кратно уменьшая полезный сигнал. При этом уровень 
шумов в каждом спектральном канале ГСА остаётся 
неизменным. То есть получение знаний о спектре при-
нятого сигнала достигается ценой снижения отношения 
«полезный сигнал / шум». По физическим соображени-
ям обозначенные три вида шумов можно считать неза-
висимыми между собой и полезным сигналом. Един-
ственным исключением является структурный шум, ко-
торый обусловлен разбросом чувствительностей и тем-
новых сигналов оптоэлектронных сенсоров, входящих в 
ГСА. Однако при вполне определённом геометрическом 
порядке анализа структурного шума и его можно счи-
тать независимым от формируемого сигнала. Кроме 
этого разработаны ряд эффективных методов и алго-
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ритмов его устранения на изображениях [14]. Поэтому 
далее будем считать, что ГСИ представляет собой ад-
дитивную смесь полезного сигнала ( , )kf m n  и шума 

( , ),k m n  где 1,k K  – определяют средние значения 

длин волн ГСА в k -м поддиапазоне, ( , )m n  – дискрет-

ные значения координат ( , ),x y  т.е. номера элементов в 

направлениях осей ( , )x y . 
Рассмотрим корреляционную меру различимости двух 

наборов данных ГСИ, относящихся к двум непересекаю-
щимся участкам наблюдаемой сцены в k -м и s -м спект-
ральных поддиапазонах: ( , ) ( , )k kf m n m n  и ( , )s m n   

( , ).s m n  В качестве меры их близости определим 

коэффициент корреляции ,ks  инвариантный к любым 
линейным преобразованиям сопоставляемых данных:  

2 22 2

( ) ( ) ( ) ( )
,

[( ) ( ) ][( ) ( ) ]

k k s s k k s s
ks

k k k k s s s s

f f

f f

     


     

      


     
 (6) 

где: черта над выражениями означает усреднение по 
координатам ( , ),m n  которые в переменных для просто-
ты не указаны; 

( , )k kf   и ( , )k k   – значения полезного сигнала и 

шума в k -м и s -м, , {1, 2, ..., },k s K  спектральных 
каналах. 

В итоге при статистически представительной выбор-
ке данных, в силу независимости , , ,f     и одинако-
во распределённых шумов ,   с нулевым средним, 
получим   

,
( )( )

k s k s
ks

f k s

f f
D D D D  

 


  


 
 (7) 

где D  – оценки дисперсий полезных сигналов 
( , )f k sD D  и шума .D  Разделив в (7) числитель и зна-

менатель на ,fD D  получим 
*

2 2
,

1
k s

k s

f f 




   


   
 (8) 

где *
k s  – оценка коэффициента корреляции при отсут-

ствии шумов, т.е. в (7) 0D   и * ;k s k s    

  – отношение СКО шума к СКО сигналов, поме-

ченных индексами f  и .  

Рассмотрим квадратную матрицу  
11 21 1
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в которой по горизонтали отложены значения k s  при 

1, ,k K  ,s const  а по вертикали 1, ,s K  .k const  
Для диагональных членов матрицы из (8) следует 
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Для произвольной пары , , {1,2,3,..., },st ts s t K     
*
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Как видим, корреляционные связи между данными  
s -го и k -го каналов ГСА ослабляются в зависимости от 

отношений в них «полезный сигнал / шум» ( ) : чем   
ниже, тем меньше становится корреляционная связь 

.st  В то же время экспирементально установлено, что 
между соседними каналами ГСА существует сильная 
корреляционная связь, что говорит об информационной 
избыточности ГСИ ради достижения более точного 
представления дискретной СХ в каждой точке гиперку-
ба. Поэтому правомерна постановка задачи сокращения 
указанной избыточности.  

Сокращение избыточности ГСИ  
для нейросетевой обработки  

ГСИ даёт уникальную возможность привлечения 
нейронных сетей для создания эффективных техноло-
гий идентификации объектов наблюдаемой сцены. Од-
нако информационный объём ГСИ линейно увеличива-
ется с ростом числа спектральных поддиапазонов .K  
Возникает проблема сокращения информационной ём-
кости ГСИ.  

Очевидным решением этого вопроса является ис-
пользование метода главных компонент (МГК) [15]. МГК 
основан на формировании ортогонального базиса, в 
котором обрабатываемые данные обладают макси-
мальной дисперсией. Базис формируется так, что дан-
ные по его осям ранжированы по мере убывания дис-
персии. Этот факт позволяет выбрать для последующей 
обработки первые ( )L L K  – главных компонент, со-
держащих наибольшую часть полезной информации. 
При этом при наличии шума МГК выполняет роль филь-
тра, так как отношение «полезный сигнал / шум» также 
убывает с ростом номера главной компоненты.  

При использовании МГК для предобработки данных, 
использующихся в системах принятия решений с учителем 
(к которым относятся нейросетевые методы обработки), 
требуется учитывать важную особенность: при обработке 
с помощью МГК каждого изображения будет сформирован 
свой базис и данные спроецированы на него. Так как обу-
чающая выборка обычно формируется из множества 
изображений, то данные различных изображений оказы-
ваются в отличающихся системах координат (в отличии, от 
исходной единой системы координат: номер канала – яр-
кость). Для устранения этого эффекта базис МГК должен 
быть рассчитан для всей обучающей выборки. 

При использовании нейросетевых методов для обра-
ботки гиперспектральных данных особенно актуально 
сокращение размерности, так как её рост приводит к уве-
личению числа неизвестных «весов» нейросети. Это в 
свою очередь, требует существенного увеличения обу-
чающей выборки, формирование которой является тру-
доемким и зачастую неопределенным процессом (по-
скольку она обычно формируется экспертным методом). 

Для экспериментальных исследований по решению 
задачи идентификации объектов по данным гиперспек-
тральной съемки привлечена видеоинформация от ги-



 

 
 
52 

перспектральной аппаратуры космической системы (КС) 
«Ресурс-П», а также  авиационного датчика «AVIRIS» 
(открытый набор данных «Salinas» [16]). При этом из 
набора данных «Salinas» использованы данные в спек-
тральном диапазоне (400 – 1000 нм), соответствующим 
ГСА КС «Ресурс-П».  

В качестве архитектуры сверточной нейронной сети 
(СНС) использовалась сеть, приведенная в [17], допол-
ненная слоем «batch normalization» перед слоем «dense». 

На рис. 1, 2 представлены результаты нейросетевой 
обработки ГСИ от «Salinas» и «Ресурс-П» для различного 
числа компонент, обрабатываемых СНС.  

Для оценки точности идентификации объектов ис-
пользовалась F-мера [18]. В табл.1 и табл. 2 представле-
ны вычисленные значения F-меры при различном числе 
компонент .L  

Исходя из полученных оценок, можно сделать вывод 
о том, что 10 первых компонент достаточно для эффек-
тивного обучения СНС на используемых наборах данных. 
Дополнительный анализ показал, что более высокие по-
казатели F-меры по данным ГСИ «Salinas» объясняется 
меньшим уровнем шумов, чем у ГСИ «Ресурс-П».  

На рис. 3 представлено сравнение F-меры в зависи-
мости от способа вычисления базиса МГК для ГСИ от 
«Ресурс-П». Для этого эксперимента исходное ГСИ 
предварительно разделено на части для обучения и те-
стирования. В первом случае базис для преобразования 
вычислялся по всему исходному ГСИ. В другом случае, 
расчёт базиса МГК для обучения СНС осуществляется 
исключительно по выборке для обучения. При тестиро-
вании СНС расчёт базиса производился на основе тесто-
вой части ГСИ.   

 
 а) б) в) г) д) е) ж) 

Рис. 1. Результаты нейросетевой обработки ГСИ от «Salinas» для различного числа компонент,  
обрабатываемых СНС: (а) – ГСИ (синтез RGB), (б) – эталон, (в) – 3, (г) – 5, (д) – 7, (е) – 10, (ж) – 20 

 
 а) б) в) г) 

 
 д) е) ж) 

Рис. 2. Результаты нейросетевой обработки ГСИ от «Ресурс-П» для различного числа компонент, обрабатываемых СНС:  
(а) – ГСИ (синтез RGB), (б) – эталон, (в) – 3, (г) – 5 , (д) – 7, (е) – 10, (ж) – 20 
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Таблица 1. F-мера для различного числа обрабатываемых 
компонент (ГСИ от «Salinas») 

Класс/Число 
компонент 3 5 7 10 20 

Брокколи 0.77 0.93 1.00 1.00 1.00 

Пары 0.87 0.95 1.00 1.00 1.00 

Пары (вспашка) 0.97 0.97 1.00 1.00 1.00 

Жнивьё 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 

Сельдерей 0.98 1.00 1.00 1.00 1.00 

Стареющая пшеница 
с зелеными сорняками 0.97 0.99 1.00 1.00 1.00 

Салат ромэн 0.84 0.99 1.00 1.00 1.00 
Таблица 2. F-мера для различного числа обрабатываемых 

компонент (ГСИ от «Ресурс-П) 
Класс/Число 
компонент 3 5 7 10 20 

Глубокая вода 0.99 0.99 0.99 0.99 1.00 

Мелкая вода 0.78 0.86 0.87 0.87 0.91 

Растительность 0.82 0.91 0.92 0.92 0.94 

Почва 0.92 0.93 0.95 0.95 0.96 

Дороги 0.82 0.85 0.86 0.88 0.91 

Застройка 0.77 0.81 0.85 0.86 0.90 

 
Рис. 3. Сравнение F-меры в зависимости от способа  

вычисления базиса МГК для ГСИ от «Ресурс-П» 

На основе результатов эксперимента можно сделать 
вывод о том, что  способ расчёта базиса МГК на основе 
всей выборки ГСИ более эффективен. Единый базис 
позволяет предоставить данные для СНС в единой си-
стеме координат и зафиксировать результирующий базис 
преобразования. 

Заключение 

По результатам проведённых исследований можно 
сделать следующие выводы. 

1. Выполнен анализ СИТ аэрокосмических систем ги-
перспектральной съёмки Земли. Формально СИТ пред-

ставлен в виде произведения или суммы двух функций: 
трёхмерной функции от координат и длины волны излу-
чения, отраженного от каждой точки Земли, и одномер-
ной функции спектральной передачи излучения во всех 
звеньях тракта. Поставлена чисто математическая зада-
ча оценки этих функций.  

2. По результатам формального представления СИТ 
определены практически важные задачи – это оценка 
коэффициента спектрального отражения точек Земли, 
учточнение  спектральных коэффициентов передачи ат-
мосферы и видеотракта гиперспетрометра в процессе 
его лётной эксплуатации.  

3. Выполнен анализ радиометрического качества ги-
перспектрометра и сокращения избыточности его выход-
ной информации с прицелом на использование нейросе-
тевых технологий для идентификции объектов наблюда-
емой сцены. Проведены экспирементальные исследова-
ния с использованием данных от гиперспектрометров, 
устанавленных на авиационную систему «AVIRIS» и кос-
мическую российскую систему «Ресурс-П». Получены 
численные оценки эффективности нейросетевой иден-
тификации объектов на гиперспектральных снимках и 
эффекта от сокращения избыточности по методу глав-
ных компонент.  
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Рассмотрена разработка математического обеспечения для 
восстановления численных значений отсчетов дискретной после-
довательности равномерно дискретизированного непрерывного во 
времени сигнала. Разработка осуществлена на основе аппроксима-
ционного метода и построения системы базисных полиномов дис-
кретного аргумента. Система базисных полиномов строится в 
зависимости от порядка аппроксимирующей модели с учетом того, 
что каждый последующий полином должен быть ортогональным с 
двумя предыдущими полиномами. Полученное математическое ре-
шение сокращает объем вычислительных процедур в два раза по 
отношению к количеству подлежащих восстановлению отсчетов 
последовательности. Это достигается за счет возможности в 
процессе восстановления проблемного участка последовательно-
сти осуществлять вычисление оценок значений отсчетов одно-
временно как вперед, так и назад. Практическим результатом 
стала разработка алгоритмического обеспечения. Оно реализовано 
в виде функционально завершенного программного модуля. Данный 
модуль разработан в соответствии с нормативными требования-
ми, предъявляемыми к проектированию программных компонент, 
влияющих на точностные характеристики вычислительных проце-
дур. Модуль предназначен для работы в режиме асинхронного 
управления без прерывания выполнения основной прикладной про-
граммы, осуществляющей обработку сигнала. Численные экспери-
менты по оценке метрологических и функциональных возможно-
стей алгоритмического обеспечения и программного модуля прово-
дились с использованием имитационного моделирования. Резуль-
таты экспериментов показали, что восстановление отсчетов 
осуществляется с достаточно низкой погрешностью. 

УДК 004.056.3 

ВОССТАНОВЛЕНИЕ ДИСКРЕТНОЙ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ СИГНАЛА  
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ СИСТЕМЫ ОРТОГОНАЛЬНЫХ ПОЛИНОМОВ  
ДИСКРЕТНОГО АРГУМЕНТА 

Якимов В.Н., д.т.н., профессор Самарского государственного технического университета,  
e-mail: yvnr@hotmail.com 

RECOVERY OF A DISCRETE TIME SIGNAL USING  
AN ORTHOGONAL POLYNOMIALS SYSTEM OF A DISCRETE ARGUMENT 

Yakimov V.N. 
The article discusses the development of mathematical software for recovery the numerical values of samples of a discrete sequence of 
a uniformly sampled continuous signal in time. The development was carried out on the basis of the approximation method and the 
construction of a basic polynomials system for a discrete argument. The basic polynomials system is constructed depending on the or-
der of the approximating model, taking into account the fact that each subsequent polynomial must be orthogonal with the two previous 
polynomials. The resulting mathematical solution reduces the amount of computational procedures by half in relation to the number of 
sequence samples to be recovery. This is achieved due to the possibility of calculating estimates of the values of the samples simulta-
neously both forward and backward in the process of recovery the problem section of the sequence. The practical result was the devel-
opment of algorithmic support. It is implemented as a functionally complete software module. This module was developed in accord-
ance with regulatory requirements for the development of software components that affect the accuracy characteristics of computing 
procedures. The module is designed to operate in asynchronous control mode without interrupting the execution of the main application 
program that performs the current signal processing. Numerical experiments to evaluate the metrological and functional capabilities of 
the developed algorithmic support and software module were carried out using simulation modeling. The results of numerical experi-
ments have shown that the recovery of the samples is carried out with a fairly low error. 

Key words: discrete time signal, sampled sequence, signal recovery, approximation, polynomial. 
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Введение 

В процессе цифровой обработки сигнала од-
ной из актуальных задач является восстановле-
ние утраченных значений отсчетов его дискрет-
ной последовательности. В частности, решение 
такой задачи представляет особый интерес при 
обработке сигналов в радиолокации, вибродиа-
гностике, системах беспроводной передачи дан-
ных, в ходе анализа речевых сигналов и т.п. [1-3]. 

Утрата значений отсчетов дискретной после-
довательности сигнала может произойти по тех-
ническим причинам их источников или средств 
принимающей стороны. Это также может быть 
обусловлено внешними воздействиями на сиг-
нал при его передаче [4-6]. Эффект краткосроч-
ного дрожания импульсов тактовой частоты син-
хронизирующих устройств может привести к 
неравномерности временной сетки формирова-
ния отсчетов на отдельных участках дискретной 
последовательности [7, 8]. В отдельных случаях 
преднамеренно осуществляется нерегулярное 
формирование дискретной последовательности 
[9-15]. Неравномерность представления сигнала 
в дискретном виде может иметь место в высоко-
скоростных многоканальных системах цифровой 
обработки сигналов. Это может происходить на 
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участках объединения выборок, формируемых несколь-
кими параллельно работающими низкоскоростными 
аналого-цифровыми преобразователями [16, 17]. 

Утрата значений отсчетов приводит к необходимости 
восстановления (реконструкции во времени) дискретной 
последовательности сигнала. В случае наличия не-
большого числа утраченных отсчетов они могут быть 
заменены отсчетами с нулевыми или усредненными 
значениями. Это снижает вероятность грубых ошибок. 
Тем не менее, при анализе коротких выборок результи-
рующая погрешность может превысить допустимую по-
грешность цифровой обработки сигнала. Прежде всего, 
это может отрицательно отразится на погрешности от 
смещенности конечного результата. С целью обеспече-
ния более эффективных результатов восстановления 
дискретной последовательности активно разрабатыва-
ются специальные методы [18-26]. В общем случае ос-
нову этих методов составляют частотно-временное 
преобразование или разложение во временные ряды. В 
первом случае восстановление сигнала основано на 
применении различных адаптивных ядер. Однако такой 
подход может негативно повлиять на форму спектраль-
ного представления анализируемого сигнала. Во втором 
случае восстановление дискретной последовательно-
сти осуществляется на основе аппроксимативного под-
хода. Он обеспечивает хорошую сходимость процедур 
восстановления во временной области. Однако вычис-
лительная эффективность алгоритмов, реализующих 
данный подход, может снижаться с увеличением числа 
восстанавливаемых отсчетов. Следствием этого может 
стать снижение эффективности восстановления значе-
ний отсчетов в реальном режиме цифровой обработки 
сигнала. 

Таким образом, актуальной задачей является раз-
работка математического обеспечения, позволяющего 
реализовать алгоритмы с повышенной вычислительной 
эффективностью восстановления дискретных последо-
вательностей сигналов. Это позволит расширить об-
ласть применения таких алгоритмов в процессе цифро-
вой обработки сигналов. 
Предлагаемый подход к восстановление 
дискретной последовательности сигнала  
с использованием системы ортогональных 
полиномов дискретного аргумента 

Задачу восстановления дискретной последователь-
ности отсчетов ix  будем решать исходя из того, что 

исходный непрерывный сигнал ( )x t  является стацио-
нарным или хотя бы квазистационарным. Выполнение 
условия квазистационарности позволяет учесть также 
те сигналы, для которых частотно-временные характе-
ристики можно считать неизменными в пределах интер-
вала времени их наблюдения. 

Пусть дискретизация сигнала ( )x t  осуществлена с 
частотой заданной согласно теореме Котельникова. 
Допустим, что для [0; ]i   и [ 1; 1]i M N     от-

счеты ix  получены без искажения временной сетки, и 

их значения известны точно. Значения M отсчетов ix  

для [ 1; ]i M     образуют проблемный участок. 
Они могут быть искажены, утрачены или не соответ-
ствовать равномерной временной сетке. В любом слу-
чае в процессе обработки последовательности значе-
ния этих отсчетов должны быть восстановлены. 

Будем восстанавливать значения отсчетов ix  для 
[ 1; ]i M     по предыдущим [ 1; ]i L     и по-

следующим значениям отсчетов [ 1;i M    
],M L    где значение L должно удовлетворять 

условиям 1 0L     и 1.M L N      Для вычис-
ления оценок значений отсчетов исходной последова-
тельности будем использовать модель: 

0

ˆ ( ),
p

ix a P i 
 

   (1) 

где ( )P i  – полином порядка   дискретного аргумента 

,i  a  – весовые коэффициенты; p – порядок модели. 

Построение модели (1) осуществим на основе кри-
терия минимума квадратической погрешности: 

2
2

0

ˆ( ) ( ) min
p

p i i i
i i

x x a P i x 





 
     

 
   ,  (2) 

где [ 1; ]i L     и [ 1; ].i M M L       
Вычислим частные производные первого порядка 

/ ,p na   где 0,1,2,3,..., ,n p  и приравняем их нулю. 

Тогда получаем, что p  будет минимальной, если зна-

чения a  будут находиться из решения системы урав-
нений: 

0
( ) ( ) ( ),

p

n i n
i i

a P i P i x P i 
 

    0,1,2,...n p .  (3) 

Будем использовать ортогональные полиномы, т.е. 
они будут удовлетворять условию: 

( ) ( ) 0,n
i

P i P i   если .n  .   (4) 

С учетом (4) из (3) получаем: 

2

( )
,

( )

i
i

i

x P i
a

P i










 0,1,2,... .p  .    (5) 

Также с учетом (4) будем иметь: 

2 2 2

0
( ).

p

p i
i i

x a P i 





     (6) 

Ортогональные полиномы ( )P i  будем строить со-
гласно следующему правилу: 

0 1 1

1 2 2

( ) 1;    ( ) ;
...

( ) ( ) ( ) ( ),   где  2,3,...

P i P i i

P i i P i P i    



    

  


    

  (7) 

Для полинома 0 ( ) 1P i   будет выполняться следую-
щее равенство: 

0
0 0 0( 1) ( ) ( 1) ( ).P i M P i P i            (8) 

Значения величин   и 2   определим из (4). Это 

условие для полинома ( )P i  порядка   будет выпол-
нено для всех 0,1,2,... ,n p  если оно будет выполнено 
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для 1n    и 2,n    т.е. полином ( )P i  должен 
быть ортогональным с двумя предыдущими. 

Принимая во внимание, что 0 ( ) 1P i   имеем: 

1 0 1 1( ) ( ) ( ) (2 1 2 ) 0.
i i

P i P i i L M            (9) 

Из (9) получаем: 
1 (2 1) / 2.M     (10) 

Тогда полином первого порядка примет вид: 
1( ) (2 1) / 2.P i i M     (11) 

Полинома первого порядка (11) обладает следую-
щими свойствами: 

1( ) ( ( 1) / 2)P i i M       и 

1( 1) ( ( 1) / 2).P i M i M         (12) 
Из (12) следует, что 

1
1 1( 1) ( 1) ( ).P i M P i          (13) 

Полином порядка 2   должен быть ортогональным 
с полиномами, порядок которых равен 2   и 1.   
Согласно (4) он должен удовлетворять условиям: 

2( ) ( ) 0
i

P i P i     и 1( ) ( ) 0.
i

P i P i        (14) 

Условия (14) с учетом (7) примет вид: 
2

1 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0,
i i

i P i P i P i             (15) 

2
1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) 0.

i i
i P i P i P i             (16) 

Полиномы 1( )P i   и 2 ( )P i   ортогональны между со-
бой. Принимая это во внимание, а также то, что в (15) и 
(16) [ 1; ]i L     и [ 1; ],i M M L       получа-
ем соотношения для построения полиномов произволь-
ного порядка: 
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.
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i
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i

P i P i M

P i P i M

 
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 

 

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

 


 

 


    


    




  (18) 

Для полинома второго порядка с учетом (8) и (13) 
получаем: 

2 (2 1) / 2,M      (19) 
1

2
1

0
0 1

2
0

0

( 1)
.

( 1)

L

i
L

i

P i M

P i M













  


  




 (20) 

Сопоставляя (10) и (19) между собой, приходим к 
выводу, что 2 1.   Тогда с учетом (11) полином вто-
рого порядка будет иметь вид: 

2
2 1 0 0( ) ( ) ( ).P i P i P i     (21) 

Исходя из (8) и (13) для полинома второго порядка 
будет справедливо соотношение: 

  2
2 21 ( 1) ( ).P i M P i           (22) 

Принимая во внимание (8), (13) и (22), для полинома 
третьего порядка будем иметь: 

3 (2 1) / 2,M      (23) 
1

2
2

0
1 1

2
1

0

( 1)
.

( 1)

L

i
L

i

P i M

P i M













  


  




  (24) 

Полином третьего порядка определяется соотноше-
нием: 

3 1 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ).P i P i P i P i     (25) 

Как и полиномы 0 ( ),P i  1( )P i  и 2 ( )P i  полином третье-
го порядка обладает свойством: 

3
3 3( 1) ( 1) ( ).P i M P i           (26) 

Осуществляя процедуру определения ортогональ-
ных полиномов последующих порядков, получаем си-
стему для их построения: 

0 1

1 1 2 2

( ) 1;    ( ) (2 1) / 2;
...

( ) ( ) ( ) ( ),   где  2,3,...

P i P i i M

P i P i P i P i   



   

    


   

 (27) 

где 

2 1 2/ ,A A       
1

2

0

( 1).
L

i
A P i M  





       (28) 

Полином порядка ν обладает свойством: 
( 1) ( 1) ( ).P i M P i

           (29) 
Принимая во внимание (29), можно записать: 

1
2

0

( ).
L

i
A P i  





     (30) 

Теперь, после того как рассмотрена система постро-
ения ортогональных полиномов, вернемся к соотноше-
ниям (5) и (6). С учетом (27) получаем: 

1

1
0

1 ( ( 1) ) ( 1),
2

L

i M i
i

a x x P i M
A


   






   


       

0,1, 2,..., ;p   (31) 
1

2 2 2
1

0 0
( ) 2 .

pL

p i i M
i

x x a A   





   
 

     (32) 

Соотношение (31) определяет процедуру вычисле-
ния весовых коэффициентов a  модели (1), а соотно-
шение (32) определяет значение квадратической по-
грешности результатов восстановления в зависимости 
от порядка модели p. 

Рассмотрим упрощение вычисления весовых коэф-
фициентов .a  Введем обозначение: 

( ) ( 1).B i P i M       (33) 

Для вычисления этих полиномов будем иметь си-
стему: 

0 1

1 1 1 2 2

( ) 1;    ( ) (2 1) / 2;
...

( ) ( ) ( ) ( / ) ( ),
где  2,3,..

B i B i i M

B i i B i A A B i    
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  (34) 

В (34) имеем: 
1
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i
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   (35) 
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Тогда (31) примет вид: 
1

1
0

1 ( ( 1) ) ( ),
2

L

i M i
i

a x x B i
A


   





   


     

0,1, 2,..., .p    (36) 
Согласно модели (1) необходимо оценить значения 

ix  для [ 1; ].i M     Отсюда следует, что эту мо-
дель можно представить в следующем виде: 

0

ˆ ( ),
p

ix a P i  





   1,2,3,..., .i M    (37) 

Введем обозначение: 
( ) ( ).D i P i      (38) 

Вычисление полиномов ( )D j  может быть осу-
ществлено следующим образом: 

0 1

1 1 1 2 2

( ) 1;    ( ) ( 1) / 2;
...

( ) ( ) ( ) ( / ) ( ),
где  2,3,...

D i D i i M

D i D i D i A A D i    


   

   


  
 

  (39) 

Тогда получаем: 

0

ˆ ( ),
p

ix a D i  





  1,2,3,..., .i M  (40) 

Для полиномов ( )D i  и ( )B i  справедливы соотно-
шения: 

( ) ( 1) ( );
( ) ( 1);
( 1) ( );
( 1 ) ( 1) ( ).

D i B i
D i B i M
D i M B i
D M i D i


 

 

 


 

   
   


  
    

 (41) 

Модель восстановления значений отсчетов ˆ ,ix  со-

гласно (40), требует вычисления значений полинома 
( )D j  для 1, 2,3,..., .j M  Принимая во внимание (41) 

число таких вычислений можно уменьшить в два раза.  
Сделаем тождественную замену 1 .i M i    С уче-

том (41) получаем: 

1
0

ˆ ( 1) ( ).
p

M ix a D i
  


  



    (42) 

Рассмотрим (42) как результат суммирования про-
межуточных сумм для четных и нечетных значений ин-
декса ν. В соответствии с этим введем обозначения: 

2 2( ) ( )G i a D i 


  и 2 1 2 1( ) ( ).Q i a D i 


    (43) 

Будем вычислять ( )G i  и ( )Q i  для 1,2,3,..., .i L  

При этом / 2,L M  если M четное число. В противном 

случае [ / 2] 1,L M   где [ / 2]M  целая часть резуль-

тата / 2.M  Тогда (40) и (42) соответственно примут 
вид: 
ˆ ( ) ( ),jx G j Q j     (44) 

1ˆ ( ) ( ).M jx G j Q j        (45) 

Согласно (44), вычисляем 1ˆ ,x  2ˆ ,...,x ˆ .Lx  В свою 

очередь 1ˆ ,Lx   2ˆ ˆ,...,L Mx x     вычисляем в соответ-

ствии с (45). Таким образом, получаем, что соотноше-
ния (44) и (45) сокращают объем вычислительных про-

цедур в два раза по сравнению с (37). 

Результаты численных экспериментов 
На основе рассмотренной системы ортогональных 

полиномов ( )P i  и полученного решения для вычисле-

ния весовых коэффициентов ,a  с учетом соотношений 
(44) и (45), разработано алгоритмическое обеспечение 
для вычисления оценок утраченных значений отсчетов 
дискретной последовательности. Данное алгоритмиче-
ское обеспечение реализовано в виде программного 
модуля согласно нормативным требованиям, предъяв-
ляемым к разработке программных компонент, влияю-
щих на точностные характеристики вычислительных 
процедур [27-29]. Модуль предназначен для использо-
вания в составе метрологически значимой части про-
граммного обеспечения цифровой обработки сигнала. 
Функциональным назначением модуля является вычис-
ление оценок отсчетов в режиме асинхронного управ-
ления без прерывания выполнения основной приклад-
ной программы. Численные эксперименты по исследо-
ванию функциональных возможностей модуля проводи-
лись на основе имитационного моделирования дискрет-
ной последовательности сигнала с проблемными участ-
ками отсчетов [30]. В качестве реализации исходного 
непрерывного сигнала использовалась модель следу-
ющего вида: 

1

( ) cos(2 ) .
K

k k k
k

x t A πf t  


     (46) 

В (46) значения амплитуд kA  и частот kf  задава-
лись в пределах от нуля до единицы. Они интерпрети-
ровались как нормированные соответственно по отно-
шению к наибольшей амплитуде и частоте гармоник, 
присутствующих в составе модели сигнала. Интерпре-
тация частот и амплитуд как нормированных объясня-
ется тем, что такой подход позволяет оценить возмож-
ности алгоритма восстановления в зависимости от со-
отношения их значений в составе сигнала. Значения 
начальных фаз k  изменялись в пределах от   до 
  и задавались в соответствии с равномерным зако-

ном распределения. 
Одна из реализаций модели сигнала содержала 

семь гармонических компонент, значения амплитуд, 
частот и начальных фаз которых приведены в табл. 1. 
Таблица 1. Значения ,kA  kf  и k  гармонических компонент 

k kA  kf  k  
1 0,15 0,1 -1,185905 
2 0,3 0,25 -1,210170 
3 0,5 0,35 0,054345 
4 1,0 0,5 -1,269063 
5 0,7 0,75 0,986344 
6 0,35 0,85 0,564374 
7 0,1 1 -0,548928 

В процессе проведения экспериментов, прежде все-
го, исследовалась способность алгоритма осуществлять 
восстановление значений отсчетов, когда форми- 
рование последовательности осуществлялось с пре-
дельно низкой частотой дискретизации. Для приведен-
ного в табл. 1 гармонического состава модели сигнала 
наибольшую  нормированную  частоту  равную  единице  
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имеет компонента под номером семь. Согласно теоре-
ме Котельникова, предельно низкая частота дискрети-
зации была равна 52 2,sF f   т.е. интервал дискрети-

зации был равен 0,5.t   
В частности, двадцать отсчетов последовательности 

с индексами [322;  341]i  рассматривались в качестве 

утраченных. В соответствии с этим имеем 321   и 
20.M   На рис. 1 приведен фрагмент дискретной после-

довательности с учетом места нахождения участка этих 
отсчетов. В табл. 2 представлены результаты численных 
экспериментов по восстановлению проблемного участка. 
Порядок модели восстановления p был равен десяти и 
пятнадцати. Относительная погрешность восстановления 
значений отсчетов вычислялась согласно соотношению 

ˆ( ) ,x
m m m mx x x          где 1,2,3.,..., .m M  Ее зна-

чения находятся на достаточно низком уровне в преде-
лах всего восстанавливаемого участка. Вместе с этим 
вычислялись среднеквадратическая погрешность 

2
MSE 

1

1 ˆ( )
M

x
m m

m

x x
M    



   и средняя абсолютная 

погрешность MAE 
1

1 ˆ| |.
M

x
m m

m
x x

M    


   Значения этих 

погрешностей также приведены в табл. 2. Они практи-
чески не превышают значения 0,01. 

Таким образом, результаты численных эксперимен-
тов показывают, что практическая реализация разрабо-
танного математического обеспечения позволяет осу-

ществлять восстановление утраченных значений отсче-
тов дискретной последовательности сигнала с доста-
точно низкой погрешностью. 

 
Рис. 1. Фрагмент последовательности  

с проблемным участком 

Заключение 

В статье рассмотрена задача восстановления чис-
ленных значений отсчетов на проблемных участках 
дискретной последовательности. Задача решалась ис-
ходя из того, что дискретная последовательность была 
получена в результате равномерной дискретизации не-
прерывного сигнала. Предполагается, что сигнал удо-
влетворяет условию стационарности или хотя бы дол-
жен быть квазистационарным на интервале времени его 
анализа. Разработка математического обеспечения для 
восстановления значений отсчетов сигнала осуществ-
лена на  основе аппроксимационного  метода и построе- 

Таблица 2. Результаты восстановления значений отсчетов 

m i m   mx  
Порядок модели 

p = 10 p = 15 
ˆ mx  x

m   ˆ mx  x
m   

1 322 0,8017 0,8144 0,0159 0,8077 0,0075 
2 323 0,8360 0,8227 -0,0159 0,8275 -0,0102 
3 324 -2,1218 -2,1104 -0,0054 -2,1072 -0,0069 
4 325 0,6767 0,6686 -0,0119 0,6640 -0,0187 
5 326 1,1902 1,1886 -0,0013 1,1851 -0,0043 
6 327 -0,4410 -0,4445 0,0079 -0,4470 0,0137 
7 328 -0,2645 -0,2595 -0,0190 -0,2531 -0,0431 
8 329 -0,1937 -0,1792 -0,0748 -0,1892 -0,0234 
9 330 0,5578 0,5631 0,0096 0,5588 0,0018 

10 331 0,2781 0,2700 -0,0291 0,2726 -0,0199 
11 332 -0,5900 -0,5878 -0,0038 -0,5858 -0,0072 
12 333 0,9066 0,9052 -0,0015 0,9048 -0,0019 
13 334 1,3875 1,3903 0,0020 1,3883 0,0006 
14 335 -1,5561 -1,5645 0,0054 -1,5612 0,0033 
15 336 -1,4902 -1,4857 -0,0030 -1,4822 -0,0054 
16 337 0,2288 0,2242 -0,0202 0,2235 -0,0233 
17 338 0,5473 0,5552 0,0144 0,5492 0,0036 
18 339 1,2982 1,2843 -0,0107 1,2870 -0,0087 
19 340 -1,6635 -1,6566 -0,0042 -1,6505 -0,0078 
20 341 0,0733 0,0716 -0,0233 0,0730 -0,0038 

x
 MSE  0,008104 0,007636 

x
 MAE  0,007636 0,006353 
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ния системы базисных полиномов. При этом построение 
системы базисных полиномов осуществляется в зави-
симости от порядка аппроксимирующей модели с уче-
том того, что каждый последующий полином должен 
быть ортогональным с двумя предыдущими полинома-
ми. Полученное математическое решение сокращает 
объем вычислительных процедур в два раза за счет 
возможности в процессе восстановления проблемного 
участка вычислять оценки значений отсчетов одновре-
менно как вперед, так и назад. Практическим результа-
том стала разработка алгоритмического обеспечения и 
его реализация в виде функционально завершенного 
программного модуля для вычисления оценок утрачен-
ных значений отсчетов дискретной последовательно-
сти. Модуль адаптирован для работы в режиме асин-
хронного управления в составе прикладного метрологи-
чески значимого программного обеспечения, осуществ-
ляющего цифровую обработку сигнала [31-34]. Числен-
ные эксперименты по оценке метрологических и функ-
циональных возможностей разработанного алгоритми-
ческого обеспечения и программного модуля проводи-
лись с использованием имитационного моделирования. 
Результаты экспериментов показали, что восстановле-
ние отсчетов осуществляется с достаточно низкой по-
грешностью. 
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Речные  информационные  службы  (РИС)  на  внутренних  водных 
путях (ВВП) России предназначены для обеспечения безопасного и эко-
номически эффективного судоходства путем предоставления судово-
дителям, судовладельцам и Администрациям бассейнов внутренних 
водных путей стандартного набора информационных услуг. Одним из 
условий технической реализации концепции РИС является покрытие 
внутренних водных путей сплошным полем дифференциальной по-
правки, для создания которого требуется построение оптимальной 
топологии сети контрольно-корректирующих станций (ККС) локаль-
ных дифференциальных подсистем (ЛДПС) ГНСС ГЛОНАСС. Для её 
построения необходимо в том числе учитывать факторы, влияющие 
на дальность действия ККС. В данной работе рассмотрен один из та-
ких факторов – это шумовые помехи различной природы. Представле-
на методология расчета дальности действия ККС. Продемонстриро-
ван подход, учитывающий зависимости напряженности поля различных 
видов шумов от частоты, с помощью которого становится возмож-
ным упростить алгоритм расчета дальности действия ККС. Отмече-
но, что при реализации представленного алгоритма особую слож-
ность представляет определение функции ослабления. Приведен при-
мер применения разработанного алгоритма при расчете зон действия 
сети ККС в районе Красноярска в бассейне Енисея. В результате пред-
ставленная методология расчета дальности действия ККС с учетом 
шумовых помех различной природы позволяет оптимизировать топо-
логию поля дифференциальной поправки при построении телекомму-
никационной системы распространения и контроля корректирующей 
   информации. 
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METHODOLOGY FOR OPTIMIZING THE TOPOLOGY  
OF THE DIFFERENTIAL CORRECTION FIELD WHEN CONSTRUCTING A NETWORK  
OF REFERENCE INTEGRITY MONITORING STATIONS 

Shakhnov S.F., Smolentsev S.V., Butsanets A.A., Ivanova A.A. 
River information services (RIS) on inland waterways (IWW) of Russia are designed to ensure safe and cost-effective navigation by 
providing navigators, shipowners and inland waterway basins Administrations with a standard set of information services. One of the 
conditions for the technical implementation of the RIS concept is the coverage of inland waterways with a continuous differential cor-
rection field, the creation of which requires the construction of an optimal topology of a network of reference integrity monitoring sta-
tions (RS) of local differential subsystems (LDSS) of GNSS GLONASS. To build it, it is also necessary to take into account factors 
affecting the reference stations range. One of these factors, namely, noises of various natures is examined in the paper. A method-
ology for calculating the reference stations range is presented. An approach that takes into account the dependences of the electric-
field strength on frequency for various types of noises has been demonstrated. Using the approach it becomes possible to simplify 
the algorithm for calculating the reference stations range. It is noted that when implementing the presented algorithm, it is particular-
ly difficult to determine an attenuation function. An example of the application of the developed algorithm in calculating the coverage 
areas of the reference integrity monitoring stations network in the Krasnoyarsk region in the Yenisei basin is given. As a result, the 
presented methodology for calculating the reference integrity monitoring stations range, taking into account noises of various na-
tures, makes it possible to optimize the topology of the differential field when constructing a telecommunication system for distrib-
uting and monitoring corrective information. 

Key word: River information services, RIS, differential correction, control and correction station, reference station, 
reference integrity monitoring station, system for distributing and monitoring corrective information, calculation algo-
rithm, reference stations network, probability of error. 
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Введение 

В настоящее время в Российской Федера-
ции (РФ) наметился переход к практической 
реализации концепции речных информацион-
ных служб (РИС) на внутренних водных путях 
(ВВП) РФ. Данная концепция базируется на 
опыте создания River Information Services (RIS) 
на ВВП Европейского союза, важнейшей со-
ставляющей которой является Служба движе-
ния судов (Vessel Traffic Service (VTS)) [1].  

РИС на ВВП РФ будут разворачиваться по 
бассейновому принципу на базе Администра-
ций бассейнов ВВП и предназначаются для 
обеспечения судоводителей, судовладельцев и 



 

 
 
62 

Администраций бассейнов стандартным набором ин-
формационных услуг, обеспечивающих безопасное и 
экономически эффективное судоходство и охрану окру-
жающей среды.  

Важной технической составляющей концепции РИС 
является обеспечение ВВП РФ высокоточным навига-
ционным полем, создаваемым глобальными навигаци-
онными спутниковыми системами (ГНСС). Для выпол-
нения этого условия требуется создание на ВВП 
сплошного поля дифференциальной поправки (ДП), 
обеспечивающего необходимую точность местоопреде-
ления в 1÷2 м [2].  

В рамках федеральной целевой программы «Под-
держание, развитие и использование системы ГЛОНАСС 
на 2012-2020 годы» [3] было определено, что для созда-
ния поля дифференциальной поправки на ВВП России 
должна быть создана сеть контрольно-корректирующих 
станций (ККС) локальных дифференциальных подсистем 
(ЛДПС) ГНСС ГЛОНАСС, работающих в диапазоне мор-
ской радиомаячной службы (283.5÷325.0 кГц). То есть, 
должна быть создана телекоммуникационная система 
распространения  и контроля корректирующей информа-
ции. 

При создании сплошного поля дифференциальной 
поправки встал вопрос о построении оптимальной топо-
логии сети ККС, для чего необходимо определить опти-
мальное количество ККС, их местоположение и даль-
ность действия с учетом существенного влияния под-
стилающей поверхности [4, 5]. 

При этом, построение оптимальной телекоммуника-
ционной системы распространения корректирующей 
информации производилось с учетом шумовых помех 
различной природы, оказывающих влияние на даль-
ность действия ККС.  

Методы и материалы 

Методология определения дальности действия ККС 
базируется на известном соотношении между вероятно-
стью ошибки поэлементного приема цифрового сооб-
щения perr и энергетикой сигнала h2 в условиях воздей-
ствия функционального шума [6,7]  

2
. 0,5exp( 0,5 )errp h  . (1) 
Здесь энергетика сигнала определяется соотноше-

нием 
2

2 ,cP Th 


  (2) 

где Pc – мощность сигнала в точке приема; T – длитель-
ность посылки; ν2 – спектральная плотность функцио-
нального шума. 

Тогда граница устойчивой зоны действия ККС будет 
определяться условием 

. ..err допp p   (3) 
Мощность на входе приемника связана с напряжен-

ностью дифференциального поля E известным соотно-
шением [7] 

2 2
с д

с
а

,4
E LP R  (4) 

где Eс – напряженность поля сигнала на антенне; дL  – 

действующая высота антенны; Rа – активное сопротив-
ление антенны. 

Напряженность поля ДП, необходимая для вычисле-
ния мощности и энергетика сигнала на приеме, опреде-
ляется из выражения [8]  

53 10( ) ( ) мкВ/мPE D w DD
  ,  (5) 

где P – мощность передатчика в кВт; D – расстояние до 
точки приема в км; w(D) – функция ослабления, которая 
может быть определена по методике, изложенной в ра-
боте [9].  

Шумы на приеме будут складываться из внутренних 
шумов приемника и внешних шумов. Согласно рекомен-
дации RTCM 104 версии 2.3 полоса частот передатчика 
ДП составляет 200 Гц. Поэтому спектральная плотность 
шума в полосе частот полезного сигнала практически 
постоянна, и ее величина будет определяться выраже-
нием [10] 

2 ,ш cP f     (6) 
где Pш – мощность шумовой помехи на входе приемника; 
Δfс – полоса частот полезного сигнала. 

Для расчета мощности помехи на входе приемника 
также используется выражение (4) 

2 2
ш д

ш
а

,4
E LP R   (7)  

где Eш – напряженность поля помехи на антенне. 
На ВВП РФ основными внешними шумами являются: 

атмосферные шумы; космические шумы; среднестати-
стические индустриальные шумы [11]. Кроме того, суще-
ственное влияние имеют местные (локальные) инду-
стриальные шумы. 

При наличии внешних и внутренних шумов, общая 
напряженность поля шумовых помех, наводимых возле 
антенны в шумовой полосе 1 кГц, будет определяться 
выражением 

2 2
ш вне вн.E E E    (8) 

Суммарное значение напряжённости поля внешних 
помех внеE  будет равно: 

2 2
вне п1 п. . . .nE E E     (9) 

Здесь в выражениях (8) и (9) E  имеет размерность 

[мкВ/м кГц].  

Мощность шума в приемнике, приведенная ко входу, 
будет определяться выражением 

шп шп ш,P kT f    (10) 

где k – постоянная Больцмана; шпT  – шумовая темпера-

тура приемника; Δfш – шумовая полоса. 
Тогда напряженность внутреннего шума, приведен-

ная к антенне, с учетом выражения (7), будет равна 

шп а ш
вн

д

4
.

kT R f
E L


   (11) 

Выражения (1)÷(11) и будут определять методологию 
расчета дальности действия ККС. При этом, дальность 
действия ККС в заданном направлении будет опреде-
ляться максимальным значением D, при котором еще 
выполняется условие (3). 



Цифровая Обработка Сигналов №1/2024 

 
 

63

Результаты  

Результаты исследований уровней шумов [12-13], 
приведены на рис. 1. 

 
Рис. 1. Зависимость напряжённости поля шумовых помех 

возле антенны от частоты: 1– средний уровень  
атмосферных помех днём; 2 – атмосферные помехи ночью;  
3 – при местной грозе; 4 – средний уровень промышленных 

помех в городе; 5 – в сельской местности;  
6 – максимальный уровень космических помех;  
7 – шум спокойного Солнца; 8 – шум приемника 

Из рис. 1 видно, что атмосферные шумы днем много 
меньше, чем атмосферные шумы ночью. Также средние 
индустриальные шумы в городе значительно превыша-
ют среднестатистические индустриальные шумы в 
сельской местности.  

Кроме того, из графиков видно, что космические шу-
мы и шумы спокойного Солнца в полосе частот морской 
радиомаячной службы (среднее 300 кГц) практически 
отсутствуют. 

Также на этих частотах пренебрежительно малы 
собственные шумы приемника, что существенно облег-
чает работу при реализации алгоритма расчета даль- 
ности действия ККС по формулам (1)÷(11), так как опре-
деление шумовой температуры приемников разных ти-
пов представляет большую сложность из-за проблем с 
получением исходных данных. Таким образом, в нашем 
случае Eш = Eвне. 

Рекомендации RTCM 104 версии 2.3 не определяют 
требований к антеннам приемников дифференциальной 
поправки, поэтому использование выражения (7) в ал-
горитме расчета дальности действия ККС является 
весьма затруднительным, так как производители ис-
пользуют антенны различных типов и параметров. 

Поэтому, с учетом того, что в нашем случае в доста-
точно узкой полосе полезного сигнала спектральная 
плотность шумовой помехи может считаться постоян-
ной, выражение (2) может быть преобразовано   

  
2

2 с с c
2 2 2

шc ш

2 2 ,PT PT f P Eh Pf E
   

  
    (12)  

Здесь c 2 / ,f T   а согласно рекомендации RTCM 
104 версии 2.3, T составляет 10 мс. 

Таким образом, алгоритм расчета дальности дей-
ствия ККС существенно упрощается и будет включать в 
себя только выражения (1), (3), (5) и (9). При расчете 
напряженности шумовой помехи по формуле (9) будут 

учитываться только две составляющие: атмосферные 
шумы в ночное время и среднестатистические инду-
стриальные шумы в сельской местности, так как в по-
давляющем большинстве случаев, границы зон дей-
ствия ККС будут находиться именно там. При этом для 
определения значений этих шумов можно непосред-
ственно воспользоваться графиком на рис.1. 

Обсуждения 

Основную трудность при реализации представленно-
го алгоритма представляет определение функции 
ослабления в выражении (5). Она описывается уравне-
нием Хаффорда, которое представляет собой инте-
гральное уравнение Вольтерры второго рода [5] 

 
0

2

1( ) 1 ( ) sin2 2( )
( )exp
8 ,

( )

D
i kD D xw D i w x ax

xD D xik
a dx

x D x

        
  

 



 (13) 

где 2k    – волновое число; λ – длина волны; a – ра-

диус Земли; ε(x) – комплексная диэлектрическая прони-
цаемость подстилающей поверхности; x – расстояние от 
источника до текущей точки интегрирования. 

Для численного решения этого уравнения разрабо-
тано программное обеспечение в программной оболочке 
MATHLAB.  

На рис. 2 представлены результаты расчета зон дей-
ствия сети ККС в районе Красноярска в бассейне Енисея, 
выполненные с применением разработанного алгоритма. 
В расчетах использовались передатчики мощностью  
0,4 кВт. Так как согласно рекомендации RTCM 104 v2.3 
максимальная длина сообщения не может превышать 800 
знаков, то допустимая вероятность поэлементного прие-
ма двоичного сигнала была принята равной 10-3.  

Заключение 

Представленные результаты исследований уровней 
шумов (рис. 1) позволяют определять величину напря-
женности поля различных видов внешних шумов и внут-
реннего шума приемника в зависимости от частоты. По-
скольку ЛДПС ГНСС ГЛОНАСС, формирующая поле 
дифференциальной поправки на ВВП России, работает 
в диапазоне частот морской радиомаячной службы 
(283,5÷325,0 кГц), то при расчетах можно пренебречь 
влиянием таких видов шумовых помех как космические 
помехи, шум спокойного Солнца и собственные шумы 
приемника и исключить их величины из выражения для 
расчета напряженности шумовой помехи (9). Кроме того, 
расчеты производятся для худшего случая – работы ККС 
в ночное время, когда атмосферные шумы максимальны.  

Исходя из того факта, что границы зоны действия 
ЛДПС ГНСС ГЛОНАСС, формируемые водящими в её 
состав ККС, в большинстве случаев проходят вне круп-
ных индустриальных центров, при расчете будут учиты-
ваться только среднестатистические промышленные 
шумы в сельской местности. При этом уровень атмо-
сферных шумов в ночное время и среднестатистических 
индустриальных   шумов   в  сельской  местности  можно 
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Рис. 2. Зоны действия ККС на наиболее проблемном участке в бассейне Енисея 

определить по данным многочисленных исследований, 
представленным на рис. 1.  

Учитывая постоянство спектральной плотности шу-
мовой помехи в достаточно узкой полосе полезного сиг-
нала, в выражении для энергетики сигнала можно прей-
ти от отношения мощностей к отношению напряженно-
стей, что существенно упрощает расчеты и избавляет 
от необходимости привязываться к конкретным пара-
метрам антенн и приемников. 

Таким образом, преобразования выражений (2) и (9), 
а также исключение выражений (4), (7), (10) и (11) поз-
волят существенно упростить алгоритм расчета даль-
ности действия ККС при построении оптимальной топо-
логии сети контрольно-корректирующих станций. 
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Исследуется однопользовательская, полностью связная ги-
бридная архитектура с низкой сложностью широкополосной ги-
бридной техники прекодирования для многоканальных систем MIMO 
на миллиметровых волнах. Показано, что для оптимизации суммар-
ного коэффициента спектральной эффективности векторы ра-
диочастотного предкодирования/комбинирования могут быть по-
лучены непосредственно из собственных векторов идеальной пол-
ностью цифровой ковариационной матрицы на всех поднесущих. 
Для повышения эффективности в сценарии, когда количество ра-
диочастотных цепей превышает количество потоков, предлага-
ется новый подход, который итеративно уменьшает остаточную 
ошибку между ковариационной матрицей и суммой произведений 
матриц прекодирования по всем поднесущим. Результаты имита-
ционного моделирования показывают, что сложность предложен-
ных схем ниже, чем у существующих подходов, а их производитель-
ность практически достигает верхней границы, достигаемой оп-
тимальной полнодиапазонной конструкцией. 
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LOW COMPLEXITY HYBRID WIDEBAND BEAMFORMING  
FOR MILLIMETER-WAVE MASSIVE MIMO-OFDM SYSTEMS 

Amjad Ali, Ali Ibrahim, Mohammad Assaf 
In this paper, a single-user, fully-connected hybrid architecture with a low complexity wideband hybrid precoding technique for 
mmWave massive MIMO multicarrier systems is investigated. We demonstrate that, in order to optimize the sum rate of spectral ef-
ficiency, the radio frequency (RF) precoding/combining vectors can be directly obtained from the eigenvectors of the perfect fully-
digital covariance matrix over all subcarriers. To increase the performance in the scenario where the number of RF chains is more 
than the number of streams, we also propose a novel approach that iteratively decreases the residual error between the covariance 
matrix and the sum of products of precoding matrices over all the subcarriers. The simulation results demonstrate that the suggest-
ed schemes' complexity is lower than that of the current approaches, and their performance can almost reach the upper bound 
achieved by the optimal full-baseband design. 

Key words: analog/ digital precoding, Millimeter wave communication, massive MIMO, hybrid beamforming. 

 
Ключевые слова: аналоговое/цифровое 

прекодирование, связь на миллиметровых ра-
диоволнах, массовое MIMO, гибридное форми-
рование луча.  

Введение 

Одной из важных технологий для достиже-
ния высокой пропускной способности в 5G NR 
является использование диапазона миллимет-
ровых волн. Такой переход позволяет исполь-
зовать более широкополосные радиоканалы, 
что, в свою очередь, приводит к повышению 
пропускной способности  [1]. На текущем этапе в 
стандартах 5G регламентируется максималь-
ная полоса пропускания на одну несущую ча-
стоту равная 400 МГц (в стандартах 4G эта ве-
личина равна 20 МГц). Переход на радиокана-
лы с более широкой полосой приводит к появ-
лению эффекта частотной селективности радиока-
налов, которого не проявлялось в узкополосном случае. 

В широкополосной многоканальной системе предко-
дирование и комбинирование должны выполняться для 
каждой поднесущей. В традиционных многоканальных 
системах MIMO формирование луча может быть просто 
преобразовано из узкополосного в широкополосное, 
поскольку оно выполняется в цифровой области. Одна-
ко, такая простая адаптация не может быть использова-
на в массовых гибридных системах MIMO, поскольку 
здесь требуется, чтобы аналоговая матрица предкоди-
рования была одинакова (одна) во всей полосе пропус-
кания. Это усложняет разработку алгоритмов для широ-
кополосного гибридного прекодирования. 

Существует множество исследований в  [2-7], связан-
ных с формированием луча в широкополосных массовых 
MIMO-системах. В [2] предложен метод прекодирования, 
основанный на ковариационной матрице канала для по-
строения аналоговой матрицы на стороне передатчика.  

В  [3] предложена схема совместного гибридного пре-
кодирования и комбинирования на основе поиска по Та-
бу TS (от англ. Tabu-search).  

В [4] показано, что эквивалентное узкополосное 
предкодирование и комбинирование достаточны для 
достижения требуемой спектральной эффективности, 
когда многолучевость в широкополосном радиоканале 
не велика.  
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Свойство разреженности каналов миллиметровых 
волн используется в  [5]. Здесь показано, что поскольку 
матрицы ковариации канала на различных поднесущих 
имеют почти одинаковый набор собственных векторов, 
можно использовать схему узкополосного предкодиро-
вания, предложенную в  [6]. Матрицы предкодирования и 
комбинирования получаются в результате усреднения 
матриц ковариации канала.  

Два широкополосных гибридных метода предкоди-
рования представлены в  [7]. Первый использует муль-
тилинейное SVD (от англ. Singular Value Decomposition) 
для определения общих векторов аналогового комбина-
тора, а второй использует классификацию векторов 
формирования луча для максимизации усиления для 
эквивалентного базового канала. 

Обозначения: в данной работе матрицы и векторы 
выделены жирным шрифтом, для матриц используются 
прописные буквы, а для векторов – строчные. 
Надстрочные знаки H 1  и с   обозначают сопряженное 
транспонирование и инверсию, соответственно. || . ||  F  

обозначает норму Фробениуса матрицы. NI  – матрица 

идентичности N × N; M N0  – матрица всех нулей M × N. 
tr (A) означает след матрицы A. 

Системная модель гибридного прекодирования 
mMIMO-OFDM для широкополосного канала 

Гибридная массовая MIMO-OFDM система для одно-
го пользователя с K поднесущими в диапазоне милли-
метровых волн показана на рис. 1. Предполагается, что 
передатчик имеет sN  пространственных потоков дан-

ных для каждой поднесущей, передаваемые через tN  

антенн с помощью tL  радиочастотных цепей, а прием-

ник использует rN  приемных антенн и rL  радиочастот-
ных цепей.  

Для того, чтобы обеспечить возможность реализации 
гибридной структуры, то есть низкую сложность, количе-
ство радиочастотных цепей должно быть меньше коли-
чества антенн, и, следовательно,  

( ).( )RF RF
s t r t rN N N N N   

Как показано на рис. 1, 1sN   вектор символов [ ]s k  

на каждой поднесущей 1, 2, , k K   сначала прекоди-

руется в цифровой области матрицей   ,t sL N
BBF k   а 

затем подвергается OFDM-модуляциии (обратные дис-
кретные преобразования Фурье и добавление цикличе-
ского префикса). На следующем этапе формируются 
необходимые лучи в аналоговой области с помощью 
высокоразмерной матрицы радиочастотного предкоди-

рования   .t tN L
RFF k   Окончательно, переданный сиг-

нал может быть выражен в виде [8]: 
[ ] [ ] [ ],    1,2,..., .k k k k K RF BBx F F s   (1) 

Для всех потоков предположим равное распределе-
ние мощности на каждой поднесущей, поэтому элемен-
ты вектора s[k] предполагаются независимыми с норми-
рованной мощностью на каждой поднесущей 

] .{ [ [ ] }
s

H
NE s k s k I  Кроме того, здесь необходимо 

учесть ограничения по мощности. Очевидно, что 
2

1{|| || } ,[ ] F k k Kk p  RF BBF F  где kp  – полная мощность на 

k-й поднесущей, и 
1

K

k tot
k

p p


  – полная мощность пере-

даваемого сигнала. 
Цифровое предкодирование [ ],kBBF  выполняемое до 
модуля ОДПФ в частотной области, позволяет рассчи-
тывать [ ]kBBF  для каждой поднесущей. Аналоговое ра-
диочастотное предкодирование RFF  выполняется после 
модуля ОДПФ во временной области, поэтому эта мат-
рица должна быть одна для всех поднесущих. Поскольку 
аналоговые   фазовращатели   регулируют  только  фазу 

 
Рис. 1. Блок-схема гибридной системы массового MIMO-OFDM 
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сигнала, то необходимо потребовать, чтобы элементы 
радиочастотных матриц RFF  и RFW  в передающей и 
приемной системах соответственно имели постоянный 
модуль[9]. Таким образом, в отличие от систем с одной 
несущей (узкополосный канал), где требуется решить 
только проблему постоянного модуля радиочастотной 
матрицы, разработка гибридных формирователей луча 
для широкополосных систем OFDM имеет два ограни-
чения: постоянный модуль и общая радиочастотная 
матрица для всех поднесущих. 

Формулировка проблемы гибридного 
прекодирования mMIMO-OFDM  
для широкополосного канала 

На стороне приемника вектор данных обрабатыва-
ется матрицей комбинирования [ ] [ ] ,k k* * *

BB RFW = W W  

где   t sL Nk BBW   – цифровой комбинатор для каждой 

поднесущей и    r tN L
RFW k   – радиочастотный ком-

бинатор, который является общим для всех поднесу-
щих. Сигнал на приемнике после комбинирования мо-
жет быть представлен в виде [10]: 
ˆ[ ] [ ] [ ] ],[ [] [ ]k kk k k k RF

* *
BB RF BBFy W W H sF z  (2) 

где вектор шума [ ]kz  предполагается с нулевым сред-

ним значением и ковариационной матрицей 2 .
rN I  

Средняя спектральная эффективность для всех под-
несущих может быть рассчитана следующим образом: 

1

2 *
1

[ ] [ ] [ ] [ ]1 log ,
        × [ ] [ ] [ ]

K
Ns n

k

k k k k
R

K k k k





 
    


* *
BB RF

* *
B

BB

RF B

R BR BF F

I FR W W H
F

F
WF H W

(3) 

где 2[ ] [ ] [ ]n nk k k B
* *
BB RF RF BR WW W W  – ковариационная 

матрица шума после комбинирования.  
Основной целью является разработка эффективного 

метода, который может максимизировать сумму спек-
тральной эффективности на всех поднесущих, то есть: 

 

  1

1

, , ,[ ] [ ]

, ,{ , }

arg max ,
K
kk

opt opt opt opt

k

K
k

R


 


RF RF BB BB

RF RF ΒΒ BB

F W F W

F W F W
 

при условиях 

 
 
 

2

1
,

, 1,   , ,  

[

, 1,   , .

] kF k K
k

j

p

i j i j

i j i

 

 

  


 


RF BB

RF

RF

F F

F

W

 (4) 

Оптимальный прекодер [ ]opt kF  на передатчике и оп-

тимальный комбинатор [ ]opt kW  на приемнике могут 

быть определены с помощью sN  столбцов левых и 
правых сингулярных векторов канальной матрицы H[k], 
которые соответствуют наибольшим сингулярным зна-
чениям: 

[ ] [ ] [ ] [ ]k k k k *H U Σ V  

[ ] состоит из   столбцов 
правых сингулярных векторов 

и
[ ] состоит из  столбцов 

левых сингулярных в т

[ ]

ек оров [

,

],

s

s

k N
k

k N
k








V
H

U
H




 

где U[k] и V[k] – r rN N  и t tN N  унитарные матрицы, 

соответственно, а [ ]kΣ  – r tN N  диагональная матри-
ца с диагональными элементами, расположенными в 

порядке убывания. Тогда ][ ] [ [ ]opt kk k  VF    и [ ]opt k W  

[ ],k U  а [ ]k  содержит значения мощности сигнала 
для каждого потока на каждой поднесущей [11]. Будем 
предполагать, что передатчик и приемник обладают 
всей информацией об оптимальных матрицах прекоди-
рования и комбинирования. 

Как и в случае узкополосного канала, проблема оп-
тимизации делится на два этапа. Первый – проектиро-
вание двух матриц предкодирования на основе опти-
мальной матрицы предкодирования, а второй этап – 
оптимизация соответствующих матриц комбинирования 
таким же образом для обеспечения высокой спектраль-
ной эффективности. На стороне передатчика целью ги-
бридной схемы является оптимизация цифровых матриц 
прекодирования по всем поднесущим 1{ [ ]} k Kk  BBF  и 
радиочастотной матрицы ,RFF  таким образом, чтобы 
приблизиться к оптимальной матрице на каждой подне-
сущей [ ] :opt kF  

  1

2*

, 1

max [ ]] ,  [
k K

K

opt Fk k
k k

  


RF BB
RF BBF F

F F F (5) 

при условиях: 
2

1

( , ) 1,   , ,

{|| }[ .] ||F k k K

i j i j

k p  

 


RF

RF BB

F

F F
 

Предлагаемый метод  
широкополосного гибридного  
mMIMO-OFDM предкодирования 

В случае узкополосного гибридного формирования 
луча существует одна матрица канала H, из которой 
должны быть получены матрицы предкодирования. В 
случае широкополосного гибридного формирования лу-
ча существует K различных канальных матриц, которые 
следует учитывать для расчета матрицы аналогового 
предкодирования. В  [5] показано, что при большом коли-
честве антенн сходство между ковариационными матри-
цами канала на различных поднесущих значительно 
выше из-за разреженного характера канальных матриц. 
Это позволяет свести задачу предкодирования для ши-
рокополосного случая к задаче для случая узкополосно-
го канала, в которой матрица ковариации канала задает-
ся как результат усреднения по поднесущим частотам 
матриц ковариации. Такой подход приводит к высокой 
вычислительной сложности, особенно для больших ан-
тенных решеток. В данной работе информация об эле-
ментах радиочастотной матрицы определяется непо-
средственно по фазе элементов оптимальных матриц 

1{ [ ]} .opt k Kk  F  Это позволяет уменьшить вычислитель-
ную сложность и количество информации, которую надо 
получить при зондировании радиоканала. Определим 
матрицу кандидата ,opt

candF  которая является решением 
оптимизационной задачи: 

2*

1

1max [ ] ,
cand

K
opt
cand opt cand F

k
k

K 

 F
F F F  (6) 

Можно упростить выражение (6), используя то, что 
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tr(.) tr( )..  Таким образом, (7) можно записать в  
виде: 

 

 

 

2*

1

* *

1

* *

1

*

1 [ ]

1 tr [ ] [ ]

1tr [ ] [ ]

tr .

K

opt cand F
k

K

cand opt opt cand
k

K

cand opt opt cand
k

cand cand

k
K

k k
K

k k
K









 

 
 

  
 
 








Ρ

F F

F F F F

F F F F

F ΡF



 (7) 

Как видно из (6), для максимизации (7) столбцы мат-
рицы-кандидата candF  должны быть определены как sN  

основных собственных векторов P, где P равна опти-
мальной ковариационной матрице для всех поднесу-
щих: 

 *

1

1 [ ] [ ] .
K

opt opt
k

k k
K 

 Ρ F F  (8) 

Точное решение (7) существует только когда 
.t sL N  Для решения задачи в случае, когда t sL N  

предлагаются два метода. 
Первый метод. Элементы радиочастотной матрицы 

RFF  непосредственно определяются фазой элементов 

матрицы ,candF  где candF  вычисляется как tL  основных 

собственных векторов ковариационной матрицы P. Та-
ким образом: 

. / abs( ).cand candRFF F F  (9) 
Цифровые матрицы предкодирования [ ]kBBF  опре-

деляются с помощью метода наименьших квадратов на 
каждой поднесущей k: 

1[ ] ( ) [ ]optk kBB RF
* *
RF RFF F FF F . (10) 

Второй метод. Гибридный алгоритм предкодирова-
ния адаптируется для использования в широкополосном 
канале. Алгоритм 1 представлен в виде псевдокода для 
предложенного прекодера. 

На первой итерации [ ] [ ]res optk kF F  и 
1
K

 Ρ  

 *

1
[ ] [ ]

K

opt opt
k

k k


 F F  – оптимальная ковариационная мат-

рица. Первые sN  столбцов радиочастотного прекодера 
вычисляются на шаге 8 в соответствии с выражением 

( ) ( )ˆ . / abs( ).i i
cand candRFF F F  Затем первые sN  строк [ ]kBBF  

вычисляются на шаге 10. На следующей итерации оста-
точная ошибка между матрицей [ ]opt kF  и произведени-

ем [ ]kRF BBF F  на каждой поднесущей k вычисляется на 
шаге 4 как матрица [ ].res kF  Затем вычисляются следу-
ющие sN  столбцов RFF  и sN  строк [ ]kBBF  для миними-
зации остаточной ошибки. 

 
Алгоритм 1. Предложенный гибридный алгоритм предкодирования для широкополосного канала 
Входные данные 1{ [ ]} ,opt k Kk  F  полная мощность на k-й поднесущей 1{ }k k Kp    

1. 1,{ } k K RF BBF F  пустые матриц, 
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  
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Стоит отметить, что матрицы комбинирования на 
стороне приемника могут быть получены тем же мето-
дом, что и в алгоритме 1. 

Вычислительная сложность 

В первом предложенном методе общая радиоча-
стотная матрица получается непосредственно с исполь-
зованием tL  основных собственных векторов ковариа-
ционной матрицы. Во втором методе элементы этой 
матрицы определяются итеративно с относительно не-
большим числом итераций, поскольку число радиоча-
стотных цепей предполагается близким к числу потоков 
данных. 

Вычислительная сложность первого предложенного 
метода составляет: 

2 2 2

3 2

( ( ) 2

( 2 )).
s t r t s t t

t t t t s t

KN N N KN N L N
K L L N L N N

    

  
 

Вычислительная сложность второго предложенного 
метода составляет:  

2 2 2 3 2( ( ) ( 2 ( 3 ))).s t r t s s t s s tKN N N L KN N N N K N N N       
В случае, когда количество передающих и приемных 

антенн одинаково, т.е.   r tN N  и  , s tN L  можно пока-
зать, что вычислительная сложность первого и второго 
предложенных подходов имеет порядок 2( ).tKN  Слож-
ность традиционных методов, использующих ковариа-
ционную матрицу канала, как в  [2, 5, 7], составляет 

3( ).tKN  Таким образом, вычислительная сложность 
предлагаемых методов ниже, чем у традиционных под-
ходов. Кроме того, как уже было сказано выше, исполь-
зование предлагаемых методов требует меньшего ко-
личества информации, получаемой при зондировании 
канала. 

Результаты апробации методов  
в численном эксперименте 

В проводившихся численных экспериментах прово-
дилась оценка спектральной эффективности массовой 
MIMO-системы, достигаемая при использовании пред-
ложенных методов. Результаты использования предло-
женных методов сравниваются с результатами, обеспе-
чиваемыми методами, предложенными в  [5] и  [7]. Поло-
са пропускания системы составляет B = 400 МГц, а не-
сущая частота – 38 ГГц. Количество активных поднесу-
щих предполагается равным K = 64, с длиной цикличе-
ского префикса 16. Радиоканал генерируется на основе 
следующих параметров. Количество кластеров 8,clN   

количество лучей 6.rayN   Каждая точка на всех графи-
ках, приведенных ниже, получена в результате усред-
нения по 10000 случайным реализациям канала. 

На рис. 2 показана зависимость спектральной эф-
фективности от отношения сигнал/шум (SNR) при 

,64, 32( ), 4t r t rN N L L     для различных значений 

.sN  Из результатов моделирования на рис. 2 видно, что 
два предложенных метода превосходят схемы предко-
дирования, предложенные в  [5] и  [7], по спектральной 
эффективности во всем диапазоне SNR. Можно также 

заметить, что при 1,sN   второй предложенный метод 
обеспечивает ту же эффективность, что и оптимальный 
прекодер. При 4,t sL N   спектральная эффектив-
ность двух предложенных методов одинакова, но все 
еще превосходит методы из  [5] и  [7]. 

 
а) при 1sN   

 
б) при 4sN   

Риc. 2. Зависимость спектральной эффективности  
от SNR при 64tN   и 32rN    

 
а) при 20SNR    

 
б) при 0SNR   

Рис.3. Зависимость спектральной эффективности  
от количества радиочастотных цепей tL  

На рис. 3 показано, как спектральная эффективность 
изменяется в зависимости от количества радиочастот-
ных цепей при SNR = -20 (рис.  3 а) и 0 дБ (рис. 3 б), 

2sN   и количестве антенных элементов в решетках 

64, 16.t rN N   Первый предложенный метод и ре-
ференсные методы не дают существенного повышения 
спектральной   эффективности   при   увеличении   числа 
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радиочастотных цепей. Для второго предложенного ме-
тода это не так. Здесь имеется явный рост спектраль-
ной эффективности с ростом количества радиочастот-
ных цепей. Это связано с тем, что второй метод позво-
ляет эффективно использовать избыточное количество 
радиочастотных цепей для повышения эффективности 
системы. 

Заключение 

В этой работе была исследована полностью под-
ключенная гибридная архитектура с технологией широ-
кополосного гибридного предварительного кодирования 
низкой сложности для систем с несколькими несущими 
mmWave massive MIMO. Был предложен новый подход, 
который итеративно уменьшает остаточную ошибку 
между ковариационной матрицей и суммой произведе-
ний матриц предварительного кодирования по всем 
поднесущим. Численные результаты показали, что 
сложность предлагаемых схем ниже, чем у существую-
щих подходов, и их производительность может почти 
достигать верхней границы, достигаемой при оптималь-
ном проектировании с полной базовой полосой. 
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Предлагается подробное описание алгоритмов реализации ме-
тода перестановочного декодирования двоичных избыточных кодов в 
условиях, когда по объективным причинам не все перестановки сим-
волов после их ранжирования в пределах принятой приемником ком-
бинации обеспечивают результативный переход к эквивалентному 
аналогу из-за вырожденности переставленной матрицы. Исследова-
ния показали, что это явление существенно снижает эффектив-
ность избыточного кодирования по мере роста длины кодовых век-
торов, когда общий объем результативных перестановок нумера-
торов неуклонно выравнивается с объемом нерезультативных пере-
становок нумераторов. Используя свойство вырожденности   неко-
торого подмножества переставленных матриц, было доказано, что 
варианты результативных и нерезультативных перестановок ну-
мераторов не пересекаются. Это открывает возможность для 
большинства последних за счет целенаправленной замены всего 
одного нумератора перевести их в множество результативных пе-
рестановок. При этом в процедуре декодирования однозначно исклю-
чается метод проб и ошибок. Было предложено указывать в когни-
тивной карте в явном виде априори неблагоприятные исходы кор-
рекции нерезультативной перестановки. Это позволило сократить 
объем таких перестановок с 40 % ... 50 % примерно до 10 % от обще-
го числа подобных неудачных исходов. Вместе с этим, в известных 
работах никак не оценивались объемы памяти когнитивных карт, 
которые решающим образом могут повлиять на конструктивные и 
временные параметры декодера. 
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тельных перестановок, интервальная оценка 
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Введение 

Подавляющее большинство работ, связан-
ных с описанием метода перестановочного де-
кодирования (ПД) двоичных избыточных кодов, 
устанавливают общие закономерности форми-
рования множества записей когнитивных карт 
(КК) результативных перестановок нумераторов 
(РПН) и не пересекающего с первым множества 
нерезультативных перестановок нумераторов 
(НПН) [1-6]. С математической точки зрения в 
ПД результативность перестановки определя-
ется однозначной возможностью формирова-
ния эквивалентного кода (ЭК) по последова-
тельности надежных нумераторов для принятой 
приемником символов комбинации основного 
кода. Мерой надежности в такой системе вы-
ступают мягкие решения символов (МРС) в це-
лочисленном или действительном формате. 
При этом с учетом различных манипуляций, вы-
полняемых над оценками в виде их ранжирова-
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ния, перестановок и определения интервальных оценок 
предпочтение отдается целочисленному формату МРС. 
Признаком принадлежности к множеству РПН является 
невырожденность переставленной информационной 
части порождающей матрицы основного кода. Напро-
тив, вырожденность такой матрицы свидетельствует о 
принадлежности перестановки к множеству НПН. Ука-
занные признаки являются взаимоисключающими, что 
определяет суть и научную новизну описанных в данной 
работе алгоритмов [7, 8].  

Анализ известных работ предметной области пока-
зывает, что их содержание не затрагивает такой важный 
элемент, который определяет содержание первичной 
информации, поступающей на вход КК для организации 
решения альтернативной задачи принадлежности теку-
щей перестановки нумераторов к множествам РПН или 
НПН. При этом в случае принадлежности оперативно 
обрабатываемой перестановки к множеству РПН требу-
ется процедура поиска обратной матрицы для пере-
ставленной информационной части порождающей мат-
рицы ЭК. В противном случае выполняется коррекция 
обрабатываемой перестановки нумераторов для ее вы-
соковероятного приведения к множеству РПН [9]. В ра-
боте дается подробное описание такого перехода. 

Известно, что попытка разместить в КК декодера все 
возможные перестановки нумераторов информацион-
ной части кодового вектора с ростом его длины стано-
вится труднореализуемой задачей. Поэтому предлага-
ется использовать орбитальное представление всего 
пространства перестановок, что повышает оператив-
ность поиска ЭК и работы декодера в целом. При этом 
учитывается, что в каждой сборной орбите (СО) нахо-
дится несколько локальных (ЛО) орбит и для их отличия 
требуется вычислительный ресурс декодера [10]. Пред-
лагается оригинальный способ решения указанной за-
дачи, приводящий к компактной записи в списках КК 
всех необходимых данных о перестановках. 

Принцип формирования записей  
когнитивной карты РПН 

В любом случае в ходе сеанса связи при обработке 
данных в системе ПД, поступающих на вход приемника, 
формируется два кортежа данных, первый из них пред-
ставляет последовательность нумераторов наиболее 
надежных из зафиксированных разрядов, которые при-
нимаются за последовательность информационных 

символов будущего ЭК, обозначим его как [k]. Второй 
кортеж – это последовательность менее надежных сим-
волов, представляет набор, оставшийся после форми-
рования кортежа [k], нумераторов проверочных симво-
лов формируемой комбинации ЭК. Обозначим второй 
кортеж как [n-k]. Например, для кода (15, 5, 7) возможно 
получить. 
[1 2 3 4 13]  [5 6 7 8 9 10 11 12 14 15];   0. det k   (1) 

[10 11 12 6 7]  [15 1 2 9 13 14 5 8 3 4];   0. det k   (2) 

[11 5 2 1 7]  [8 12 6 3 9 10 13 14 15 4];   0. det k   (3) 

В выражении (1) последовательности нумераторов 
для [k] и для [n-k] представлены в лексикографическом 
формате. В ходе обработки реальной информации при 
наличии помех получить подобные последовательности 
маловероятно. Основными кортежами данных в системе 
ПД будут последовательности, которые представлены 
выражениями (2) и (3), но для обеспечения регулярности 
преобразований данных для кортежей из множества [k] 
неупорядоченные данные целесообразно представлять 
в виде (1), что потребует от декодера дополнительных 
временных и энергетических ресурсов. В этом случае 
упорядоченные данные являются для КК своеобразной 
хэш-таблицей, что в определенной степени компенсиру-
ет, указанные выше затратные ресурсы. 

Возникают альтернативные задачи: сравнения ре-
зультата поиска обратной матрицы конкретной упорядо-
ченной лексикографически перестановки за счет прямо-
го вычисления такой матрицы или получения такой мат-
рицы за счет использования хэш-функции и поиска тре-
буемой матрицы в КК РПН. Полученные результаты 
сравнения для двух кодов (15, 5, 7) и (15, 7, 5) приведе-
ны в табл. 1. 

Из табл. 1 следует, что увеличение кортежа [k] всего 
на два нумератора увеличивает время процедуры полу-
чения обратной матрицы примерно в 600 раз. Получен-
ный результат не позволяет найти явно выраженное 
граничное значение между двумя конкурирующими кон-
цепциями: осуществлять вычисление обратной матрицы 
или искать готовое решение в базе данных, внесенных в 
КК РПН. Дело в том, что с увеличением размерности 
кортежа [k] однозначно увеличивается список эталонных 
перестановок. При этом заполнение когнитивной карты 
осуществляется данными полученными априори с ис-
пользованием внешних вычислителей и не представля-
ется критичным в  смысле  сложности  реализации  деко- 

Таблица 1. Сравнительные данные по числу операций и времени для двух кодов БЧХ  
при тактовой частоте условного микроконтроллера 32 МГц 

№ 
п/п 

Наименование  
операции 

Код (15, 5, 7). Число операций  
и требуемое время (с) 

Код (15, 7, 5). Число операций  
и требуемое время (с) 

1 Формирование переставленной 
матрицы 5 71,57 10  7 72,19 10  

 2 Копирование переставленной 
матрицы 26 78,12 10  50 61,56 10  

3 Вычисление миноров и допол-
нений 4702 514,6 10   288220 39 10   

4 Вычисление присоединенной 
матрицы 4778 514,9 10   288361 39 10   

5 Получение обратной матрицы 
завершено 4803 515 10   288410 39 10   
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дера. Поиск необходимой для осуществления способа 
ПД перестановки может занять большее время, чем 
обычное вычисление обратной матрицы. В такой фор-
мальной модели возможны три события: 

– требуемая комбинация находится вначале списка 
и для ее поиска необходимо время ;начt  

– искомая комбинация находится в середине списка 
и время ее поиска составляет значение ;срt  

– комбинация находится в конце списка и необходи-
мое время ее поиска оценивается как .окt  

Прямое прохождение списка однозначно обеспечи-
вает соотношение .нач c okрt t t   Напрашивается при-

менение в процедуре поиска кластерного анализа, реа-
лизация которого преобразует приведенное неравен-
ство к равенству вида .okнач cр поискаt t t t    Однако для 
этого размерность кластеров должна быть равномер-
ной. Исследование показало, что в пространстве пере-
становок этого добиться невозможно. Состав кластера с 
номером j определяется множеством лексикографиче-
ски упорядоченных перестановок, для которых на пер-
вой позиции в кортеже [k] всегда будет находиться ну-
мератор с индексом j, как показано ниже. При этом все-
гда выполняется условие: 1 ≤ j ≤ (n – k + 1). Выражению 
(4) соответствует индекс j = 8. 
 
 

 .

8  9  1 0  1 2  1 3

8  9 1 2 1 3 1 4

8 1 1  1 2  1 3  1 4


 (4) 

В табл. 2 представлены размерности кластеров пе-
рестановок с определителем не равным нулю для ис-
следуемых в работе кодов. 

Таблица 2. Составы кластеров для двух кодов БЧХ  

Код (15, 5, 7) Код (15, 7, 5) 
Признак 
кластера 

Число эле-
ментов 

Признак  
кластера 

Число 
элементов 

1 616 1 1512 
2 440 2 872 
3 304 3 480 
4 201 4 219 
5 131 5 107 
6 80 6 35 
7 40 7 11 
8 21 8 3 
9 11 9 1 
10 3 Не формируется  
11 1 Не формируется  

Численным методом доказано, что кластерное пред-
ставление множества РНП неравномерное и не пред-
ставляет практического интереса из-за сложного учета 
тонкой структуры кластеров. Однако в работе [7] было 
показано, что все перестановки лексикографического 
формата, начинающиеся на единицу (кластер 1 в лю-
бом систематическом коде) являются образующими 
комбинациями орбит (ОКО) всего множества РПН. Кро-
ме этого, появляется возможность уменьшить кластер 1 
любого кода в k раз [7]. При этом потребуется некото-
рый вычислительный ресурс для нахождения парамет-
ров обрабатываемой перестановки. А в общем случае 

множества РПР для исследуемых кодов уменьшается в 
15 раз. Главным достоинством такого разбиения, кроме 
числа анализируемых перестановок, является равно-
мерное распределение ОКО по орбитам и в этом случае 
кластерный анализ становится продуктивным. Недостат-
ком является необходимость в тривиальном случае вы-
числять всю орбиту перестановок, что приводит к росту 
сложности вычислительного процесса. При этом за по-
казатель кластера необходимо брать второй нумератор 
любой перестановки первого кластера. 

Развитие алгоритма поиска обратной матрицы  
в системе РПН 

Вычисление обратной матрицы A-1 для сформиро-
ванной приемником перестановки pпр занимает цен-
тральное место в ПД, поскольку на основе этой матрицы 
в последующем формируется порождающая матрица 
эквивалентного систематического кода Gэкв. Пусть из-
вестно, что переставленная матрица Pпер, обрабатывае-
мой перестановки pпр, имеет определитель det ≠ 0. При 
этом определители возможных перестановок множества 
{Pпер} определяются априори и загружается в КК декоде-
ра или хранятся в системе внешней памяти. Поиск тре-
буемой перестановки осуществляется с использованием 
хэш-таблицы, содержащей кортежи [k] c det ≠ 0. По этой 
же таблице находится значение обратной матрицы 1

перА  

для переставленной матрицы Апер. При этом вычисление 
матриц 1

перА  осуществляется также априори и заносится 

в КК. Как вариант, содержание матриц 1
перА  может вы-

числяться непосредственно декодером. Описание алго-
ритма дается в вербальной форме. 

Шаг 1. Перестановка pпр приводится к лексикографи-
ческому формату Fлекс и в этом формате определяется 
система интервальных оценок Fинт, которая единствен-
ным образом отражает все подмножество комбинаций 
{ОКО} для данной орбиты. В работе [7] показано, что для 
любой орбиты из РПН в ней насчитывается k ОКО. Из 
них одна является образующей комбинацией сборной 
орбиты (ОКСО) и (k - 1) локальных орбит (ОКЛО).  

Шаг 2. Определяется перестановка, связанная с Fинт 
из первого шага. 

Шаг 3. На основе интервальных оценок формируется 
проверочная часть порождающей матрицы ЭК для 
ОКСО. Если обрабатываемая перестановка не принад-
лежит ОКСО на основе регулярной процедуры по соста-
ву интервальных оценок формируются одна из (k - 1) 
требуемых ОКЛО. 

Шаг 4. По значению правых нумераторов в разряд-
ной сетке оценивается порядковый номер искомой ком-
бинации в составе своей орбиты относительно ОКО.  

Шаг 5. В зависимости от размещение обрабатывае-
мой перестановки в составе ОКСО или ОКЛО отыскива-
ется порождающая часть эквивалентной порождающей 
матрицы ЭК. 

Пример: 

Шаг 1. Пусть pпр = [10 7 12 6 11], при этом [ ]  прp k  c 

 0 6 7 10 11 12 .интFdet F    лекс     1  3  1 1   
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Шаг 2. Первый нумератор является 1, тогда ОКО c 
учетом интF  1  3  1 1  представляется как [1…] далее 
[1 2… ] → [1 2 5…] → [1 2 5 6…] → [1 2 5 6 7].  

Шаг 3. Находят другие ОКО: [1 10 11 14 15] – Fинт = 9 
1 3 1; [1  2  11  12  15] – Fинт = 1 9 1 3; [1  2  3  12  13] – 
Fинт = 1 1 9 1; [1  4  5  6  15] – Fинт = 3 1 1 9. Заметно, что 
последовательность [1 2 5 6 7] среди ОКО имеет мини-
мальное значение в правом нумераторе, следователь-
но, это ОКО СО.  

Шаг 4. Искомая комбинация Fлекс = [6 7 10 11 12], а 
значение ОКСО [1 2 5 6 7], отсюда 12 – 7 = 5, т.е. поряд-
ковый номер цикла преобразования проверочной части 
порождающей матрицы будет равен 5. Принципиально 
это означает, что для получения порождающей матри-
цы искомой комбинации необходимо в исходной матри-
це ОКСО отсчитать пять столбцов справа и перенести 
их в левую часть матрицы, как показано в табл. 3. 

Таблица 3. Пример преобразования проверочной части  
порождающей матрицы ЭК 

H для  
ОКО СО [1 2 5 6 7] 

H для для комбинации 
Fлекс = [6 7 10 11 12] 

0  1  1  1  0  1  0  1  0  1 
1  1  0  1  1  1  0  0  1  1 
1  0  1  1  1  1  1  1  0  0 
0  1  0  1  1  0  1  1  1  0 
1  0  1  1  0  0  1  0  1  1 

7  6  15 14  9   8  10 12 13 11 

0  1  0  1  0  0  1  1  1  0 
0  0  1  1  1  1  1  0  1  1 
1  1  0  0  1  0  1  1  1  1 
1  1  1  0  0  1  0  0  1  1 
1  0  1  1  1  0  1  1  1  0 

8 10 12 13 11  7  6  15 14  9  
Отсюда следует, что все ОКЛО в КК РПН должны 

иметь метку с какого цикла перестановок матрицы H 
следует начинать отсчет для точного определения па-
раметров этой матрицы для конкретной перестановки 
pпр. При этом совершенно не важно представлять мат-
рицу H в лексикографической форме. Целесообразно 
представлять шаг 3 алгоритма в следующем формате: 

ОКО: [1 2 5 6 7] – 3 1 1 9 (0); [1 10 11 14 15] – 9 1 3 1 
(9); [1 2 11 12 15]  – 1 9 1 3 (10); [1 2 3 12 13] – 1 1 9 1 
(11); [1 4 5 6 15] – 3 1 1 9 (14). 

Круглые скобки указывают на номер позиции в сборной 
орбите, с которой следует отсчитывать очередное ОКО. 

Очевидно, что лексикографическая переставленная 
матрица некоторой перестановки из кортежа [k] может 
быть представлена ! 1 k   перестановками строк такой 
матрицы (исключается исходная единственно лексико-
графически упорядоченная перестановка). Технология 
получения произвольной перестановки из лексикогра-
фического образца не является сложной задачей, и ее 
реализация представляется табл. 4 для трех случаев. 
Все другие перестановки формируются путем соответ-
ствующего перемещения строк исходной матрицы.  

Особенности обработки данных когнитивной карты 
НПН достаточно подробно описаны работе [9], когда в 

ситуации равенства определителя det = 0 переставлен-
ной матрицы Pпер через систему интервальных оценок в 
КК НПН указывается ряд нумераторов, которые нецеле-
сообразно использовать для трансформации переста-
новки. В этом случае код (15, 5, 7) оказывается более 
продуктивным, чем код (15, 7, 5) за счет большего числа 
альтернативных вариантов. В работе [6] показано, что 
представленный прием позволяет существенно расши-
рить множество результативных перестановок после 
адаптивной целенаправленной коррекции исходной пе-
рестановки. 

Процедура поиска и исправления ошибок 

Работа устройства рассматривается на примере кода 
БЧХ (15, 5, 7) с порождающей матрицей G вида 

1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1
0 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1
0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 0 .
0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1

 
 
 
 
 
 
 
 

 (5) 

Столбцы матрицы G нумеруются для удобства от 1 
до 15 в терминах десятичной системы cсчисления слева 
направо в виде верхних индексов для символов жестких 
решений. Пусть источник информации передает инфор-
мационный вектор V(инф=) 10010 тогда в канал связи 
будет отправлен вектор избыточного кода 

100100011110101.кан инфV V G    
Пусть вектор ошибок Ve при передаче по каналу свя-

зи вектора Vкан имел вид Ve = 001110011000110. Тогда в 
ходе фиксации вектора приема Vпр = Vкан ⊕ Ve в блоке 
приема и последовательной выработки для каждого би-
та этого вектора мягких решений в блоке мягких реше-
ний формируется совместная последовательность жест-
ких решений символов и соответствующих им целочис-
ленных МРС. В результате в накопителе оценок фикси-
руется последовательность вида: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
мрс 5 5 3 2 4 6 6 4 5 7 7 7 5 6 6 .1  0 1  0 1    0  0  0  0 1   1  0  0 1 1 V   (6) 

Значения МРС в блоке мягких решений формируется 

по правилу max ,/(  )i BE Z     где   – интервал 

стирания; BE  – энергия сигнала, приходящаяся на один 

бит; iZ  – уровень принятого сигнала (модулируемого 

параметра); max  – фиксированная целочисленная оцен-
ка МРС с максимальным значением, как правило, опре-
деляемая конструктором декодера [5]. Целесообразно, 
например, назначит max 7,   0,95,   2.BE   По сути 
широкий интервал стирания задается в таком приемнике 
для формирования  углового  коэффициента в линейной 

Таблица 4. Технология получения произвольной перестановки из лексикографического образца  

Упорядоченная  
перестановка для A-1 

Произвольная  
перестановка 

Произвольная  
перестановка 

Произвольная  
перестановка 

[6  7  10  11  12] [7   6  10  11  12] [12  7  10  11  6] [6 10  7  12  11] 
1 0 1 0 1
1 0 0 1 1
1 1 1 0 0
0 1 1 1 0
0 1 0 1 1

 
 
 
 
 
 
 
 

  

6
7
10
11
12

 

1 0 0 1 1
1 0 1 1 1
1 1 1 0 0
0 1 1 1 0
0 1 0 1 1

 
 
 
 
 
 
 
 

  

7
6
10
11
12

 

0 1 0 1 1
1 0 0 1 1
1 1 1 0 0
0 1 1 1 0
0 0 1 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 

  

12
7
10
11
6

 

0 1 0 1 1
1 0 0 1 1
1 1 1 0 0
0 1 1 1 0
0 1 1 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 

  

6
10
7
12
11
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функции ( ).i iZ  Тогда вектор мрсV  для накопителя оце-

нок мог быть получен по результатам фиксации в блоке 
приема параметра ,iZ  как показано в табл. 5. 

Упорядоченный вектор имеет вид 
10 11 12 6 7 15 1 2 9 13 5 8 14 3 4

 7 7 7 6 6 6 5 5 5 5 4 4 4 3 21 1  0  0  0   1 1  0  0  0  1  0  1 1   0  .мрс упV   (7) 

В целях удобства зрительного восприятия последо-
вательностей векторов в ходе их преобразований они 
условно разбиваются на пятизначные группы. Для 
дальнейшей организованной обработки кортеж [k] (ин-
формационная часть) вектора  мрс упV  представляется в 
виде лексикографически упорядоченной последова-
тельности нумераторов: 
[6  7  10  11  12] и [15  1  2  9  13  5  8  14  3  4]. (8) 

Копия последовательности [k] поступает в систему 
интервальных оценок. В этом блоке для нумераторов 
 6  7 1 0 1 1 1 2,  формируется последовательность интер-
вальных оценок вида инт 1  3 1  1 ,V   как расстояния меж-
ду соседними нумераторами. Установлено, что любые 
ОКО в лексикографическом формате начинаются с ну-
мератора, равного единице [6]. Для наглядности пред-
ставим комбинации сборной орбиты в виде табл. 6. 

По этим параметрам в когнитивной карте РПН нахо-
дится структура обратной матрицы 1

6 12 ,A
  которая яв-

ляется ключевым эталоном для формирования любых 
перестановок из лексикографически упорядоченной 
последовательности нумераторов кортежа [k], в частно-
сти [6  7  10  11  12}, как было показано выше. 

1
6...12 6...12

1 0 0 1 1 1 0 1 0 1
1 1 0 1 0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1 1 1 0 0
1 0 1 0 1 0 1 1 1 0
0 1 1 1 0 0 1 0 1 1

А А

   
   
   
     
   
   
   
   

  

6
7
10
11
12

. 

Следует учесть, что упорядоченная последователь-
ность 6...12А  порождает (5! – 1) неупорядоченных после-
довательностей перестановок. При нахождении для 
каждой из них обратной матрицы нет необходимости 
вычислять собственно обратную матрицу традиционным 
способом с использованием системы алгебраических 
дополнений. Для конструирования таких матриц необхо-
димо сохранить в обратной матрице ту последователь-
ность строк, которая задана текущей выборкой. Напри-
мер, задана последовательность вида 7  12  6  11  10. 
Тогда получаем с использованием ключевой матрицы: 

1
7 12 6 1110

1 0 0 1 1
0 1 0 1 1
1 0 1 0 1
0 1 1 1 0
1 1 1 0 0

S 

 
 
 
 
 
 
 
 

  

7
12
6
11
10

. 

Таким образом, когнитивная карта РПН должна хранить 
только образцы строк обратных матриц, а конструктор об-
ратных матриц собирает требуемую перестановку из тех 
записей, которые соответствуют текущему кортежу данных 
в лексикографически не упорядоченной форме отличной от 
эталона последовательностью строк. Следующим этапом 
обработки данных будет получение порождающей матри-
цы ЭК. Для этого целесообразно использовать уже полу-
ченную ранее последовательность (8) не самых надежных 
символов из кортежа [n-k]: 

10 11 12 6 7 15 1 2 9 13 5 8 14 3 4
пер 7 7 7 6 6 6 5 5 5 5 4 4 5 3 21 1  0  0  0    1 1  0  0  0    1  0 1 1   0  .V   (9) 

Следовательно, требуется использовать столбцы про-
верочной части порождающей матрицы основного кода  
в  переставленном  виде.  В результате  для после дова-
тельности столбцов из [n-k] вида [15 1  2  9  13  5  8  14  3  
4], поступающей из блока сортировки данных в блок эк-
вивалентного кода формируется образ проверочной ча-
сти порождающей матрицы ЭК с использованием дан-
ных из матрицы 1

10  11  12   6 7A . Получаем: 

Таблица 5. Оценка мягких решений символов в накопителе приемника 

№ символа 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
iZ  1,4 -1,4 0,8 -0,6 1,1 -1,7 -1,7 -1,1 -1,4 1,9 1,9 -1,9 -1,4 1,1 1,7 

i  5 5 3 2 4 6 6 4 5 7 7 7 5 4 6 
Таблица 6. Структура сборной орбиты с ОКСО 1  2  5  6  7 

Код БЧХ (15, 5, 7) Число циклов Интервальная оценка ОКО 
6 7 10 11 12     
7 8 11 12 13     
8 9 12 13 14     
9 10 13 14 15     
1 10 11 14 15 ОКО 2 Локальная 0 9  1  3  1 
1 2 11 12 15 ОКО 3 Локальная 0 1  9  1  3 
1 2 3 12 13 ОКО 4 Локальная 2 1  1  9  1 
2 3 4 13 14     
3 4 5 14 15     
1 4 5 6 15 ОКО 5 Локальная 0 3  1  1  9 
1 2 5 6 7 ОКО 1 Сборная 8 1  3  1  1 
2 3 6 7 8     
3 4 7 8 9     
4 5 8 9 10     
5 6 9 10 11     

Повтор цикла. 0det   РПН   
 



 

 
 
76 

15...4

1 1 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 1 0 1 1 0 0
1 0 0 1 0 0 1 1 1 0 .
0 0 0 1 1 0 0 1 0 1
1 0 0 0 1 1 0 1 0 0

H

 
 
 
 
 
 
 
 

 (10) 

После умножения 1
10  11  12  6 4 1 7 5...HA   получаем истин-

ную проверочную часть порождающей матрицы ЭК: 

0 1 1 0 1 0 1 1 1 0
1 0 1 1 0 0 0 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1 1 0 1 .
1 1 0 1 1 1 1 1 1 0
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

ЭКH

 
 
 
 
 
 
 
 

 (11) 

В выражении (9) информационный кортеж [k] пред-
ставлялся для ЭК в виде вектора 1 1 0 0 0. Это означа-
ет, что безошибочный вариант проверочной части по-
рождающей матрицы ЭК (10) потребует обработки толь-
ко первых двух строк. В результате такой обработки 
будет получен вектор вида 

ЭКH 11  01 1    01  0 01 .V   (12) 

Сравнивая проверочные части выражений (9) и (12), 
получаем 
1 1 0 0 0 1 0 1 1 0
1 1 0 1 1 0 1 0 0 1
0 0 0 1 1 1 1 1 1 1
151 2 9 13 5 8 14 3 4

 (13) 

В выражении (13) в нижней строке выделены номера 
позиций, которые в результате мешающих факторов бы-
ли приняты приемником ошибочно. Это соответствует, 
указанному выше вектору e .V  Таким образом показана 
возможность ПД исправлять ошибки за пределами гра-
ницы Хэмминга. В работах [6, 7, 9-11] показано, что в об-
щем случае максимальное число исправляемых кодом 
ошибок при использовании алгоритма ПД равно [n-k]. 

Приведенный пример показывает, что не все воз-
можности кода по исправлению ошибок использованы. 
Делается это преднамеренно, поскольку в случае кон-
фигурации надежных символов из кортежа [k] не обес-
печивающих получения ЭК неиспользованные символы 
из кортежа [n-k] позволяют адаптивно трансформиро-
вать перестановку НПН в перестановку РПН. Для этого 
правый разряд (нумератор символа) из кортежа [k] за-
меняется на левый незадействованный символ из кор-
тежа [n-k]. Например, в табл. 7 показан вариант пере-
становки, попавшей в множество НПН. 

Таблица 7. Структура нумераторов ОКО  
локальных орбит из множества НПН 

Комбинация ОКО Разница соседних 
интервалов 

Запрещенные  
нумераторы 

1  2  3  4  6 1  1  2  2 8   9   12 
2  12  13  14  15 10  1  1  1 3   4   7 
1  3  13  14  15 2  10  1  1 ВСЕ 
1  2  4  14  15 1  2  10  1 6   7   10 
1  2  3  5  15 1  1  2  10 7   8   11 

Заменяя в первой сроке последовательность 1 2 3 4 
6 на последовательность 1 2 3 4 15, получаем переста-
новку из множества РПН. ЭК может быть получен. 

Заключение 

КК перестановочного декодера создаются за счет внешних 
вычислительных ресурсов. При этом общее множество резуль-
тативных и нерезультативных перестановок распадается на два 
непересекающихся подмножества РПН и НПН. С технической 
точки зрения это означает, что после приведения полученной 
перестановки к лексикографическому формату такая переста-
новка может одновременно обрабатываться в двух КК одно-
временно: и в карте результативных перестановок, и в карте 
нерезультативных перестановок. Отклик появится только на 
выходе одной карты. 

Между КК должна быть организована связь для упорядоче-
ния процесса реализации адаптивной целенаправленной кор-
рекции исходной перестановки, попавшей первоначально в 
множество НПН. 

Лексикографически организованная перестановка из мно-
жества РПН легко преобразуется в любую из (k – 1) перестано-
вок за счет коммутации строк лексикографической перестанов-
ки в текущую неупорядоченную перестановку.  

Из-за наличия верхних индексов у нумераторов символов 
нет необходимости применять в процедуре декодирования 
перестановочную матрицу.  

Установлено, что процедура обработки данных в картах РПН 
и НПН оказывается неравновесной по числу реализуемых функ-
ций. Поэтому возникает целесообразность выделить еще одну 
когнитивную карту, в которой решать вопрос по коррекции НПН. 
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Проведено экспериментальное лабораторное исследование эф-
фективности подавления интенсивной гармонической помехи, воз-
действующей в полосе частот информационно-измерительных ра-
диоэлектронных систем (РЭС) с шумоподобными сигналами (ШПС). 
Выполнена цифровая регистрация аддитивной смеси шумоподобных 
сигналов РЭС и помехи на выходе радиочастотного тракта (радио-
тракта) приёмника. Проведена постобработка зарегистрированных 
реализаций смеси, включающая «спектральные» меры предкорреля-
ционного подавления помехи и последующий поиск ШПС по задержке. 
Для генерации ШПС использовался имитатор сигналов РЭС. Радио-
тракт образован типовым «преселекторным» наполнением, включа-
ющим усилительные и фильтрующие звенья. Регистрация реализа-
ций выполнена средством для цифровой записи отсчётов во внеш-
нюю память. Постобработка реализаций включала Фурье-процедуру 
поиска ШПС при отсутствии и наличии мер подавления помехи, в 
качестве которых применена  спектральная ранжированная поэле-
ментная режекция, а также компенсация, основанная на спектраль-
но-весовом оценивании параметров. Представлены выходные эф-
фекты процедуры поиска ШПС при наличии и отсутствии мер подав-
ления интенсивной гармонической помехи, экспериментально под-
тверждающие их эффективность. 

УДК 621.396 

РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ ПО РЕГИСТРАЦИИ  
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THE RESULTS OF EXPERIMENTS ON RECORDING AND POST-PROCESSING  
A MIXTURE OF A SPREAD SPECTRUM SIGNAL AND INTENSE CW INTERFERENCE 
CONVERTED BY A RADIO FREQUENCY FRONT-END 

Kuzmin E.V., Taranenko A.Yu. 
An experimental laboratory study of the suppression effectiveness of in-band intense continuous wave (CW) interference for radio 
electronic systems with spread spectrum signals has been carried out. Digital recording of an additive mixture of spread spectrum 
signals and CW interference at the output of the receiver radio frequency front-end (RF front-end) has been performed. Spectral 
pre-correlation algorithms of CW interference suppression and spread spectrum signals searching by delay procedures was carried 
out by post-processing of the recorded mixture samples. Spread spectrum signals simulator was used. The RF front-end is formed 
by a typical amplifying and filtering links. Recording of the mixture samples is performed into external memory by a digitally record-
ing samples device. The post-processing of the mixture samples included a Fourier procedure for spread spectrum signals search-
ing in the absence and presence of CW interference suppression algorithms. Spectral ranked element-by-element rejection and 
compensation based on spectral-weight estimation of CW interference parameters was used. The output effects of the spread spec-
trum signals searching procedure are presented in case of presence and absence of CW interference suppression. The effective-
ness of the spectral pre-correlation algorithms for intense CW interference suppression was experimentally confirmed. 

Key words: spread spectrum signals, continuous wave interference, signal acquisition, interference rejection, spec-
tral-weight estimation, signals simulator, radio frequency front-end, post-processing. 
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Введение 

Узкополосные и гармонические помехи (УП, 
ГП) являются распространёнными видами по-
меховых воздействий, способных снижать эф-
фективность работы радиоэлектронных систем 
(РЭС) с шумоподобными сигналами (ШПС)  
[1-11]. Цифровая спектральная обработка ШПС 
обладает высокими алгоритмическими возмож-
ностями по подавлению УП, в частности, она 
потенциально позволяет существенно ослабить 
действие ГП [3; 11–17]. Вместе с тем, влияние 
радиочастотного тракта (радиотракта) приём-
ника является немаловажным фактором, сдер-
живающим достижение потенциально возмож-
ных характеристик подавления помех [3; 14]. 
Современные возможности синтеза и регистра-
ции сигналов, а также наличие готовых инженерных 
решений для общепринятых радиочастотных преобра-
зований, предрасполагают к проведению серии натур-
ных лабораторных экспериментов по выделению сла-
бых ШПС на фоне интенсивной ГП при учёте влияния 
типового состава радиотракта. При проведении экспе-

риментов шумоподобные сигналы генерировались ими-
татором, позволяющим в лабораторных условиях фор-
мировать банк стандартных сигналов глобальных нави-
гационных спутниковых систем (ГНСС) второго поколе-
ния, являющихся одним из наиболее распространённых 
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примеров РЭС со слабыми ШПС. Регистрация смеси 
ШПС и ГП на выходе радиотракта выполнялась с по-
мощью средства цифровой записи (СЦЗ). 

Цель статьи – экспериментальное исследование 
возможности реализации поиска шумоподобного сигна-
ла в режиме постобработки при его цифровой регистра-
ции в смеси с интенсивной помехой на выходе радиоча-
стотного тракта, а также сравнение эффективности раз-
личных мер подавления помехи. 

Структурная схема и описание физических 
лабораторных экспериментов 

Обобщённая структурная схема выполненных экспе-
риментов показана на рис. 1, где применены следую-
щие обозначения: ПК – персональный компьютер, ис-
пользуемый для управления основными структурными 
элементами, а также для постобработки зарегистриро-
ванных реализаций аддитивной смеси ШПС и ГП; ИМ – 
имитатор сигналов ГНСС, обеспечивающий формиро-
вание стандартных сигналов; ГЕН – СВЧ-генератор 
гармонических сигналов, выполняющий роль генерато-
ра гармонической помехи; РТ – радиотракт, образован-
ный полосовыми фильтрами и малошумящими усили-
телями; СЦЗ – средство цифровой записи, обеспечива-
ющее аналого-цифровое преобразование (АЦП) и высо-
коскоростную регистрацию отсчётов смеси; символом  
«  » обозначен сумматор сигналов; радиочастотные 
соединения показаны обыкновенными линиями и стрел-
ками, указывающими направление прохождения сигна-
лов; двойными линиями показаны интерфейсные связи 
между ПК и имитатором, между ПК и СЦЗ; указатели 
«Упр.» означают передачу команд управления, а указа-
тель «Данные» – передачу зарегистрированных отсчё-
тов. На структурной схеме не показано управление 
СВЧ-генератором со стороны ПК и не показаны вспомо-
гательные контрольно-измерительные приборы (анали-
затор спектра, осциллограф), использованные для 
настройки и контрольных оценок необходимых пара-
метров смеси при проведении экспериментов.  

 
Рис. 1. Структурная схема экспериментов по регистрации  
и постобработке смеси ШПС и интенсивной гармонической 

помехи на выходе радиотракта 

С использованием лабораторной установки, основ-
ная часть которой представлена структурной схемой 
(рис. 1), выполнена серия экспериментов по генерации 
физической аддитивной смеси ШПС с гармонической 
помехой, её регистрации на выходе радиотракта и 
дальнейшей постобработке. Первая серия эксперимен-
тов предполагала отключение генератора помехи, что 
было необходимо для настройки и проверки энергети-
ческого потенциала (отношения «сигнал/шум»), а также 
для отладки общей структуры эксперимента, включая 

процесс получения (записи) отсчётов, выполнения одной 
из целевых задач при постобработке – поиска ШПС и 
проверку функционирования соответствующей процеду-
ры. Далее выполнялась вторая серия экспериментов, 
предполагающая регистрацию смеси при включённом 
генераторе помехи и постепенном увеличении отноше-
ния «помеха/сигнал». Для каждого рассматриваемого 
случая производилась регистрация смеси и её посто-
бработка. 

Результаты постобработки данных  
физических лабораторных экспериментов 

На рис. 2-4 в графической форме показаны результа-
ты программной постобработки дискретных отсчётов 
физической аддитивной смеси ШПС, гармонической по-
мехи и шума радиотракта. На рис. 2 представлены две 
группы (I и II) нормированных выходных эффектов нZ  
процедуры поиска фазоманипулированных ШПС по за-
держке, соответствующие сигналам двух рассматривае-
мых РЭС, которые сгенерированы имитатором, преобра-
зованы радиотрактом и зарегистрированы СЦЗ. Внеш-
няя помеха отсутствовала. Энергетический потенциал 

40 дБГц.q  По оси абсцисс отложено нормированное к 

периоду повторения ШПС временное смещение п/ .T  
Нумерация графиков (5..8) соответствует количеству 
когерентных накоплений при выполнении корреляцион-
ной обработки ( 5..8).M   На рис. 3 представлены вы-
ходные эффекты процедуры поиска при наличии мощ-
ной гармонической помехи, для отношения «поме-
ха/сигнал» пс 64дБ.q   Энергетический потенциал преж-
ний. Количество когерентных накоплений 9.M   Кри-
вая 1 получена при отсутствии мер подавления помехи и 
демонстрирует некорректную работу процедуры поиска, 
т.к. её максимум не указывает на заданное временное 
положение сигнала. Кривая 2 получена при предвари-
тельном подавлении помехи на основе спектральной 
ранжированной поэлементной режекции [16]. При посто-
бработке в спектре взвешенной смеси режектировался 
приблизительно 1 % частотных выборок (от их общего 
числа), локализующихся в окрестности максимума, 
определяемого помехой. Кривая 3 (серый фон) получена 
при применении компенсации помехи, основанной на 
спектрально-весовом оценивании её параметров [17]. 

 
Рис. 2. Нормированные выходные эффекты процедуры поиска 
ШПС по задержке. Случай отсутствия внешнего помехового 

фона, 40дБГц,q  5..8M   
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Рис. 3. Нормированные выходные эффекты процедуры  

поиска ШПС по задержке. Случай наличия внешнего  
помехового фона, пс 64дБ,q   40дБГц,q  9M   

На рис. 4 показаны выходные эффекты, полученные 
и пронумерованные аналогично выходным эффектам 
на рис. 3, но при повышении отношения «поме-
ха/сигнал» до 74 дБ и увеличении количества накопле-
ний до 20.M   В табл. 1 представлены данные о «раз-
махе» D значений отсчётов аддитивных смесей ШПС, 
помехи и шума РТ ( 40дБГц),q  зарегистрированных 
на выходе СЦЗ при различных рассмотренных отноше-
ниях «помеха/сигнал», включая случай отсутствия по-
мехи, что показано прочерком. Кроме того, в табл. 1 
показаны значения необходимого в каждом случае ко-
личества накоплений M для устойчивого выделения 
сигнального всплеска.  

 
Рис. 4. Нормированные выходные эффекты процедуры поиска 

ШПС по задержке. Случай наличия внешнего  
помехового фона, пс 74дБ,q   40дБГц,q  20M   

Таблица 1. Значения «размаха» D зарегистрированных  
отсчётов при различных отношениях «помеха/сигнал»;  

требуемое кол-во накоплений M 

пс ,дБq  – 40 54 64 74 
D 255 192 79 60 55 
M   4 6 6 9  12 

Таким образом, проведённые физические лабора-
торные эксперименты по цифровой обработке зареги-
стрированных на выходе радиотракта шумоподобных 
сигналов, в условиях отсутствия помехи (рис. 2) и при 
её воздействии (рис. 3, 4), подтверждают корректность 
применения (реализации) алгоритмического инструмен-
тария для поиска ШПС (рис. 2-4) и высокую эффектив-
ность выполнения предварительной (предкорреляцион-
ной) спектральной обработки смеси (рис. 3, 4). В рас-
смотренных условиях спектральная ранжированная 

поэлементная режекция помехи и компенсационный 
подход, основанный на спектрально-весовом оценива-
нии параметров помехи, обладают паритетной эффек-
тивностью.  

Обсуждение результатов 

Как видно из рис. 2, при рассматриваемых условиях 
наблюдения, характеризующихся отсутствием внешней 
помехи и наличием в регистрируемой смеси лишь по-
лезных ШПС и шума радиотракта, выходные эффекты 

нZ  процедуры поиска при обработке сигналов двух РЭС 
соответствуют ожидаемым. Они содержат сигнальные 
всплески, позволяющие определить оценки задержек 
генерируемых имитатором сигналов. Кроме того, из 
рис. 2 видно, что временные интервалы, соответствую-
щие длительности «оснований» наблюдаемых выходных 
эффектов, отличаются приблизительно в два раза, что 
объясняется различными длинами псевдослучайных 
последовательностей, используемых для синтеза ШПС  
в рассматриваемых РЭС, при равенстве периодов  
их повторения п.T  Устойчивое проявление сигнальных 

всплесков в выходных эффектах нZ  наблюдается при 
количестве производимых когерентных накоплений 

4,M   что согласуется с ожидаемым поведением [3; 15]. 
Из рис. 3, 4 видно, что при воздействии интенсивной 
помехи пс( 64дБ,q   74дБ)  и отсутствии мер по её по-
давлению, процедура поиска ШПС обладает выходными 
эффектами (кривые 1) с заметной «постоянной состав-
ляющей» и максимумами, существенно смещёнными 
относительно истинного временного положения ШПС. 
Это является следствием негативного влияния помехи. 
Применённые меры подавления помехи приводят к су-
щественному улучшению ситуации (кривые 2, 3 на рис. 3 
и кривая 2 на рис. 4): выходные эффекты содержат сиг-
нальные выбросы, позволяющие правильно решить за-
дачу поиска ШПС. Строго говоря, целевая задача обра-
ботки ШПС, решение которой следует после выполнения 
мер борьбы с помехой, может быть произвольной, а за-
дача поиска ШПС является первичной, объективно не-
обходимой и выбрана, в том числе, для наглядности 
визуализации достигаемого положительного эффекта, 
проверки практической возможности его получения. В 
рассмотренных условиях наблюдения полезных ШПС 
применяемые меры подавления помехи практически 
одинаково эффективны (рис. 3, 4), однако, из рис. 3 вид-
но, что подавление помехи на основе спектрально-
весового оценивания её параметров и компенсации при-
водит к слегка повышенным значениям боковых выбро-
сов (кривая 3, серый фон), что, с одной стороны, не ме-
шает решению целевой задачи поиска ШПС, а с другой 
стороны – несколько отличается от ожидаемого поведе-
ния, полученного статистическим моделированием [17]. 
Возможной и объяснимой причиной является функцио-
нирование системы цифровой автоматической регули-
ровки усиления в составе СЦЗ, вносящей дополнитель-
ные «шумы», влияющие на эффективность спектрально-
весового оценивания параметров помехи и точность её 
цифрового воспроизведения для компенсации. Кроме 
того, следует дополнительно отметить, что неизбежное 
влияние автоматической регулировки усиления оказы-
вается и на полезный ШПС, уровень которого снижается, 
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при отрабатывании по интенсивной помехе с целью 
избегания возможных «ограничений» регистрируемой 
смеси. Проведённое ранее исследование [17] алгорит- 
мических возможностей подавления интенсивной поме- 
хи на основе спектрально-весового оценивания её па- 
раметров и компенсации предполагало её присутствие  
в смеси с шумом приёмника, но не учитывало влияние  
регулировки усиления и других погрешностей, вносимых 
радиотрактом и СЦЗ. 

Устойчивое функционирование совместно применяе-
мых этапов обработки ШПС на фоне интенсивной ГП 

пс( 74дБ),q   включающих спектральную режекцию помехи 
и Фурье-процедуру поиска сигнала, позволяет зафиксиро-
вать выигрыш от 4 дБ до 14 дБ в сравнении с возможно-
стями обеспечения функционирования приёмной аппара-
туры РЭС [3, с. 758] при тех же мерах борьбы с помехой. В 
проведённых экспериментах, повышение отношения «по-
меха/сигнал» до 74 дБ приводило к дополнительному по-
давлению сигнала (табл. 1), поэтому при имеющихся тех-
нических ограничениях выделение сигнального всплеска 
оказалось возможно лишь при повышении интервала 
накопления – количества производимых когерентных 
накоплений ( 12).M   Следует заметить, что это не всегда 
представляется возможным в силу формата ШПС, содер-
жащих «медленную» информационную компоненту. Вместе 
с тем, при некоторых потерях, когерентное накопление 
может заменяться некогерентным. Кроме того, в модерни-
зированных форматах ШПС для ГНСС имеются сигналы 
без информационной компоненты, что делает подход уве-
личения количества когерентных накоплений реализуемым 
и оправданным [18]. Алгоритмические возможности подав-
ления помехи на основе режекции и компенсации являются 
существенно большими [3; 11; 14-17], но для их практиче-
ской реализации требуется РТ, обеспечивающий расши-
ренный динамический диапазон, а также СЦЗ, обладающее 
АЦП с высокой разрядностью и не вносящее дополнитель-
ных аберраций. 

Заключение 
В статье проведено экспериментальное исследова-

ние, включающее цифровую регистрацию и постобра-
ботку аддитивной смеси слабых шумоподобных сигна-
лов информационно-измерительных РЭС и интенсивной 
гармонической помехи на выходе радиочастотного 
тракта, образованного типовыми структурными элемен-
тами. Получены выходные эффекты процедуры поиска 
ШПС при наличии и отсутствии помехи, а в случаях её 
воздействия – при наличии и отсутствии мер подавле-
ния. В рассмотренных условиях применяемые меры 
подавления помехи, предполагающие поэлементную 
спектральную режекцию или компенсацию, основанную 
на предварительном спектрально-весовом оценивании 
параметров помехи, обладают паритетной эффективно-
стью. Экспериментально показано устойчивое функцио-
нирование процедуры поиска ШПС на фоне интенсив-
ной ГП вплоть до отношений «помеха/сигнал» пс 74дБq   
(выигрыш до 14 дБ в сравнении с [3, с. 758]), что опре-
деляется характеристиками радиотракта, разрядностью 
АЦП и особенностями автоматической регулировки уси-
ления в СЦЗ, приводящей к подавлению сигнала при 
отрабатывании по помехе, а не возможностями алго-
ритмов подавления помехи, которые при рассматрива-

емых условиях обеспечивают паритетную эффектив-
ность и обладают существенно большими потенциаль-
ными возможностями. 
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