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Проведены исследования фазоэнергетических функций видеопоследова-
тельности, содержащей движущийся объект типа «прямоугольник». Опреде-
лены основные характерные области двумерных дискретных полей, порож-
даемых фазоэнергетическим спектром видеопоследовательности. Получены 
аналитические выражения для определения компонент этих полей в любой 
точке частотной области. Рассмотрена связь одномерных и двумерных 
фазоэнергетических функций. 
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Введение 

Проблема выделения движения является од-
ной из центральных в обработке видеоинформации. 
Анализ публикаций по данной тематике указывает на 
наличие значительных успехов по отдельным направле-
ниям, однако ее комплексное эффективное решение пока 
еще не найдено [1, 2]. 

Не случаен интерес к данной проблеме. Детектирова-
ние движущихся объектов выполняется в таких областях, 
как безопасность, контроль пространства, аэронавигация, 
транспортный и производственный контроль, мониторинг 
лесных пожаров и др. Несмотря на большое разнообра-
зие разработанных методов обнаружения движений в 
кадре, применимость их существенно зависит от условий, 
в которых решается задача поиска. Недостаточная 
надежность работы соответствующих алгоритмов в про-
странстве всех возможных состояний фона и объектов 
является сдерживающим фактором на пути к созданию 
как универсальных многофункциональных систем обра-
ботки изображений и видеопоследовательностей, так и 
специализированных, включенных, например, в автома-
тический контур принятия решения критически важных 
объектов. 

В работе [3] приведена классификация методов поис-
ка движения в видеопоследовательностях. К группе ста-
тистических методов авторы относят корреляционные 
методы, статистическую сегментацию, пространственную 
и пространственно-временную фильтрацию. Методы со-
поставления, отслеживания краевых точек, слежения за 

точечными особенностями, а также методы, основанные 
на графовых моделях, относят к параметрическому под-
ходу. Все указанные группы методов характеризуются в 
той или иной мере чувствительностью к однородности 
фона, отношению сигнал/шум, объему априорной ин-
формации, а также существенной вычислительной слож-
ностью. 

Мощным инструментом обнаружения движения в 
кадрах видеопоследовательности является спектраль-
ный анализ. Видеодатчик формирует изображение в 
форме упорядоченного множества дискретно-аналоговых 
отсчетов случайного двумерного пространственного по-
ля. Спектр изображения описывается дискретизирован-
ным по пространственным координатам двумерным пре-
образованием Фурье. Оно содержит две случайные 
функции – амплитудно-частотный и фазочастотный про-
странственный спектры (АЧПС и ФЧПС). При линейной 
обработке изображений для уменьшения влияния слу-
чайности обычно используют квадрат модуля преобразо-
вания – энергетический спектр. Однако существует мно-
жество задач, где важно использование именно фазовой 
информации, содержащейся в ФЧПС, прежде всего, это 
определение местоположения объектов и идентифика-
ция движения. 

Учитывать одновременно энергетическую и фазовую 
информацию позволяет рассматриваемый в статье ма-
тематический аппарат. Предлагаемый подход является 
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развитием методов пространственно-временной филь-
трации. 

В работах [4-6] были исследованы энергетические ха-
рактеристики видеопоследовательности, в частности, вве-
дено понятие фазоэнергетической функции ( )k  стро-
ки/столбца изображения, определяемой выражением: 

     2 ,
M k

m m k m m k
m M

k m k f f f f


 


        (1) 

где ,m m kf f   - отсчеты видеосигнала строки в пикселях с 
номерами m и m+k, соответственно (два штриха озна-
чают принадлежность к последующему кадру, а один – к 
предыдущему). 

Приведенный в [4] анализ энергетических характери-
стик указал на возможность их использования для иден-
тификации движения при обработке видеопоследова-
тельностей. В частности, были определены десять ха-
рактерных областей изменения фазы k, взаимосвязан-
ных с пространственным положением объекта в соседних 
кадрах видеоряда. Результаты получены для одномерно-
го случая, однако, авторами упомянута возможность 
обобщения для аналогичных функций двух переменных. 

В работе [7] фазоэнергетическая характеристика 
изображения представлена в виде дискретного вектор-

ного поля ( , ) { ( , ), ( , )},x y x x y y x yI p p I p p I p p


 где 

,x yp p  – одномерные номера фаз, а компоненты векто-

ра находятся следующим образом:  

, ,( , ) (2 ) ,
x

x y

M p

x x y x i j i p j p
i M j

I p p i p f f


 


    (2) 

, ,( , ) (2 ) ,
x

x y

M p

y x y y i j i p j p
i M j

I p p j p f f


 

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; , если 0,
где

; , если 0.

y y

y y

j N N p p

j N p N p

       


      
 

При решении задачи определения параметров дви-
жения представляет интерес анализ межкадровых из-

менений компонент ( , )x x yI p p  и ( , ),y x yI p p  т.н. фазо-

энергетических функций (ФЭФ) : 
( , ) ( , ) ( , ),x x y x x y x x yI p p I p p I p p     (4) 

( , ) ( , ) ( , ).y x y y x y y x yI p p I p p I p p     (5) 

Переход к двумерному случаю демонстрирует более 
сложную картину зависимостей (4)-(5), поэтому в статье 
ставится и решается задача выявления особенностей 
характерных участков ФЭФ и их связи с пространствен-
ным положением объекта в кадре. 

Целью статьи является исследование двумерных 
фазоэнергетических функций видеопоследовательности 
в рамках формирующегося научно-технического задела 
по разработке алгоритмического обеспечения бортовых 
систем технического зрения автономных объектов. 

I. Движение объекта с нулевой вертикальной 
координатой 

Рассмотрим видеопоследовательность, содержа-
щую объект прямоугольной формы размерами 8 1  

пиксель, перемещающийся по горизонтали влево на 
3hd   пикселя (рис. 1). Координаты объекта в двух со-

седних кадрах: 6, 13L R   – в первом кадре, 

3,hL d   10hR d   – во втором. Начало системы 
координат выбрано в центре изображения, т.е. объект 
расположен на оси абсцисс; размеры изображения 
(2 1)M    (2 1) 27 27.N     На рис. 2. построены 
графики двумерных ФЭФ (4), (5) для данного случая. 

 
Рис. 1. Расположение объекта  

в двух соседних кадрах видеоряда 

 
а) ( , );x x yI p p  

 
б) ( , )y x yI p p  

Рис. 2. Фазоэнергетические функции для случая движения 
прямоугольного объекта по оси абсцисс 

Для анализа фазоэнергетической функции 
( , )x x yI p p  рассмотрим два случая: 0yp   и 0yp  . 

С учетом (2) соотношение (4) примет вид: 

, , , ,

( , )

(2 )( ).
x

x y x y

x x y

M p

x i j i p j p i j i p j p
i M j

I p p

i p f f f f
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   


 

      
 (6) 
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Из всего диапазона строк с номерами [ ; ]j N N   

вклад в ( , )x x yI p p  вносит только одна нулевая строка, 

что соответствует одномерному случаю, рассмотренно-
му в [5]. На рис. 3 сплошной линией показано сечение 

( , )x x yI p p  при 0,yp   полностью совпадающее с 

графиком ( )k  в [5]. 

Если 0,yp   то , , ,
x yi j i p j pf f     , , ,

x yi j i p j pf f     и 

для отсчетов видеосигнала кадра возможны три соот-
ношения: 

1. , ,, ,
x yi j i p j pf a f b     тогда 

, ,( , ) (2 )( )
x

x y x y

M p

x x y x i p j p i p j p
i M j

I p p i p a f a f


   


      
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a i p f
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 (7) 
2. , ,, ,

x yi j i p j pf b f a     тогда 
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,

( , ) (2 )( )

(2 ) .

x

x

M p

x x y x i j i j
i M j

M p

x i j
i M j

I p p i p a f a f
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
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 
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3. , , ,
x yi j i p j pf f a     тогда  

2 2( , ) (2 )( ) 0
xM p

x x y x
i M j

I p p i p a a




      . 

Значения ( , )x x yI p p  в первых двух случаях будут 

определяться при _ min _ max .y y yp p p   Величины 

_ maxyp  и _ minyp  можно получить из условий 

_ max обyp N j   и _ min об ,yp N j   где обj  – номер 

строки, в которой расположен объект. 
Для примера, представленного на рис. 1: _ max 27yp   

и _ min 27.yp    Если _ min{ 2 ,..., 1}y yp N p     

max{ 1,..., 2 },yp N   то ( , ) 0.x x yI p p   Если объект 

шириной в один пиксель движется горизонтально, то 
( , )x x yI p p const   при фиксированном xp  и 

_ min max{ ,..., }y y yp p p  (см. рис. 4). 

 
Рис. 3. Сечения фазоэнергетической функции:  

сплошная черная линия - график ( ; 0)x x yI p p  ;  

штриховая серая линия -  
график _ min max( , 0), { ,..., }x x y y y yI p p p p p    

Отличия двух линий на рис. 3 возникают в области 
малых фаз  1,..., ,xp R L   т.е. когда фаза xp  равна 

«длине» объекта и , , .
x yi j i p j pf f b    Следствием это-

го является рост абсолютной величины ( , ).x x yI p p  Для 

_ min max0, { ,..., }y y y yp p p p   подобная ситуация ис-

ключена, и варьирование yp  никак не влияет на изме-

нение ( , )x x yI p p  при фиксированном xp . 

Проанализируем фазоэнергетическую функцию 
( , )y x yI p p : 

, , , ,

( , )

(2 )( ).
x

x y x y

y x y

M p

y i j i p j p i j i p j p
i M j

I p p

j p f f f f


   


 

      
 (9) 

Для графика функции ( , )y x yI p p  характерно нали-

чие двух возвышенностей и двух низменностей, сим-
метричных относительно (2 1) / 2,xp M   причем 

( ; 0) 0y x yI p p   . 

Рассмотрим классификацию областей фазы ,xp  
аналогичную приведенной в работах [4, 5]: область 
верхних фаз, спуски, вершины и подъемы дальней (от 
начала координат) и ближней возвышенностей, а также 
седловину и область малых фаз.  

Исследуем особенности функции ( , )y x yI p p  от-

дельно в каждой из областей. 
В области верхних фаз ( ; ) 0,y x yI p M R p     т.к. 

, ,x yi j i p j pf f a    в обоих кадрах. По величине 

_ maxxp M R   можно найти правый край объекта R . 

Область спуска дальней (от начала координат) 
возвышенности формируется при 

{ 1, ..., }.x hp M R d M R      Тогда для xi p   

{ 1,..., }, 0h yR d R j p      функцию (9) можно пере-

писать в виде: 
( , )

(2 1)(2 1)(2 ),
2

y x y

x y y

I p p
ac M p N p N p

 

      
 (10) 

где c b a  – контраст объекта и фона. 

 
Рис. 4. Сечение ( , )y x yI p p  

при некотором фиксированном значении yp  
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В диапазоне фаз { , ..., }x hp M L M R d     
формируется вершина дальней возвышенности, кото-
рая, согласно (9), описывается выражением: 

( , ) (2 )y x y h y
j

I p p acd j p    . (11) 

Измеряя протяженность области вершины дальней 
возвышенности на рис. 4, можно найти левую границу 
L  объекта из выражения ( ) ( )hM R d M L    . Вели-

чина смещения объекта hd  численно равна количеству 
отсчетов, формирующих спуск дальней возвышенности. 

Представляет интерес поведение ( , )y x yI p p  при 

некотором фиксированном { ,..., }x hp M L M R d     
(рис. 5). Определив границы _ minyp  и _ maxyp  области, 

в которой ( ; ) 0,y x yI p const p    можно найти номер 

строки об ,j  в которой расположен объект, используя 
соотношения: _ max обyp N j   или _ min об .yp N j   

При движении объекта по оси абсцисс (рис. 1) об 0,j   

поэтому _ max _min| | | | .y yp p  

 
Рис. 5. Сечение ( ; )y x yI p const p   

 для { ,..., }x hp M L M R d     

В области фаз { ,..., 1}x hp M L d M L      
наблюдается подъем дальней возвышенности. Рас-
сматривая три множества для :xi p  { ,..., 1},hL d L   

{ , ..., }hL R d  и { 1,..., },hR d R   при условии 

0yj p   получаем: 

( , ) ( ) (2 )y x y x h y
j

I p p ac M L p d j p      . (12) 

Положение левого края объекта во втором кадре 

hL d  связано с границей фазы 1,x hp M L d     при 

которой справедливо равенство , , .i j i jf f a    Если 

,x hp M L d    то ,i jf a   или , .i jf b   

Область фаз { ( ) 1, ..., ( ) 1}h hM L d M L d       
«зажата» между ближней и дальней возвышенностями 
и может именоваться седловиной (по аналогии с ме-
жимпульсной областью для одномерного случая [5]). 

В диапазоне фаз { ( 1),..., (xp M L M L    

)}hd  наблюдается спуск ближней возвышенности. 
При этом ФЭФ определяется соотношением: 

( , ) ( 1) (2 )y x y x h y
j

acI p p M L p d j p      . (13) 

При { ( ), ..., }x hp M R d M L     формируется 
вершина ближней возвышенности. ФЭФ на данном 
участке задается выражением: 

( , ) ( ) (2 )y x y x h y
j

I p p ac M R p d j p       . (14) 

Дальнейшее уменьшение фазы xp  от (M R   

1)hd   до M R  приводит к появлению очередной 
области – области подъема ближней возвышенности. 
Выражение ФЭФ для нее будет иметь вид: 

,( ) ( 1) (2 )y x y y
j

I p p ac R L j p     . (15) 

В области малых фаз {1,..., ( 1)}xp M R    функ-

ция ,( )y x yI p p  принимает нулевые значения. 

II. Движение объекта  
с ненулевой вертикальной координатой 

Рассмотрение движения объекта строго «по оси 
абсцисс» позволяет выявить главные особенности 
функций ( , )x x yI p p  и ,( ).y x yI p p  Исследуем ФЭФ для 

случая, когда объект имеет ненулевую вертикальную 
координату. 

Будем рассматривать видеопоследовательность, 
содержащую объект прямоугольной формы, переме-
щающийся по горизонтали влево на hd  пикселей. Коор-
динаты объекта в первом кадре: R  – правый край, L  – 
левый край; во втором кадре: ( )hR d  и ( )hL d  соот-
ветственно. Вертикальная координата объекта остается 
неизменной ;V const  размеры объекта ( 1) 1R L    
пиксель. 

На рис. 6 представлены графики ФЭФ для данного 
случая. В качестве исходных данных при моделирова-
нии были приняты следующие значения: 20,R   13,L   

13,V   3,hd   27.M N   
Сравнение поверхностей на рис. 2а и рис. 6а пока-

зывает, что «пространственное положение» дальней 
возвышенности изменилось относительно оси ,yp  но не 
претерпела изменения ее форма, а у ближней возвы-
шенности изменились как положение, так и форма. По-
скольку координаты объекта в соседних кадрах и вели-
чина перемещения hd  в обоих случаях были одинако-
выми, области, формирующие дальнюю возвышенность 
на оси ,xp  остались неизменными. 

Анализ рис. 6а показывает, что наибольшие измене-
ния функции ( , )x x yI p p  произошли в области ближней 

возвышенности: несмотря на сохранение горизонталь-
ных границ { ,..., ( )},x hp M R M L d     возвышен-
ность сегментирована по оси yp  на два участка. На 

рис. 7 представлены сечения этих участков при 0yp   

и некотором { ( ),..., ( 1)},yp N V N V       причем 

график ( ; 0)x x yI p p   полностью совпадает с соответ-

ствующей зависимостью при движении с нулевой вер-
тикальной координатой. 
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 а) ( , )x x yI p p   б) ( , )y x yI p p  

Рис. 6. Фазоэнергетические функции для случая горизонтального движения прямоугольного объекта 

Поясним изменения ( , )x x yI p p  в области ближней 

возвышенности с помощью рис. 8, на котором представ-
лены сечения фазоэнергетической функции xI  при 

xp const  для случая 0V   (серая пунктирная линия) и 

0V   (черная сплошная линия) соответственно. 

 
Рис. 7. Сечения ( , )x x yI p p   

при 0yp   (серая пунктирная линия)  

и при { ( ),..., ( 1)}yp N V N V       (черная сплошная линия) 

 
Рис. 8. Сечения xI  для [ ( ); ]xp M R dh M L    :  

пунктирная черная линия – при 0,V    
сплошная серая линия – при 0V   

Рассмотрим формирование ( , )x x yI p p  при 0.V   

В области фаз yp N V   все пиксели, участвую-

щие в формировании ФЭФ, будут принадлежать фону, 
следовательно, ( , ) 0.x x yI p p   При значениях фазы 

{ 1,..., }yp N V N V     имеет место равенство 

, , ,i j i jf f a    но отсчеты ,x yi p j pf    и ,x yi p j pf    могут 

принимать значения яркости как объекта, так и фона. 
Поскольку объект имеет единичную «толщину», то от-
счеты фазоэнергетической функции будут формиро-
ваться только при .yj V p   Тогда: 

( , ) 2 ( 1)x x y hI p p acd L R    . (16) 

В диапазоне { ( ),..., },x hp M R d M L     соответ-
ствующему вершине ближней возвышенности, величи-
ны ,i jf   и ,i jf   могут принимать значения яркости объек-

та b  при { ,..., 1} { ,..., }.h hi L d L L R d      В области 

положительных фаз {1,..., }yp N V   ФЭФ имеет «до-

полнительные» слагаемые 
1

* 2(2 )( ),
y

h

N pL

x x
i L d j N

I i p ba a


  

      определяемые усло-

вием: 
*,

,
h xL d i M p

j V
    



 (17) 

где * ( )x hp M R d    – минимальное значение фазы для 
вершины ближней возвышенности. 

Таким образом, ФЭФ для {1,..., }yp N V   будет 

иметь вид: 
*( , ) 2 ( 1)

(4 2 3).
x x y x h

h h x

I p p I acd L R

acd L R d p

      

    
 (18) 

Формирование значения xI  при 0yp   инвариант-

но к изменению вертикальной координаты объекта и 
рассмотрено выше. 

В диапазоне фаз { ( ),..., ( 1)}yp N V N V       необ-

ходимо рассмотреть лишь область { ,..., 1},hi L d L    

j V . В этом случае: 

 ( ),..., (2 1 )
x hx h h xp M R d M LI acd L d p        . (19) 
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Очевидно, что ( ; ( )) 0x x yI p p N V    . 

Определяя по функции xI  значения максимальной 
и минимальной фаз _ maxyp N V   и _ min ( ),yp N V    

можно найти вертикальную координату V  объекта. 
В общем случае величина горизонтального переме-

щения объекта между кадрами может принимать значе-
ния 0 hd R L    или .hd R L   В первом случае объ-
екты в соседних кадрах попадают в одну и ту же об-
ласть от L -го пикселя до 1 hR L d    пикселя. Во вто-

ром случае, если , , ,k l s tf f b    то ( , ) ( , ).k l s t  Опре-

деление величины перемещения hd  имеет исключи-
тельно важную практическую ценность и может исполь-
зоваться, например, при оценке скорости перемещения 
объекта при известной частоте следования кадров. 

На рис. 9 приведены результаты моделирования для 
нескольких значений величины перемещения hd  1, 2, 3, 
5, 7 и 9 пикселей (соответственно, линии № 1, 2, 3, 4 и 5). 

 
Рис. 9. Зависимости ( , )x x yI p p , полученные  

при различных значениях hd  

Графики на рис. 9 имеют более заметные изменения 
в области ближней возвышенности, чем изменения в 
области дальней возвышенности. В частности, наблю-
дается расширение зон подъема и спуска, сокращение 
области вершины ближней возвышенности при увели-
чении .hd  Для всех линий сохраняется левая граница 

подъема ближней возвышенности .xp M R   Левая 
граница области спуска для линии № 5 отличается от 
границ первых четырех линий, что можно объяснить 
тем, что величина перемещения объекта в двух сосед-
них кадрах равна длине объекта 1R L   или превы-
шает ее, т.е. «перекрытие» объекта в соседних кадрах 
отсутствует. 

Анализ рис. 6 б показывает, что движение объекта с 
0V   приводит к существенному изменению отсчетов 

( , )y x yI p p  в областях ближней и дальней возвышен-
ностей. Кроме того, нарушается симметрия расположе-
ния «положительных» и «отрицательных» участков 
ближней и дальней возвышенностей относительно 

0.yp   Выше было показано, что в случае движения 

объекта с нулевой вертикальной координатой ФЭФ бу-
дет нулевой при 0yp  и любом .xp  Очевидно, что при 

0V   это не выполняется: 

'' '' ' '
, , , ,

( , 0)

2 ( ) , при ;

0, при .

x

x y x y

y x y

M p

i j i p j p i j i p j p
i M

I p p

V f f f f j V

j V



   


  


  

 

  

На практике анализ двух возвышенностей поверхно-
сти ( , )y x yI p p  затруднителен в силу высоких вычис-
лительных затрат, поэтому представляется целесооб-
разным и обоснованным проводить анализ функции 

yI  по сечению 0yp   (рис. 10). Аналитические выра-

жения для сечений фазоэнергетической функции 
( , )y x yI p p  при 0yp   и 0V   приведены в табл. 1, 

где диапазоны фаз именуются так же как и в одномер-
ном случае [5]. 

 
Рис. 10. Сечение yI  при 0yp   

Таблица 1. Аналитические выражения  
для сечений фазоэнергетической функции yI   

№ Область фаз px 
Сечения фазоэнергети-

ческой функции 
( , 0)y x yI p p   

1. 
Область верхних фаз 

{ 1;2 }M R M   0 

2. 
Область среза  

дальнего импульса 
{ 1; }hM R d M R     

2 ( 1)xaVc M R p     

3. 
Область вершин  

дальнего импульса 
{ ; }hM L M R d    

2 haVcd  

4. 
Область фронтов  

дальнего импульса 
{ ; 1}hM L d M L     

2 ( )h xaVc M L d p    

5. 
Межимпульсная область 

{ 1; 1}h hM L d M L d       0 

6. 
Область срезов ближнего 

импульса 
{ 1; }hM L M L d     

2 ( 1)h xaVc M L d p   
 

7. 
Область вершин  

ближнего импульса 
{ ; }hM R d M L    

2 haVcd  

8. 
Область фронтов  

ближнего импульса 
{ ; 1}hM R M R d     

2 ( )xaVc R M p   

9. Область малых фаз 
Определяется  

с учетом дополнитель-
ных условий 
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Наличие двух разнополярных импульсов на графи-
ках сечений (рис. 10) свидетельствует о движении объ-
екта с ненулевой вертикальной координатой. Если 

0,V   то «ближний» от начала координат импульс 
имеет положительный знак, а дальний – отрицатель-
ный; если 0V   – наблюдается противоположная кар-
тина. 

Заключение 
В работе приведены результаты исследования фа-

зоэнергетических функций ( , )x x yI p p  и ( , )y x yI p p  

для тестовых видеопоследовательностей, содержащих 
движущийся строго горизонтально объект типа «прямо-
угольник». Получены аналитические выражения для 
указанных функций и выполнен их подробный анализ по 
характерным областям фаз. Выявлены особенности 
фазоэнергетических функций для случая движения 
объекта с ненулевой вертикальной координатой. Пока-
зана возможность определения положения динамиче-
ского объекта в кадрах видеоряда путем анализа осо-
бенностей графиков фазоэнергетических функций, что 
может быть использовано бортовой вычислительной 
системой носителя при решении задач идентификации 
движения. 
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полнен разработанным автором методом анализа вынужденных колебаний в цифровых динамиче-
ских системах при периодических входных воздействиях, а второй, четвертый и пятый разделы 
расширены вопросами, посвященными нелинейным искажениям гармонических сигналов в ре-
курсивных динамических системах с переполнением и квантованием. Результаты анализа проил-
люстрированы траекториями движений, бифуркационными и вероятностными диаграммами. 

Для студентов, обучающихся по направлению подготовки «Радиофизика», будет полезна 
студентам, обучающимся по укрупненной группе направлений подготовки 11.00.00 – «Электрон-
ная техника, радиотехника и связь».  

 


