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Развитие информационных технологий значительно расширило сферы 
приложения методов цифровой Фурье-обработки финитных дискретных сигна-
лов. Среди них такие предметные области как томография, активная и пас-
сивная гидролокация, радиолокация, сейсмология, техническое диагностирова-
ние, медицина, криминалистическая кибернетика, искусственный интеллект. 
Усложнение задач, решаемых методами цифровой Фурье-обработки в инфор-
мационных технологиях, стимулировало переход от одномерной к двумерной 
цифровой Фурье-обработке. Системный анализ перехода от одномерного дис-
кретного преобразования Фурье (ДПФ) к двумерному дискретному преобразова-
нию Фурье (2D ДПФ) показал, что, во-первых, такой переход далеко не тривиа-
лен и, во-вторых, переход носит, прежде всего, качественный, а не количе-
ственный характер. В то же время обобщение результатов двумерного случая 
на многомерный, как правило, не вызывает сложностей поскольку носит в ос-
новном количественный, а не качественный характер. Как известно, для прак-
тического применения методов Фурье-обработки, расширения сфер их прило-
жения, важная роль принадлежит процедурам быстрой реализации соответ-
ствующих преобразований Фурье. История с алгоритмом БПФ, предложенного 
в 1965 году, яркое тому подтверждение. В статье рассматривается решение 
важной и актуальной задачи разработки быстрых алгоритмов реализации 
нового дискретного преобразования Фурье: двумерного дискретного преобра-
зования Фурье с варьируемыми параметрами (2D ДПФ-ВП). В работе предложе-
ны и исследованы следующие три группы методов повышения быстродействия 
2D ДПФ-ВП. Первая группа методов повышения быстродействия 2D ДПФ-ВП 
основана на свойстве сепарабельности ядра 2D ДПФ-ВП и применении одно-
мерных параметрических ДПФ (ДПФ-П). Вторая группа методов повышения 
быстродействия 2D ДПФ-ВП основана на свойстве сепарабельности ядра 2D 
ДПФ-ВП и применении одномерных параметрических быстрых преобразований 
Фурье (1D БПФ-П). Третья группа методов повышения быстродействия 2D 
ДПФ-ВП основана на двумерном быстром преобразования Фурье (2D БПФ-ВП) по 
векторному основанию 2, с прореживанием в пространстве. Проведен сравни-
тельный анализ эффективности предложенных трех групп методов повыше-
ния быстродействия 2D ДПФ-ВП на основе компьютерного комплекса, разра-
ботанного на языке четвертого поколения МАТLAB (4GLS). 
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The development of information technologies has significantly expanded the scope of application of digital Fourier processing of finite 
discrete signals. Among them are such subject areas as tomography, active and passive sonar, radar, seismology, technical diagnos-
tics, medicine, forensic cybernetics, and artificial intelligence. The complication of problems solved by digital Fourier processing in in-
formation technology has stimulated the transition from one-dimensional to two-dimensional digital Fourier processing. A systematic 
analysis of the transition from the one-dimensional discrete Fourier transform (DFT) to the two-dimensional discrete Fourier transform 
(2D DFT) showed that, firstly, such a transition is far from trivial and, secondly, the transition is primarily qualitative, not quantitative 
character. At the same time, the generalization of the results of the two-dimensional case to the multidimensional one, as a rule, does 
not cause difficulties, since it is mainly quantitative, not qualitative. As is known, for the practical application of Fourier processing meth-
ods, expanding the scope of their application, an important role belongs to the procedures for the rapid implementation of the corre-
sponding Fourier transforms. The story of the FFT algorithm, proposed in 1965, is a vivid confirmation of this. The article deals with the 
solution of an important and urgent problem of developing fast algorithms for implementing a new discrete Fourier transform: a two-
dimensional discrete Fourier transform with variable parameters (2D DFT-WT). In this paper, the following three groups of methods for 
improving the speed of 2D DFT-WT are proposed and studied. The first group of methods for improving the speed of 2D DFT-WT is 
based on the separability property of the core of 2D DFT-WT and the use of one-dimensional parametric DFTs (DFT-P). The second 
group of methods for improving the performance of 2D DFT-WT is based on the separability property of the 2D DFT-WT kernel and the 
use of one-dimensional parametric fast Fourier transforms (1D FFT-P). The third group of methods for improving the performance of 2D 
DFT-WT is based on the 2D Fast Fourier Transform (2D FFT-WT) in vector base 2, with space decimation. A comparative analysis of 
the effectiveness of the proposed three groups of methods for improving the speed of 2D DFT-WT based on a computer complex de-
veloped in the fourth generation language MATLAB (4GLS) was carried out.  
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Введение  

Интенсивное развитие информационных 
технологий (IT), основанных на одномерном и 
двумерном классических дискретных преобра-
зованиях Фурье (1D ДПФ, 2D ДПФ), привело и к 
значительному расширению сфер приложения 
методов цифровой Фурье-обработки финитных 
дискретных сигналов1 (ФД сигналов). Расшире-
ние сфер приложения методов цифровой 
Фурье-обработки ФД сигналов во многом связа-
но с существованием быстрых алгоритмов реа-

                                                   
 
 
1 Финитный дискретный сигнал в одномерном случае  
задается на конечном интервале (отрезке, ограниченном  
начальной  и конечной  точками), а  в  двумерном случае  
прямоугольного  растра – задается  на конечной  опорной  
плоскости (прямоугольнике, ограниченном четырьмя точками). 
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лизации дискретных преобразований Фурье и адекват- 
ности аппарата Фурье многим практическим задачам.  
Среди множества областей приложения методов и  
средств цифровой Фурье-обработки следует отметить:  
томографию, активную и пассивную гидролокацию, ра- 
диолокацию, сейсмологию, техническое диагностирова- 
ние, медицину, криминалистическую кибернетику, ис- 
кусственный интеллект [1-45]. В тоже время анализ  
практики применения 1D ДПФ и 2D ДПФ выявил и нега- 
тивные эффекты этих дискретных преобразований:  
эффект наложения (aliasing effect), гребешковый эф- 
фект (scalloping effect), эффект частокола (picket fence  
effect). С целью совершенствования преобразований  
1D ДПФ и 2D ДПФ, повышения их эффективности и ре- 
зультативности в работах авторов [19, 38] предложены  
обобщения этих преобразований в виде соответственно  
параметрического 1D ДПФ и 2D ДПФ с варьируемыми  
параметрами. Для практического применения методов и  
средств Фурье-обработки дискретных сигналов на осно- 
ве параметрического 1D ДПФ и 2D ДПФ с варьируемы-
ми параметрами, задача разработки методов и алго-
ритмов быстрой их реализации представляется важной 
и актуальной. 

Цель исследования: разработка методов и алго-
ритмов быстрого двумерного дискретного быстрого пре-
образования Фурье c варьируемыми параметрами. 
Двумерное дискретное преобразование Фурье  
c варьируемыми параметрами 

В работе [19] введено новое двумерное дискретное 
преобразование Фурье – двумерное дискретное преоб-
разование Фурье с варьируемыми параметрами (2D 
ДПФ-ВП). Проведенное исследование аналитических 
свойств 2D ДПФ-ВП показало, что данное преобразова-
ние может рассматриваться с двух точек зрения: как 
обобщение стандартного двумерного дискретного пре-
образования Фурье (2D ДПФ) и как обобщение 1D ДПФ-
П на двумерный случай. 

2D ДПФ-П имеет две формы представления: матрич-
ную и алгебраическую. 
Матричная форма 2D ДПФ-ВП: 
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В зависимости от значений параметров 21,  можно 
выделить 3 рода преобразований 2D ДПФ-ВП: 

 1 рода – 2D ДПФ-ВП-1 при 10 1   , 02  ; 

)1(,0 11  Nk , )1(,0 22  Nk ; ,1,0 11  Nn  

1,0 22  Nn ;  
 2 рода – 2D ДПФ-ВП-2 при 01  , 10 2    

)1(,0 11  Nk , )1(,0 22  Nk ; ,1,0 11  Nn  

1,0 22  Nn ;  
 3 рода – 2D ДПФ-ВП-3 при 10 1   , 10 2    

)1(,0 11  Nk , )1(,0 22  Nk ; ,1,0 11  Nn  

1,0 22  Nn . 
Нетрудно видеть, что 2D ДЭФ-ВП-1, 2D ДЭФ-ВП-2 

являются, частными случаями 2D ДЭФ-ВП-3. 
Отметим, что 2D ДПФ-ВП-1, 2D ДПФ-ВП-2, 2D ДПФ-ВП-3 

базируются соответственно на множестве базисных си-
стем двумерных дискретных экспоненциальных функций 
(2D ДЭФ-ВП) трех родов: 2D ДЭФ-ВП-1, 2D ДЭФ-ВП-2,  
2D ДЭФ-ВП-3, а пространственные частоты 1k , 2k , опре-
деляют место конкретной 2D ДЭФ-ВП того или иного ро-
да в конкретной базисной системе. 
Метод реализации двумерного дискретного 
преобразования Фурье c варьируемыми 
параметрами на основе свойства  
сепарабельности его ядра  

Поскольку преобразования 2D ДПФ-ВП-1, 2D ДПФ-
ВП-22D являются частным случаем преобразования 
ДПФ-ВП-3, то метод реализации двумерного дискретно-
го быстрого преобразования Фурье c варьируемыми 
параметрами на основе свойства сепарабельности рас-
смотрим на примере 2D ДПФ-ВП-3. 

Ядро 2D ДПФ-ВП-3 с базисом: 
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где ,10 1   10 2    ),1(,0 11  Nk  ;)1(,0 22  Nk

,1,0 11  Nn  1,0 22  Nn , (8) 

обладает свойством разделимости (сепарабельности), а 
выполнение 2D ДПФ-ВП-3 может быть представлено в 
двух формах: алгебраической и матричной. Формы (ал-
гебраическая и матричная) могут быть реализованы 
двумя методами, каждый из которых состоит из двух 
этапов. 

Алгебраическая форма реализации 2D ДПФ-ВП-3  
на базе свойства сепарабельности, метод 1: 
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Первый этап выполнения метода 1 (алгебраическая 
форма): 
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N Wnnx

N
knS  


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1,0 22  Nk . (10) 

Второй этап выполнения метода 1(алгебраическая 
форма): 

),,(1),,,( 22

1

0
1
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1
2121,

1

1

2
111

121
  knSW

N
kkS

N

n
N

nk
NNN 







1,0 11  Nk . (11) 
Таким образом, реализация 2D ДПФ осуществляется 

путем выполнения 21 NN   одномерных ДПФ. 
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Алгебраическая форма реализации 2D ДПФ-ВП-3  
на базе свойства сепарабельности, метод 2: 

),( 21, 21
kkS NN


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Первый этап выполнения метода 2 (алгебраическая 
форма): 







1

0
21

)(

1
122

1

1

111

11
),(1),,(

N

n

nk
NN nnxW

N
knS 

1,0 11  Nk . (13) 
Второй этап выполнения метода 2 (алгебраическая 

форма): 
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2
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121
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2
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N

N

n
NNN WknS

N
kkS  






1,0 22  Nk . (14) 
Таким образом, реализация 2D ДПФ-ВП-3 методом 2, 

как и методом 1, осуществляется путем выполнения 

21 NN   одномерных ДПФ-П, но порядок выполнения 
одномерных ДПФ в методе 2 иной, чем в методе 1.  

Существует, как уже отмечалось, и матричная форма 
реализации 2D ДПФ-ВП-3 на базе свойства сепарабель-
ности, которая также может быть реализована двумя 
методами, каждый из которых состоит из двух этапов. 

Матричная форма реализации 2D ДПФ-ВП-3  
на базе свойства сепарабельности, метод 1: 










 

)1(
,

2

)2(
,

1

,
,, 22221111

21

2121

11
 NNNNNN

kk
NN NN

FXFS ; (15) 

где  

2

)1()1()1()1(0()1(

)1(1)1(1)0(1

)1(0)1(0)0(0
2

2

2

)1(
,

222

2

22

2

)22

2

22

2

2

2

2

2

22

2

2

2

2

2

222

..
.....
.....

..

..
)1(..10

)1(
.
.
1
0

k

WWW

WWW

WWW
N

n
N NN

N
N

N
N

N

N
NNN

N
NNN

NN











































F ; (16) 

1

)1()1(1)1(0)1(

)1(01(1)1(0)1(

)1()0(1)0(0)0(
1

1

1

)2(
,

111

1

11

1

11

1

11

1

1

1

1

1

11

1

1

1

1

1

111

..
.....
.....

..

..
)1(..10

)1(
.
.
1
0

n

WWW

WWW

WWW
N

k
N NN

N
N

N
N

N

N
NNN

N
NNN

NN











































F . (17) 

Первый этап выполнения метода 1 (матричная форма): 

][1 )1(
,

2

)1(
, 22221221  NNNNNN N   FXS . (18) 

Второй этап выполнения метода 1 (матричная форма): 
)1(

,
)2(

,
1

,
,,, 221111

21

2121

1
 NNNN

kk
NN N   SFS . (19) 

Матричная форма реализации 2D ДПФ  
на базе свойства сепарабельности, метод 2 

Первый этап выполнения метода 2 (матричная форма): 

)1()2(

1

)2(
, 222111121

1
NNNNNNNN N  









 FXFS  . (20) 

Второй этап выполнения метода 2 (матричная форма): 





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
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)1()2(
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2

,
,,, 2211

21
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Таким образом, реализация 2D ДПФ-ВП-3 на базе 
свойства сепарабельности как методом 2, так и мето- 
дом 1, осуществляется путем выполнения 21 NN   од-
номерных ДПФ в матричной форме, но порядок выпол-

нения одномерных ДПФ в матричной форме в методе 2 
иной, чем в методе 1.  

Согласно соотношениям (1, 7) число вычислительных 
операций, требующихся на прямую реализацию преобра-

зования 2D ДПФ-ВП-3, равно 2
2

2
1 NN   комплексных 

умножений и 2
2

2
1 NN   комплексных сложений. Поскольку 

одно комплексное умножение состоит из четырех дей-
ствительных умножений и двух действительных сложе-
ний, а комплексное сложение состоит из двух действи-
тельных сложений, то общее число действительных опе-

раций на реализацию 2D ДПФ составит 2
2

2
14 NN   дей-

ствительных умножений и 2
2

2
14 NN   действительных 

сложений.  
Несложно видеть, что с ростом 1N  и 2N  вычисли-

тельные затраты на реализацию 2D ДПФ-ВП-3 прямым 
методом стремительно растут, что в графической форме 
проиллюстрировано на рис. 1 а, б.  

Исходя из изложенного, несложно сделать вывод о том, 
что для практического применения 2D ДПФ-ВП необходима 
разработка методов повышения его быстродействия. 
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 a) б) 

Рис. 1. Число действительных умножений – а и число действительных сложений – б  
при реализации двумерного дискретного преобразования Фурье  
с варьируемыми параметрами третьего рода прямым методом 

Методы повышения быстродействия двумерного 
дискретного преобразования Фурье  
c варьируемыми параметрами  

Как показал системный анализ методы повышения 
быстродействия двумерного дискретного преобразова-
ния Фурье c варьируемыми параметрами можно разде-
лить на три большие группы: 

1. Методы повышения быстродействия двумерного 
дискретного быстрого преобразования Фурье c варьиру-
емыми параметрами, основанные на свойстве сепара-
бельности ядра 2D ДПФ-ВП и применении параметриче-
ских 1D ДПФ 

2. Методы повышения быстродействия двумерного 
дискретного быстрого преобразования Фурье c варьиру-
емыми параметрами, основанные на свойстве сепара-
бельности ядра 2D ДПФ-ВП и применении параметриче-
ских 1D БПФ. 

3. Методы повышения быстродействия двумерного 
дискретного быстрого преобразования Фурье c варьиру-
емыми параметрами на основе двумерного быстрого 
преобразования Фурье (2D БПФ-ВП) по векторному осно-
ванию 2, с прореживанием в пространстве, с замещени-
ем или без замещения. 

Для сравнения экономии вычислений методом В и 
методом А введем коэффициент   в виде отношения: 

)(; разы
ВметодевоперацийЧисло
АметодевоперацийЧисло

 . 

Методы первой группы повышения быстродействия 
двумерного дискретного преобразования Фурье с варьи-
руемыми параметрами непосредственно основаны на 
применении сепарабельности ядра 2D ДПФ-ВП. Соглас-
но соотношениям (8, 11, 14, 19)) число вычислительных 
операций, требующихся на реализацию преобразования 
2D ДПФ-ВП с учетом сепарабельности его ядра, равно 

)( 2121 NNNN   комплексных умножений и 

)( 2121 NNNN   комплексных сложений. Одно ком-
плексное умножение состоит из четырех действительных 
умножений и двух действительных сложений, а комплекс-
ное сложение состоит из двух действительных сложений. 
Таким образом, общее число действительных операций 

составит )(4 2121 NNNN   действительных умноже-

ний и )(4 2121 NNNN   действительных сложений.  
Если под методом А понимать прямое вычисление 

преобразования 2D ДПФ-ВП, а под методом В вычисле-
ние преобразования 2D ДПФ-ВП методом 1, то коэффи-
циенты экономии вычислений методом 1 по числу дей-
ствительных умножений – 1  и числу действительных 

сложений – 2  составят: 

21

21
21 NN

NN



  . (22) 

Коэффициенты 1  и 2  для различных 1N  и 2N  при-
ведены в табл. 1. 

Таблица 1. Коэффициенты 1 и 2  для различных 1N  и 2N  

 
1N \ 2N  

 
128 
 

 
256 

 
384 

 
512 

 
640 

 
768 

 
896 

 
1024 

128 64.0000 85.3333 96.0000 102.4000 106.6667 109.7143 112.0000 113.7778 
256 85.3333 128.0000 153.6000 170.6667 182.8571 192.0000 199.1111 204.8000 
384 96.0000 153.6000 192.0000 219.4286 240.0000 256.0000 268.8000 279.2727 
512 102.4000 170.6667 219.4286 256.0000 284.4444 307.2000 325.8182 341.3333 
640 106.6667 182.8571 240.0000 284.4444 320.0000 349.0909 373.3333 393.8462 
768 109.7143 192.0000 256.0000 307.2000 349.0909 384.0000 413.5385 438.8571 
896 112.0000 199.1111 268.8000 325.8182 373.3333 413.5385 448.0000 77.8667 

1024 113.7778 204.8000 279.2727 341.3333 393.8462 438.8571 477.8667 512.0000 
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Методы второй группы повышения быстродействия 
2D ДПФ-ВП предполагают возможность применения на 
этапах реализации этого преобразования одномерных 
алгоритмов параметрического быстрого преобразования 
Фурье (алгоритмов БПФ-П) размерностями 1N  и .2N  
Такая возможность появляется тогда, когда размерность 
сложного сигнала ),( 21 nnx  по переменным 1n  и 2n  мо-
жет быть представлена как два в целой степени, т.е. 

;2 1
1

rN   .2 2
2

rN   

Для доказательства эффективности и результативно-
сти предложенных методов повышения быстродействия 
2D ДПФ–ВП были разработаны на языке четвертого по-
коления MATLAB (4GLs) компьютерные программы, реа-
лизующие алгоритм параметрического быстрого преоб-
разования Фурье с прореживанием по времени, с заме-
щением и без замещения. 

Для осуществления алгоритма БПФ-П размерностью N  
необходимо выполнить NN 2log2/   базовых операций. 
Выполнение базовой операции БПФ-П (бабочки) требует 
одного комплексного умножения и двух комплексных 
сложений.  

Комплексное умножение состоит из четырех действи-
тельных умножений и двух действительных сложений, а 

комплексное сложение состоит из двух действительных 
сложений.  

Таким образом, выполнение базовой операции БПФ-П 
требует четырех действительных умножений и шести дей-
ствительных сложений. Следовательно, для осуществле-
ния одномерного алгоритма БПФ-П размерностью N  
необходимо выполнить NN 2log2   действитель-ных 

умножений и NN 2log3   действительных сложений. Для 
осуществления двумерного 2D ДПФ-ВП размерностью 

21 NN   необходимо выполнить )(log2 21221 NNNN   

действительных умножений и )(log3 21221 NNNN   
действительных сложений. 

Если под методом А понимать вычисление преобра-
зования 2D ДПФ-ВП методом 1, а под методом В вычис-
ление преобразования 2D ДПФ-ВП методом 2, то коэф-
фициенты экономии вычислений методом 2 по числу дей-
ствительных умножений – 3  и числу действительных 

сложений – 4  составят: 

2212

21
3 loglog

)(2
NN

NN



 ; 
)log(log3

)(2

2212

21
4 NN

NN



 . (23) 

Коэффициенты 3 и 4  для различных 1N  и 2N  при-
ведены в табл. 2 и 3. 

Таблица 2. Коэффициенты 3  для различных 1N  и 2N  

 
1N \ 2N  

 
128 
 

 
256 

 
384 

 
512 

 
640 

 
768 

 
896 

 
1024 

128 36.5714 51.2000 65.7044 80.0000 94.1065 108.0497 121.8514 135.5294 
256 51.2000 64.0000 77.1783 90.3529 103.4527 116.4631 129.3847 142.2222 
384 65.7044 77.1783 89.4587 101.9053 114.3694 126.8029 139.1886 151.5203 
512 80.4000 90.3529 101.9053 113.7778 125.7510 137.7458 149.7287 161.6842 
640 94.1065 103.4527 114.3694 125.7510 137.3106 148.9404 160.5915 172.2395 
768 108.0497 116.4631 126.8029 137.7458 148.9404 160.2510 171.6144 182.9975 
896 121.8514 129.3847 139.1886 149.7287 160.5915 171.6144 182.7200 193.8674 

1024 135.5294 142.2222 151.5203 161.6842 172.2395 182.9975 193.8674 204.8000 
Таблица 3. Коэффициенты 4  для различных 1N  и 2N  

 
1N \ 2N  

 
128 
 

 
256 

 
384 

 
512 

 
640 

 
768 

 
896 

 
1024 

128 24.3810 34.1333 43.8029 53.3333 62.7377 72.0331 81.2343 90.3529 
256 34.1333 42.6667 51.4522 60.2353 68.9685 77.6421 86.2565 94.8148 
384 43.8029 51.4522 59.6392 76.2463 114.3694 84.5353 92.7924 101.0136 
512 53.3333 60.2353 67.9368 83.8340 125.7510 91.8305 99.8191 107.7895 
640 62.7377 68.9685 76.2463 91.5404 137.3106 99.2936 107.0610 114.8264 
768 72.0331 77.6421 84.5353 99.2936 148.9404 106.8340 114.4096 121.9984 
896 81.2343 86.2565 92.7924 107.0610 160.5915 114.4096 121.8133 129.2449 

1024 90.3529 94.8148 101.0136 114.8264 172.2395 121.9984 129.2449 136.5333 
 

Методы третьей группы повышения быстродействия 
2D ДПФ-ВП предполагают, что размерности сложного 
сигнала ),( 21 nnx  по переменным 1n  и 2n  равны между 
собой и  представляют собой два в целой степени ,r  т.е. 

rNNN 221  . 

Методы третьей группы повышения быстродействия 
2D ДПФ-ВП на основе двумерного быстрого преобразо-
вания Фурье (2D БПФ-ВП) по векторному основанию 2, с 
прореживанием в пространстве, с замещением или без 

замещения, основаны на стратегии «divide et impera».  
Прежде, чем перейти к изложению быстрых алгорит-

мов двумерного дискретного преобразования Фурье с 
варьируемыми параметрами первого, второго и третьего 
рода по векторному основанию 2 в пространственно-
частотной области отметим ряд положений.  

Во-первых, для существования быстрых алгоритмов 
того или иного преобразования, необходимым и доста-
точным условием является свойство мультипликативно-
сти системы базисных функций преобразования.  
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Базисы двумерного дискретного преобразования 
Фурье с варьируемыми параметрами третьего рода об-
ладают свойством мультипликативности по простран-
ственным переменным .1n  и .2n  Откуда непосредственно 
следует, для двумерных дискретных преобразований 
Фурье с варьируемыми параметрами третьего рода 
должны существовать быстрые алгоритмы по векторному 
основанию. 

Во-вторых, в силу того, что базисы двумерных дис-
кретных преобразований Фурье с варьируемыми пара-
метрами третьего рода не обладают свойством мульти-
пликативности по пространственным частотам ,, 21 kk  
для этих преобразований возможны лишь быстрые алго-
ритмы прореживания в пространственной области. 

В-третьих, двумерное дискретное преобразование 
Фурье с варьируемыми параметрами третьего рода мо-
жет рассматриваться как общий случай. При этом дву-
мерные дискретные преобразования Фурье с варьируе-
мыми параметрами первого и второго рода могут рас-
сматриваться как частные случаи дискретного преобра-
зования Фурье с варьируемыми параметрами третьего 
рода. 

Прямое вычисление 2D ДПФ-ВП-3 в алгебраической 
форме задается соотношением (7). Поскольку по опре-
делению ,21 NNN   ,0))(( 2mod N  то соотношение 

принимает вид: 

222
2

111
1

1 2

)()(
1

0
21

1

0
2

2121,

),(1

),,,(

nk
N

nk
N

N

n

N

n

NN

WWnnx
N

kkS









 







. (24) 

Двойную сумму (24) представим в виде четырех 
двойных сумм, разделив двумерный сигнал ),( 21 nnx : 

),( 21 nnx  (25) 

,

))1(),1((
.
.

))1(,1(
))1(,0(

)1(

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

)1),1((
.
.

)1,1(
)1,0(

1

)0),1((
.
.

)0,1(
)0,0(

0

)1(
.
.
1
0

2

1


































n

NNx

Nx
Nx

N

Nx

x
x

Nx

x
x

n
N

 

на четыре двумерных сигнала ),,( 21.., nnx evev  

),,( 21.., nnx evod  ),,( 21.., nnx odev  ),( 21.., nnx odod . 

Сигнал ),( 21.., nnx evev  состоит из четных отсчетов 1n  и 

четных отсчетов 2n  сигнала ),( 21 nnx : 

),( 21.., nnx evev  (26) 

.

)2,2(
.
.

)1,2(
)1,0(

)2(

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

)2,2(
.
.

)2,2(
)2,0(

2

)0,2(
.
.

)0,2(
)0,0(

0

)2(
.
.
2
0

2

1


































n

NNx

Nx
Nx

N

Nx

x
x

Nx

x
x

n
N

. 

Сигнал ),( 21.., nnx evod  состоит из нечетных отсчетов 

1n  и четных отсчетов 2n  сигнала ),( 21 nnx : 

),( 21.., nnx evod  

.

)2,1(
.
.

)1,3(
)1,0(

)2(

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

)2,(
.
.

)2,3(
)2,1(

2

)0,(
.
.

)0,3(
)0,1(

0

)1(
.
.
3
1

2

1


































n

NNx

Nx
Nx

N

Nx

x
x

Nx

x
x

n
N

 (27) 

Сигнал ),( 21.., nnx odev  состоит из четных отсчетов 1n  и 

нечетных отсчетов 2n  сигнала ),( 21 nnx : 
),( 21.., nnx odev  (28) 

.

)1,2(
.
.

)1,2(
)1,0(

1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

)3,2(
.
.

)3,2(
)3,0(

3

)1,2(
.
.

)1,2(
)1,0(

1

)2(
.
.
2
0

2

1


































n

NNx

Nx
Nx

N

Nx

x
x

Nx

x
x

n
N

 

Сигнал ),( 21.., nnx odod  состоит из нечетных отсчетов 

1n  и нечетных отсчетов 2n  сигнала ),( 21 nnx : 

),( 21.., nnx odod  (29) 

.

)1,1(
.
.

),3(
),1(
)1(

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

)3,1(
.
.

)3,3(
)3,1(

3

)1,1(
.
.

)1,3(
)1,1(

1

)1(
.
.
3
1

2

1































n

NNx

Nx
Nx

N

Nx

x
x

Nx

x
x

n
N

 

Перенумеруем номера отсчетов сигналов ),,( 21.., nnx evev  

),,( 21.., nnx evod  ),,( 21.., nnx odev  ),( 21.., nnx odod  и обозначим 

данные сигналы соответственно как ),,( 211 llx  ),,( 212 llx  

),,( 213 llx  ),,( 213 llx  12/,0, 21  Nll : 

),( 211 llx

































2

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

)12/,12/(
.
.

)1,1(
)1,0(

)12/(

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

)1,12/(
.
.

)1,1(
)1,0(

1

)0,12/(
.
.

)0,1(
)0,0(

0

)12/(
.
.
1
0

l

NNx

Nx
Nx

N

Nx

x
x

Nx

x
x

l
N

; (30) 
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































2

3

3

3

3

3

3

3

3

3

1

212

)12/,12/(
.
.

)1,1(
)1,0(

)12/(

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

)1,12/(
.
.

)1,1(
)1,0(

1

)0,12/(
.
.

)0,1(
)0,0(

0

)12/(
.
.
1
0

),(

l

NNx

Nx
Nx

N

Nx

x
x

Nx

x
x

l
N

llx ; (31) 

































2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

213

)12/,12/(
.
.

)1,1(
)1,0(

)12/(

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

)1,12/(
.
.

)1,1(
)1,0(

1

)0,12/(
.
.

)0,1(
)0,0(

0

)12/(
.
.
1
0

),(

l

NNx

Nx
Nx

N

Nx

x
x

Nx

x
x

l
N

llx ; (32) 

































2

4

4

4

4

4

4

4

4

4

1

214

)12/,12/(
.
.

)1,1(
)1,0(

)12/(

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

)1,12/(
.
.

)1,1(
)1,0(

1

)0,12/(
.
.

)0,1(
)0,0(

0

)12/(
.
.
1
0

),(

l

NNx

Nx
Nx

N

Nx

x
x

Nx

x
x

l
N

llx . (33) 

Несложно установить, что: 
1) выполнив двумерное дискретное преобразование 

Фурье с варьируемыми параметрами третьего рода (2D 

ДПФ-ВП-3) двумерных сигналов ),,( 211 llx  ),,( 212 llx  

),,( 213 llx  ),( 213 llx ; 

2) обозначив результаты преобразований соответ-
ственно как ),,,,( 21212/,2/,1 kkS NN  2/,2/,2 NNS

),,,,( 2121 kk  ),,,,( 21212/,2/,3 kkS NN  2/,2/,4 NNS  

),,,( 2121 kk ; 

3) двумерное дискретное преобразование Фурье с 
варьируемыми параметрами третьего рода NNS ,  

),,,( 2121 kk  сигнала ),( 21 nnx  при значениях про-

странственных частот 12/,0, 21  Nkk  можно предста-
вить в следующем виде: 

),,,( 2121, kkS NN  ),,,( 21212/,2/,1 kkS NN

  ),,,( 21212/,2/,2
)( 11  kkSW NN

k
N  

  ),,,( 21212/,2/,3
)( 22  kkSW NN

k
N

),,,( 21212/,2/,4
)( 2121  kkSW NN

kk
N  ; (34) 

где  
),,,( 21212/,2/,1 kkS NN

222111

1 2

)(
2/

)(
2/

12/

0
21.1

12/

0
2 ),(1 lk

N
lk

N

N

l

N

l

WWllx
N










    ; (35) 

),,,( 21212/,2/,2 kkS NN

222111

1 2

)(
2/

)(
2/

12/

0
212

12/

0
2 ),(1 lk

N
lk

N

N

l

N

l

WWllx
N










    ; (36) 

),,,( 21212/,2/,3 kkS NN

222111

1 2

)(
2/

)(
2/

12/

0
21.3

12/

0
2 ),(1 lk

N
lk

N

N

l

N

l

WWllx
N










    ; (37) 

),,,( 21212/,2/,4 kkS NN

222111

1 2

)(
2/

)(
2/

12/

0
21.4

12/

0
2 ),(1 lk

N
lk

N

N

l

N

l

WWllx
N










    ; (38) 

Подчеркнем, что выражения (35) – (38) позволяют 
найти значения двумерного дискретного преобразования 
Фурье с варьируемыми параметрами третьего рода 

),,,( 2121, kkS NN  (24) только лишь при значениях про-

странственных частот 12/,0, 21  Nkk .  

Для нахождения значений двумерного дискретного 
преобразования Фурье с варьируемыми параметрами 
третьего рода (34) при значениях пространственных ча-
стот: 

1,2/1  NNk , 12/,02  Nk ; 

12/,01  Nk , 1,2/2  NNk ; 

1,2/1  NNk , 1,2/2  NNk ; 
необходимо использовать следующие соотношения, 

вытекающие из свойств преобразований 2/,2/,1 NNS  

),,,,( 2121 kk  ),,,,( 21212/,2/,2 kkS NN  2/,2/,3 NNS  

),,,,( 2121 kk  ),,,,( 21212/,2/,4 kkS NN  и следующие 

свойства весовых коэффициентов в выражении (34): 
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 )2/( 11 Nk
NW )( 11  k

NW ; (39) 

 )2/( 22 Nk
NW )( 22  k

NW ; (40) 

 )2/2/( 2211  NkNk
NW )( 2211   kk

NW . (41) 
Приведем формулы, которые позволяют найти значе-

ния двумерного дискретного преобразования Фурье с 
варьируемыми параметрами третьего рода 

),,,( 2121, kkS NN : 

– при значениях пространственных частот 

1,2/1  NNk , 12/,02  Nk : 

),,),2/(( 2121, kNkS NN   ),,,( 21212/,2/,1 kkS NN

  ),,,( 21212/,2/,2
)( 11  kkSW NN

k
N  

  ),,,( 21212/,2/,3
)( 22  kkSW NN

k
N

),,,( 21212/,2/,4
)( 2121  kkSW NN

kk
N  ; (42) 

– при значениях пространственных частот 

12/,01  Nk , 1,2/2  NNk : 

),),2/(,( 2121, NkkS NN   ),,,( 21212/,2/,1 kkS NN

  ),,,( 21212/,2/,2
)( 11  kkSW NN

k
N  

  ),,,( 21212/,2/,3
)( 22  kkSW NN

k
N

),,,( 21212/,2/,4
)( 2121  kkSW NN

kk
N  ; (43) 

– при значениях пространственных частот 

1,2/1  NNk , 1,2/2  NNk : 

),),2/(,( 2121, NkkS NN   ),,,( 21212/,2/,1 kkS NN

  ),,,( 21212/,2/,2
)( 11  kkSW NN

k
N  

  ),,,( 21212/,2/,3
)( 22  kkSW NN

k
N

),,,( 21212/,2/,4
)( 2121  kkSW NN

kk
N   . (44) 

Таким образом, соотношениями (34) и (42) – (44) за-
дается первый слой быстрого метода вычисления значе-
ний коэффициентов 2N -точечного дискретного преобра-
зования Фурье с варьируемыми параметрами третьего 
рода ).,,,( 2121, kkS NN  Первый слой формируется на 

основе результатов четырех 4/2N -точечных двумерных 
дискретных преобразований Фурье с варьируемыми па-
раметрами третьего рода ),,,( 21212/,2/ kkS NN . 

Рассмотренный процесс разбиения можно применить  
и к вычислению каждого из четырех 4/2N -точечных  
двумерных дискретных преобразований Фурье с варьи- 
руемыми параметрами третьего рода 

),,,,( 21212/,2/,1 kkS NN  ),,,,( 21212/,2/,2 kkS NN  

),,,,( 21212/,2/,3 kkS NN  ).,,,( 21212/,2/,4 kkS NN  Про-

цесс разбиения заканчивается после формирования 
Nm 2log  слоев рассматриваемого быстрого алгоритма 

2D ДПФ-ВП-3. Базовая операция быстрого алгоритма 2D 
БПФ-ВП-3 – бабочка 2D БПФ-ВП-3 приведена на рис. 2. 

 
Рис. 2. Базовая операция быстрого алгоритма  

2D БПФ-ВП-3 – бабочка 2D БПФ-ВП-3 

Как уже отмечалось вначале данной статьи, двумер-
ные дискретные преобразования Фурье с варьируемыми 
параметрами первого и второго рода могут рассматри-
ваться как частные случаи дискретного преобразования 
Фурье с варьируемыми параметрами третьего рода. В 
связи, с чем базовые операции быстрых алгоритмов 
этих преобразований (бабочки быстрых алгоритмов 2D 
БПФ-ВП-1 и 2D БПФ-ВП-2) также могут рассматриваться 
как частные случаи базовой операции дискретного пре-
образования Фурье с варьируемыми параметрами тре-
тьего рода – бабочки 2D БПФ-ВП-3. 

Базовые операции быстрых алгоритмов 2D БПФ-ВП-1 
и 2D БПФ-ВП-2 приведены на рис. 3 и 4. 

 
Рис. 3. Базовая операция быстрого алгоритма  

2D БПФ-ВП-1 – бабочка 2D БПФ-ВП-1 

 
Рис. 4. Базовая операция быстрого алгоритма  

2D БПФ-ВП-2 – бабочка 2D БПФ-ВП-2 

Число базовых операций (бабочек) 2D БПФ-ВП-3  
(также как и число базовых операций преобразований  

2D БПФ-ВП-1 и 2D БПФ-ВП-2) равно .log
4 2

2
NN  Одна 

бабочка преобразования 2D БПФ-ВП-3 (как и бабочки 
преобразований 2D БПФ-ВП-1 и 2D БПФ-ВП-2) требует 
выполнения трех комплексных умножений и восьми ком-
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плексных сложений. Одно комплексное умножение со-
стоит из четырех действительных умножений и двух дей-
ствительных сложений, а комплексное сложение состоит 
из двух действительных сложений. Следовательно,  
общее число действительных операций на реализацию 
одной базовой операции 2D БПФ-ВП-3 (также как и базо-
вых операций 2D БПФ-ВП-1 и 2D БПФ-ВП-2) составляет 
12 действительных умножений и 22 действительных 
сложений.  

Таким образом, на выполнение двумерного быстрого 
преобразования Фурье (2D БПФ-ВП) необходимо вы-
полнить: 

– комплексных умножений – NN
2

2
log

4
3


 ; 

– комплексных сложений – NN 2
2 log2  . 

Оценим сокращение вычислительных операций в 
методах повышения быстродействия двумерного дис-
кретного быстрого преобразования Фурье c варьируе-
мыми параметрами на основе двумерного быстрого 
преобразования Фурье (2D БПФ-ВП) по векторному ос-
нованию 2, с прореживанием в пространстве.  

В соотношении (21) под методом А будем понимать 
вычисление преобразования 2D ДПФ-ВП методом 2, а 
под методом В вычисление преобразования 2D ДПФ-ВП 
методом 3.  

По результатам проведенного математического мо-
делирования коэффициентов экономии вычислений ме-
тодом 3 в сравнении с методом 2 по числу действитель-
ных умножений – 5  и числу действительных сложений – 

6  можно сделать следующие выводы: 
– коэффициенты экономии вычислений 5  и 6 не 

зависят от N ; 
– значение коэффициента экономии вычислений 5  

составляет незначительную величину – 1.3333; 
– значение коэффициента экономии вычислений 6  

составляет еще более скромную величину – 1.0909. 

Заключение 

1. Исследованы методы реализации двумерного 
дискретного преобразования Фурье c варьируемыми 
параметрами на основе свойства сепарабельности его 
ядра.  

2. Разработаны и исследованы 3 группы методов 
повышения быстродействия двумерного дискретного 
быстрого преобразования Фурье c варьируемыми пара-
метрами: 

– методы повышения быстродействия 2D ДПФ-ВП, 
основанные на свойстве сепарабельности ядра 2D 
ДПФ-ВП и применении одномерных ДПФ-П; 

– методы повышения быстродействия 2D ДПФ-ВП, 
основанные на свойстве сепарабельности ядра 2D 
ДПФ-ВП и применении параметрических одномерных 
БПФ; 

– методы повышения быстродействия 2D ДПФ-ВП на 
основе двумерного быстрого преобразования Фурье (2D 
БПФ-ВП) по векторному основанию 2, с прореживанием 
в пространстве, с замещением или без замещения. 

3. Методы первой группы в сравнении с прямым вы-

числением 2D ДПФ-ВП позволяют сократить при 
102421  NNN  число действительных умножений и 

действительных сложений в 512 раз. Методы второй 
группы в сравнении с методами первой группы позволя-
ют сократить при 102421  NNN  число действи-
тельных умножений еще в 208,8 раз и действительных 
сложений в 136,5 раз. Методы третьей  группы в сравне-
нии с методами второй группы позволяют сократить 
независимо от размерности сигнала число действитель-
ных умножений еще в 1,3 раза и действительных сложе-
ний в 1,91 раза. 
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