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Рассматривается проблема синтеза пары согласованных фор-
мирующих линейно-фазовых КИХ-фильтров для систем цифровой 
связи. Требуется получить фильтры с заданным ослаблением АЧХ 
в полосе задерживания и минимальным уровнем межсимвольной 
интерференции. Метод синтеза на основе взвешенной чебышев-
ской аппроксимации с применением алгоритма Ремеза сравнивает-
ся с несколькими альтернативными подходами. На примерах фор-
мирующих фильтров, взятых из литературы, показано, что данный 
метод не всегда приводит к повторению или улучшению известных 
решений. Однако предлагаемая в статье его модификация, связан-
ная с предъявлением дополнительных требований к переходной 
полосе фильтров, может способствовать устранению этой труд-
ности. Результатом являются фильтры со значительно улучшен-
ными параметрами. Все это подтверждается кривыми компромис-
са, коэффициентами и АЧХ фильтров, а также уровнями межсим-
вольной интерференции. 

УДК 621.372.54 

ВЗВЕШЕННАЯ ЧЕБЫШЕВСКАЯ АППРОКСИМАЦИЯ  
В СИНТЕЗЕ ФОРМИРУЮЩИХ КИХ-ФИЛЬТРОВ ДЛЯ СИСТЕМ ЦИФРОВОЙ СВЯЗИ 

Мингазин А.Т., в.н.с., к.т.н., РАДИС Лтд, Москва, Зеленоград, e-mail: alexmin@radis.ru 

WEIGHTED CHEBYSHEV APPROXIMATION IN DESIGN  
OF PULSE-SHAPING FIR FILTERS FOR DIGITAL COMMUNICATION SYSTEMS 

Mingazin A.T. 
The paper discusses the design problem of a matched pulse-shaping linear-phase FIR filter pair for digital communication systems. 
It is necessary to obtain filters with the given stopband attenuation and minimum ISI level. The design method based on the 
weighted Chebyshev approximation using the Remez algorithm is compared with several alternative approaches. Examples of 
pulse-shaping filter taken from the literature show that this method does not always result in repetition or improvement of known so-
lutions. However, the proposed modification which involved additional requirements for the transition band of filters, could help to 
eliminate such difficulty. As a result there are obtained filters with significantly improved parameters. All this is confirmed by trade-off 
curves, coefficients and magnitude responses of filters as well as ISI levels. 

Key words: matched pulse-shaping linear-phase FIR filter pair, weighted Chebyshev approximation, Remez algo-
rithm, transition band requirements, trade-off curves, stopband attenuation and inter-symbol interference.  

 

 

Ключевые слова: пара согласованных фор-
мирующих линейно-фазовых КИХ-фильтров, взве-
шенная чебышевская аппроксимация, алгоритм 
Ремеза, требования к переходной полосе, кривые 
компромисса, ослабление в полосе задерживания 
и межсимвольная интерференция.  

Введение  

Благодаря простоте реализации и ряду 
других известных причин применение пары 
идентичных формирующих линейно-фазовых 
КИХ-фильтров в системах цифровой связи 
наиболее предпочтительно. Хотя такие филь-
тры не позволяют получить нулевую межсим-
вольную интерференцию (МСИ), свойственную 
согласованной паре формирующих нелинейно-
фазовых КИХ-фильтров, тем не менее они могут 
обеспечить достаточно низкий ее уровень. Широко 
используемый аналитический синтез линейно-фазовых 
КИХ-фильтров с частотной характеристикой вида ко-
рень квадратный из приподнятого косинуса (Square Root 
Raised Cosine – SRRC) при приемлемом порядке не 
всегда обеспечивает заданные требования, особенно 
при малом факторе ската (roll-off). По этой причине раз-
работано большое количество численных методов син-
теза, например, [1-5], отличающихся степенью сложно-
сти и получаемыми результатами.  

В [6] исследованы три метода синтеза квантованных 
формирующих КИХ-фильтров прямой структуры. Первый – 
на основе SRRC-подхода, а второй [1] и третий [5] –  
на основе взвешенной чебышевской аппроксимации 
(ВЧА) с применением алгоритма Ремеза (см., функции 
remez, cremez, gremez в среде МАTLAB). Третьему ме-
тоду соответствует двухэтапная ВЧА для полуполосного 
фильтра и амплитудного корректора, каскадное соеди-
нение которых образует формирующий фильтр. Синтез 

с использованием каждого из этих методов был направ-
лен на достижение требуемых уровней ослабления АЧХ 
в полосе задерживания и МСИ при минимальных значе-
ниях порядка и длины слова коэффициентов. Наилуч-
шие результаты получены для метода [1].  

В данной статье продолжено исследование метода 
синтеза на основе ВЧА [1], который наряду с SRRC 
подходом сравнивается с другими альтернативами, 
описанными в [2-4, 7]. Синтез предполагает достиже-
ние требуемого ослабления АЧХ в полосе задержива-
ния и минимального уровня МСИ. При этом проблема 
квантования коэффициентов не затрагивается. На 
примерах формирующих КИХ-фильтров прямой струк-
туры, взятых из [3, 4], показано, что метод [1] не всегда 
приводит к желаемым результатам. Однако предлагае-
мая в данной статье его модификация, связанная с до-
бавлением требований к переходной полосе проектиру-
емых фильтров, может способствовать устранению этой 
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проблемы, приводя к значительному улучшению резуль-
татов.  

Синтез формирующих КИХ-фильтров на основе ВЧА 

В [1] для синтеза формирующих КИХ-фильтров ис-
пользуется метод ВЧА с применением алгоритма Реме-
за. В отличиe от обычного проектирования фильтров 
нижних частот предлагается контролировать переходную 

полосу, задав уровень 
1
2

 на средней частоте этой по-

лосы, границы которой зависят от желаемого фактора 
ската. Для получения минимальной МСИ подбирается 
вес, задаваемый для уровня АЧХ в полосе задержива-
ния. В то же время вес для уровня в полосе пропускания 
принят единичным. Вес, контролирующий уровень на 
средней частоте, можно также положить единичным, хотя 
он оказывает некоторое влияние на конечный результат. 
Таким образом, метод синтеза [1] помимо контроля од-
ной точки в переходной полосе предполагает многократ-
ное применение алгоритма Ремеза. Результаты такого 
синтеза и его детали обсуждаются в [1, 6]. Назовем этот 
метод – ВЧА-1, эффективность которого проиллюстриру-
ем на примерах 1 – 4, рассмотренных далее. 

Предложим модификацию этого метода. Суть об-
новленного подхода, назовем его ВЧА-P, заключается в 
использовании дополнительно к одной, как в методе 
ВЧА-1, еще P-1 точек для контроля переходной полосы 
на частотах, равномерно расположенных в пределах 
этой полосы, не включая ее границ. Предполагается, 
что P – нечетное. При этом необходимо найти лишь 
уровни АЧХ для (P-1)/2 частот первой половины пере-
ходной полосы, поскольку для второй половины они 
определяются через уровни первой, что снижает МСИ 
[4]. В случае P = 3 требуется установить уровень лишь 
одной точки. Для P > 3 проблема усложняется. Однако 
был найден подход, связанный с введением вспомога-
тельного параметра, по которому определяются уровни 
всех (P-1)/2 точек. Детали этого подхода требуют еще 
некоторого осмысления, и поэтому их опустим. Здесь 
лишь отметим, что увеличение числа точек, не улучша-
ет АЧХ фильтра. Поэтому нецелесообразно задавать P 
заведомо большим. Вес для всех точек в переходной 
полосе полагается единичным. Было установлено, что 
его изменение, как и в методе ВЧА-1, может оказывать 
некоторое влияние на результат. Эффективность услож-
ненного метода ВЧА-P проиллюстрируем на примерах 3 
и 4, рассмотренных далее, ограничившись P = 3 и 5.  
Альтернативные методы синтеза формирующих 
КИХ-фильтров   

Дадим краткую характеристику ряду альтернативных 
методов синтеза формирующих линейно-фазовых КИХ-
фильтров. Конкретные фильтры, полученные всеми 
этими методами, включая ВЧА-P, используем далее для 
сравнения.  

Нелинейное программирование 

Предложенный метод синтеза КИХ-фильтров в [2] 
основан на целевой функции, минимизация которой 
приводит к решениям с балансом между ослаблением в 
полосе задерживания, уровнем МСИ, чувствительно-

стью к джиттеру синхронизации и/или уменьшенным 
отношением пиковой и средней мощности модулирован-
ного сигнала. Управление весами в целевой функции 
позволяет достигать улучшения одних параметров за 
счет ухудшения других. Предложен алгоритм нелинейно-
го программирования (НЛП), высокая эффективность 
которого продемонстрирована на примерах синтеза. При 
этом в качестве начальных приближений использованы 
SRRC-фильтры, что, как отмечено, не гарантирует 
нахождения глобально оптимальных решений. 

Выпуклая оптимизация  

В [3] предложена процедура синтеза КИХ-фильтров, 
связанная с решением задачи квадратичного програм-
мирования с линейными и квадратичными ограничения-
ми, которую можно решить с помощью пакетов выпуклой 
оптимизации (ВО). Спроектированные фильтры обла-
дают низкими уровнями МСИ и энергии в полосе задер-
живания в сравнении с ранее представленными в лите-
ратуре. 

Полуаналитический метод 
Метод синтеза КИХ-фильтров, предложенный в [4], 

можно назвать полуаналитическим (ПА). Для фиксиро-
ванных значений коэффициента передискретизации, 
фактора ската и групповой задержки (связанной с поряд-
ком фильтра) задается маска в виде идеальной АЧХ 
фильтра для ряда равномерно расположенных частот в 
основной полосе, включая полосы пропускания, задер-
живания и переходную. С помощью ОБПФ определяется 
выражение для импульсной характеристики через неяв-
но заданные уровни АЧХ на частотах переходной поло-
сы. Для нахождения значений этих уровней, число кото-
рых растет с увеличением порядка фильтра, но много 
меньше числа его коэффициентов, решается система 
нелинейных уравнений. Полученный таким образом 
фильтр обладает большим ослаблением в полосе за-
держивания и низким уровнем МСИ, что подтверждено 
на примерах.  

Метод стандарта CDMA IS-95 

В стандарте CDMA IS-95 [7] приведены коэффициенты 
формирующего КИХ-фильтра, АЧХ которого, как можно 
убедиться, является равноволновой и с некоторым запа-
сом удовлетворяет требованиям заданного плана допус-
ков. Метод синтеза не упоминается. 

SRRC-подход в стандарте UMTS 

Вариант SRRC-фильтра представлен в стандарте 
UMTS [8]. Несомненным преимуществом SRRC-подхода 
перед другими методами является его простота. Расчет 
формирующего КИХ-фильтра выполняется по замкнутому 
выражению, зависящему от коэффициента передискрети-
зации, фактора ската и порядка фильтра. Для получения 
заданного ослабления в полосе задерживания, особенно 
при малом факторе ската, порядок может оказаться не-
приемлемо большим.  
Примеры синтеза формирующих КИХ-фильтров 

Представим четыре примера синтеза формирующих 
КИХ-фильтров. Два из них иллюстрируют возможность 
метода ВЧА-1 [1] в повторении  или улучшении  решений  
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Рис. 1. Кривые компромисса для ВЧА-1(a) и обычного синтеза КИХ-фильтров (б) 

методами [2, 3, 7, 8], а два других – возможность мето-
дов ВЧА-3 и -5 в значительном улучшении решений ме-
тодами ВЧА-1 и ПА [4].  

Далее для широко известных параметров формиру-
ющих фильтров будем использовать следующие обо-
значения: a0 – минимальное ослабление АЧХ в полосе 
задерживания, Peak ISI (Peak of Inter-Symbol Interfe-
rence) – пиковый уровень МСИ, RMS ISI (Root Mean 
Square of Inter-Symbol Interference) – среднеквадратич-
ный уровень МСИ. Кроме того, положим, что все часто-
ты нормированы относительно частоты дискретизации. 

Пример 1. Требования к формирующему фильтру 
стандарта CDMА IS-95 [7] следующие: 

– частота дискретизации 1; 
– коэффициент передискретизации 4; 
– порядок фильтра N = 47; 
– модуль отклонения АЧХ от 0 дБ в полосе пропус-

кания 0 – 0,12 не более 1,5 дБ; 
– минимальное ослабление АЧХ в полосе задержи-

вания 0,15055 – 0,5 не менее 40 дБ. 
Проведем сравнение ряда формирующих фильтров, 

удовлетворяющих этим требованиям. Параметры филь-
тра из стандарта [7] рассчитаем по представленным в 
нем коэффициентам, а параметры фильтров, синтезиро-
ванных методами НЛП [2] и ВО [3], позаимствуем из [3]. 
Кроме того, выполним расчет фильтра методом ВЧА-1 [1] 
для фактора ската 0,2044, соответствующего частоте 
0,15055. Как и в [3], минимизируем уровень RMS ISI.  

В табл. 1 представлены параметры всех перечис-
ленных фильтров. Здесь и далее в других таблицах 
прочерки означают отсутствие данных. Как видим, ме-
тоды ВО и ВЧА-1 приводят к решениям с идентичными 
значениями ослабления a0 и уровня RMS ISI. При оцен-
ке a0 нормировка АЧХ выполнена из условия -1,5 дБ на 
границе полосы пропускания. 

На рис. 1 а показана кривая компромисса (trade-off 
curve) для метода ВЧА-1, где найденное решение отме-
чено знаком * и стрелкой. Кривая иллюстрирует, как это 
решение может быть улучшено по одному из парамет-

ров a0 или RMS ISI за счет ухудшения другого. Здесь 
также стрелками указаны характерные точки, которые 
свидетельствуют о преимуществе метода ВЧА-1 перед 
методами CDMА IS-95 и НЛП. В этом можно убедиться, 
сравнивая цифры для точек на кривой рис. 1 а и данные 
в табл. 1. Отметим, что для RMS ISI > -18 дБ нарушают-
ся требования по заданному отклонению АЧХ в полосе 
пропускания. Интересно, что применение метода ВЧА-3 
для данного примера не приводит к улучшению резуль-
татов. На рис. 1 б показана кривая компромисса для 
обычного синтеза КИХ-фильтров, т.е., без контроля пе-
реходной полосы, но с многократным применением ал-
горитма Ремеза, как в методе ВЧА-1. Сопоставление 
равных уровней ослабления a0 на рис. 1 а и б показыва-
ет, что введением в [1] контроля лишь одной точки в пе-
реходной полосе проектируемого фильтра можно суще-
ственно уменьшить уровень RMS ISI, и особенно при 
a0 = 40 дБ. 

Таблица 1. Параметры формирующих фильтров(N = 47) 

Метод a0, дБ RMS ISI, дБ Peak ISI, дБ 
CDMА IS-95 46 -16,4 -6,2 

НЛП  42 -24,3 - 
ВO  40 -28,7 - 

ВЧА-1 40 -28,7 -20,4 
Существует ли другая кривая компромисса (для како-

го-то иного метода синтеза), которая проходит выше 
кривой на рис. 1 а? Если нет, то для данного примера 
метод ВЧА-1 является оптимальным.  

На рис. 2 представлена нормированная АЧХ полу-
ченного фильтра, соответствующая данным табл. 1 для 
метода ВЧА-1. На рис. 2 пунктирными линиями показаны 
заданные допуски. Здесь также указана контролируемая 
точка (знак +) в переходной полосе с координатами 
0,125, -3,01 дБ. Коэффициенты этого фильтра приведе-
ны в табл.2.  

Заметим, что если в методе ВЧА-1 вместо RMS ISI 
минимизировать Peak ISI, то параметры, указанные в 
табл. 1 для этого метода, сохраняются за исключением 
незначительного улучшения Peak ISI до -20,7 дБ.  
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 a) б) 

Рис. 2. Нормированная АЧХ формирующего фильтра (N = 47) в основной полосе (а)  
и в полосе пропускания (б), полученная методом ВЧА-1 

Таблица 2.  Коэффициенты фильтра (N = 47) 

i hi = h49-i i hi = h49-i 
1  0,00766433 13  0,00256374 
2 -0,02492241 14  0,07366351 
3 -0,02822055 15  0,11264336 
4 -0,02465760 16  0,08085801 
5 -0,00654104 17 -0,02246427 
6  0,02004220 18 -0,14792710 
7  0,03922809 19 -0,21230625 
8  0,03513300 20 -0,13921197 
9  0,00398359 21  0,09595224 
10 -0,03933359 22  0,44211395 
11 -0,06673525 23  0,78608856 
12 -0,05354879 24  1 

i=1 - 48 
Пример 2. Требования к формирующему фильтру из 

[3] следующие: 
– частота дискретизации 1; 
– коэффициент передискретизации 4; 
– порядок фильтра N = 48; 
– модуль отклонения АЧХ от 0 дБ в полосе пропус-

кания 0 – 0,12 не более 2 дБ; 
– минимальное ослабления АЧХ в полосах задержи-

вания: 
0,156 – 0,168 не менее 34 дБ; 
0,168 – 0,3274 не менее уровней, заданных прямой 

линией со значениями 34 дБ и 59,5 дБ на краях полосы; 
0,3274 – 0,5 не менее 59,5 дБ. 
Эти требования соответствуют маске, полученной 

ранее (см. [3]) на основе SRRC-фильтра с фактором 
ската 0,22, рекомендованного в стандарте UMTS [8].  

В табл. 3 представлены параметры трех фильтров, а 
именно рассчитанного методом ВО в [3], а также полу-
ченных методами SRRC и ВЧА-1 при выполнении дан-
ной работы. Расчет фильтра методом ВЧА-1 проведен 
для фактора ската 0,248, соответствующего заданной 
частоте 0,156. При этом, как и в [3], минимизирован уро-
вень RMS ISI. Как видим, методы ВО и ВЧА-1 позволяют 

существенно улучшить результаты, соответствующие 
методу SRRC. В то же время метод ВО несколько усту-
пает методу ВЧА-1.  

Таблица 3. Параметры формирующих фильтров(N = 48) 

Метод RMS ISI, дБ Peak ISI, дБ 
SRRC -38,5 -29,7 

ВО  -56,7 - 
ВЧА-1  -60,54 -48,9 

На рис. 3 показана кривая компромисса для метода 
ВЧА-1, где виден минимум RMS ISI. Здесь ослабление a0 
соответствует заданной частоте 0,156. Как видим, изме-
нению Peak ISI на доли децибела соответствует измене-
ние a0 в пределах 2,5 дБ. Заметим, что для любой точки 
на этой кривой выполняются все требования, обуслов-
ленные маской.  

 
Рис. 3. Кривая компромисса для метода ВЧА-1 

Для сравнения на рис. 4 а и б приведены нормиро-
ванные АЧХ фильтров, соответствующие методам 
SRRC и ВЧА-1, там же пунктиром показана маска. Нор-
мировка выполнена из условия -2 дБ на границе полосы 
пропускания. Коэффициенты фильтра, найденного ме-
тодом ВЧА-1, даны в табл.4. 
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Рис. 4. Нормированные АЧХ формирующих фильтров (N = 48), полученных методами SRRC (а) и ВЧА-1(б) 

Таблица 4.  Коэффициенты фильтра (N = 48) 

i hi = h50-i i hi = h50-i 
1   0,00341290 14    0,01813791 
2    0,00332505 15    0,07697570 
3  -0,00124520 16    0,09637068 
4   -0,00862168 17    0,04502138 
5   -0,01175696 18   -0,06516213 
6   -0,00472436 19   -0,17217032 
7    0,01088340 20   -0,18915141 
8    0,02449226 21   -0,05220208 
9    0,02254050 22    0,23560127 
10   -0,00037837 23    0,59191843 
11   -0,03323940 24    0,88612884 
12   -0,05183808 25    1 
13   -0,03464677 26    0,88612884 

i=1 – 49 
Пример 3. Требования к формирующему фильтру: 
– частота дискретизации 1; 
– коэффициент передискретизации 2; 
– порядок фильтра N = 46; 
– фактор ската 0,25; 
– минимальное ослабления АЧХ в полосе задержи-

вания не менее 65 дБ. 
Для этих требований проведем сравнение формиру-

ющих фильтров, полученных обсуждаемыми методами. 
Расчет SRRC-фильтра выполним по общепринятой ме-
тодике, а фильтра, соответствующего методу ПА, – по 
соотношениям и значениям уровней АЧХ в переходной 
полосе, представленным в [4]. Значение RMS ISI для 
метода НЛП позаимствуем из [4]. Выполним также расче-
ты фильтров методом ВЧА-P, P = 1, 3, 5. При этом мини-
мизируем RMS ISI. Оценку ослабления a0 проведем из 
условия – максимум нормированной АЧХ равен 0 дБ. 

В табл. 5 представлены параметры всех перечис-
ленных фильтров. Заметим, что автор [4] вместо a0 ис-
пользует оценки ослабления мощности для фрагментов 
полосы задерживания. Согласно этим оценкам по гра-
фику в [4], метод НЛП в лучшем случае проигрывает 
методу ПА около 12 дБ. Как видим, метод SRRC значи-
тельно уступает всем другим методам. Для методов 
ВЧА-3 и -5 приведены данные по двум решениям. 

Таблица 5. Параметры формирующих фильтров (N = 46) 

Метод a0, дБ RMS ISI, дБ Peak ISI, дБ 
SRRC 31 -53 -45 
НЛП - -84 - 
ПА  65 -72 -60 
ВЧА-1 79,6 -62,7 -49 

ВЧА-3 81 -72 -60 
58 -84 -71 

ВЧА-5 65,6 -80,4 -69 
62 -84 -71 

Первое решение методом ВЧА-3 в сравнении с ПА 
позволяет существенно увеличить ослабление a0 при сох-
ранении уровня МСИ, а в сравнении с методом ВЧА-1 – 
существенно уменьшить уровень МСИ, причем даже при 
некотором увеличении a0. В то же время первое решение 
методом ВЧА-5 дает минимальные значения уровней 
МСИ при удовлетворении требования a0 ≥ 65 дБ.  

Вторые решения методами ВЧА-3 и -5 не удовлетво-
ряют требованию по a0, но, согласно табл. 5, наряду с 
решением методом НЛП, дают самые низкие и идентич-
ные значения RMS ISI. Как видим, метод ВЧА-5 в срав-
нении с ВЧА-3 приводит к увеличению a0.   

На рис. 5 а-в представлены кривая компромисса для 
метода ВЧА-1 и семейства таких кривых для методов 
ВЧА-3 и -5, где можно наблюдать значения a0 и RMS ISI 
приведенные в табл. 5.  

Семейство на рис. 5 б обусловлено различными 
уровнями (от -0,2129 до -0,0575 дБ) нормированной АЧХ 
в переходной полосе для дополнительной контролируе-
мой точки в методе ВЧА-3. Для указанного верхнего ре-
шения этот уровень равен -0,0728 дБ, а для нижнего –  
-0,1769 дБ. Заметим, что более точное описание окрест-
ности верхнего решения не дает лучшего значения RMS 
ISI. Семейство на рис. 5 в обусловлено различными 
уровнями нормированной АЧХ в переходной полосе сра-
зу для двух дополнительных контролируемых точек в 
методе ВЧА-5. Каждой кривой семейства соответствует 
свое значение упомянутого ранее вспомогательного па-
раметра. Двигаясь по левому фронту каждого из се-
мейств можно в достаточно широких диапазонах изме-
нять   соотношение   между   значениями   ослабления  и 
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в) 

Рис. 5. Кривая компромисса для метода ВЧА-1 (a) и семейства кривых компромисса для методов ВЧА-3 (б) и ВЧА-5 (в)  

 

МСИ. Отметим, что для обсуждаемого примера метод 
ВЧА-7 не дает привлекательных результатов. 

Для сравнения на рис. 6 a-г показаны нормиро- 
ванные АЧХ для четырех фильтров. Методам ВЧА-3  
и -5 соответствуют данные в табл. 5 с ослаблением 
a0 > 65 дБ. Вертикальные пунктирные линии соответ-
ствуют частотам, определяемым по заданному коэф-

фициенту ската, а горизонтальная пунктирная линия 
фиксирует заданный уровень ослабления. На рис. 6 так-
же указаны и контролируемые точки (значок +) переход-
ной полосы. Лишь одна из них (координаты 0,25,  
-3,01 дБ) повторяется на всех четырех графиках. Коэф-
фициенты фильтра, найденные методом ВЧА-5, даны в 
табл. 6. 

 
 a) б) 
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Рис. 6. Нормированные АЧХ формирующих фильтров (N = 46), полученных методами SRRC (а), ПА (б), ВЧА-3 (в) и ВЧА-5 (г) 
Таблица 6.  Коэффициенты фильтра (N = 46) 

i hi = h48-i i hi = h48-i 
1   -0,00019868 13   -0,01360447 
2   0,00014820 14   -0,01770374 
3   0,00010435 15    0,02743521 
4   0,00003691 16    0,02478019 
5   0,00005559 17   -0,05111666 
6   -0,00117141 18   -0,03189583 
7   0,00057290 19    0,09335399 
8   0,00303172 20    0,03795420 
9   -0,00206044 21   -0,18465211 
10   -0,00651535 22   -0,04207268 
11   0,00598117 23    0,60259852 
12   0,01137596 24    1 

i=1- 47 
Пример 4. Требования к формирующему фильтру: 
– частота дискретизации 1, 
– коэффициент передискретизации 2, 
– порядок фильтра N = 62, 
– фактор ската 0,25, 
– минимальное ослабления АЧХ в полосе задержи-

вания не менее 63 дБ. 
Для данного примера сравним формирующие филь-

тры, полученные методами SRRC, НЛП, ПА, ВЧА-1 и -3. 
Расчет SRRC-фильтра выполним по общепринятой ме-

тодике. Как и в предыдущем примере, воспользуемся 
результатами, достигнутыми методами НЛП и ПА в [4]. 
Для данного примера метод НЛП, согласно критерию 
оценки ослабления, применяемому в [4], превосходит 
метод ПА примерно на 10 дБ. Методы ВЧА-1 и -3 ис-
пользуем для минимизации уровня Peak ISI. Нормировка 
АЧХ как в предыдущем примере. 

В табл. 7 представлены параметры всех обсуждае-
мых фильтров. Метод SRRC значительно уступает ме-
тодам ПА и ВЧА-3 как по ослаблению a0, так и по МСИ 
(RMS ISI и Peak ISI), а также методу НЛП по уровню 
RMS ISI. Метод ВЧА-1 приводит к чрезмерно большому 
ослаблению и к уровням МСИ, сопоставимым лишь с 
достигнутыми методом SRRC. Все параметры фильтра, 
полученные методом ВЧА-3, много лучше найденных 
методом ПА. Кроме того, метод ВЧА-3 приводит к улуч-
шению значений RMS ISI и, возможно, a0, достигнутых 
методом НЛП. 

Таблица 7. Параметры формирующих фильтров (N = 62) 

Метод a0, дБ RMS ISI, дБ Peak ISI, дБ 
SRRC 33,8 -57,9 -49,1 
НЛП - -108 - 
ПА 63 -94 -82 
ВЧА-1  107,5 -64 -48,7 
ВЧА-3 77,3 -115 -99 

 
 a) б) 

Рис. 7. Кривая компромисса для метода ВЧА-1 (a) и семейство кривых компромисса для метода ВЧА-3 (б) 
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 a) б) 

 
 в) г) 

Рис. 8. Нормированные АЧХ формирующих фильтров (N = 62),  
полученных методами SRRC (а), ПА (б), ВЧА-1 (в) и ВЧА-3 (г) 

Таблица 8.  Коэффициенты фильтра (N = 62) 
i hi = h64-i i hi = h64-i 
1    0,00001311 17   -0,00444197 
2   -0,00004955 18   -0,00825816 
3    0,00004412 19    0,00926709 
4    0,00008040 20    0,01294261 
5   -0,00016585 21   -0,01783872 
6   -0,00002066 22   -0,01858658 
7    0,00018331 23    0,03220887 
8    0,00011960 24    0,02472176 
9   -0,00028315 25   -0,05598588 
10   -0,00035855 26   -0,03067118 
11    0,00041493 27    0,09768030 
12    0,00104767 28    0,03566867 
13   -0,00085164 29   -0,18801305 
14   -0,00241218 30   -0,03900384 
15    0,00196239 31    0,60565269 
16    0,00475758 32    1 

i = 1-63 
На рис. 7 а и б показана кривая компромисса для 

метода ВЧА-1 и семейство таких кривых для метода 
ВЧА-3, где можно видеть точки минимума Peak ISI, ука-
занные в табл. 7. Семейство на рис. 7 б обусловлено 
различными уровнями (от -0,0873 до -0,0763 дБ) норми-

рованной АЧХ в переходной полосе для дополнительной 
контролируемой точки в методе ВЧА-3. Для кривой, со-
ответствующей минимуму Peak ISI, этот уровень равен  
-0,0829 дБ. 

Для сравнения на рис. 8 a-г представлены нормиро-
ванные АЧХ четырех фильтров. Вертикальные и гори-
зонтальные пунктирные линии, а также точки, помечен-
ные знаком +, пояснены в примере 3. Коэффициенты 
фильтра, найденные методом ВЧА-3, даны в табл. 8. 
Заключение 

Рассмотрена проблема синтеза пары согласованных 
формирующих линейно-фазовых КИХ-фильтров для 
систем цифровой связи. Синтез предполагает получение 
заданного ослабления АЧХ в полосе задерживания и 
минимального уровня МСИ. Метод синтеза на основе 
взвешенной чебышевской аппроксимации с применени-
ем алгоритма Ремеза при дополнительном контроле 
переходной полосы в одной точке и подборе веса для 
уровня АЧХ в полосе задерживания сравнивается с не-
сколькими альтернативными подходами, использующи-
ми функцию корень квадратный из приподнятого косину-
са, нелинейное программирование, выпуклую оптимиза-
цию и полуаналитическую процедуру, включающую чис-
ленное решение системы нелинейных уравнений. На 
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примерах формирующих фильтров, взятых из литера-
туры, показано, что этот метод не всегда приводит к 
повторению или улучшению известных решений. Одна-
ко предложенная в статье его модификация, связанная 
с добавлением еще нескольких условий для контроля 
переходной полосы, может способствовать значитель-
ному улучшению этих решений как по ослаблению в 
полосе задерживания при аналогичном значении МСИ, 
так и по каждому из этих параметров.  
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Основы статистической теории радиотехнических систем: Учебное  
пособие под ред. А.В. Коренного. М.: Изд-во Радиотехника, 2021 г.  
240 с.: ил. 

Приведены необходимые сведения из теории вероятностей, случайных 
процессов и математической статистики, и на их основе рассмотрены стати-
стические методы анализа линейных и нелинейных систем. На базе теории 
фильтрации изложены современные методы синтеза радиоэлектронных си-
стем различного назначения, основы теории информации и методы статисти-
ческого моделирования. Методика применения теоретических результатов к 
решению практических задач проиллюстрирована содержательными приме-
рами. 

Предназначено для слушателей и курсантов военных вузов, а также сту-
дентов вузов, обучающихся по специальности «Радиоэлектронные системы и 
комплексы». Может быть аспирантам и преподавателям вузов, занимающих-
ся вопросами синтеза и анализа радиотехнических устройств и систем. 

 

Гаврилов К.Ю., Каменский И.В., Кирдяшкин В.В., Линников О.Н. 
Моделирование и обработка радиолокационных сигналов в MATLAB: 
Учебное пособие. М.: Изд-во Радиотехника, 2020 г. 264 с.: ил. 

Рассмотрены методы моделирования радиолокационных сигналов при от-
ражении от сложных целей, принципы моделирования аналоговых и цифро-
вых устройств обработки сигналов, включающие формирование двумерной 
матрицы цифровых отсчетов, методы согласованной фильтрации, обнаруже-
ния и обработки сигналов в импульсно-доплеровских радиолокационных си-
стемах. 

Показаны примеры обработки наиболее распространенных видов радио-
локационных сигналов – импульсных, с линейной частотной модуляцией и 
фазо-кодоманипулированных сигналов. Приведены программы моделирова-
ния и обработки сигналов в среде MATLAB. 

Для  студентов,  аспирантов  и  инженеров,  изучающих  и  использующих 
теорию радиолокации и методы моделирования и обработки радиолокационных сигналов. Будет полезна 
научным работникам и разработчикам радиолокационных систем. 
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Рассматриваются два адаптивных фильтра с пониженной вычислитель-
ной сложностью. Это каскадный адаптивный фильтр и адаптивный фильтр с 
диагонализированной корреляционной матрицей входного сигнала. Весовые 
коэффициенты данных фильтров рассчитываются с помощью рекурсивных 
алгоритмов по критерию наименьших квадратов (Recursive Least Squares, RLS). 
Вычислительная сложность, т.е. число арифметических операций, требуемых 
для выполнения одной итерации, в обоих адаптивных фильтрах меньше по 
сравнению со стандартной реализацией адаптивного фильтра. Уменьшение 
сложности достигается только при использовании RLS-алгоритмов с квадра-
тичной вычислительной сложностью. Поэтому градиентные алгоритмы или 
быстрые RLS-алгоритмы с линейной вычислительной сложностью в работе не 
рассматриваются. Вычислительная сложность рассмотренных адаптивных 
фильтров одинаковая, но эффективность разная. Ценой уменьшения вычисли-
тельной сложности является некоторое ухудшение характеристик адаптив-
ных фильтров. В статье приводятся характеристики рассмотренных адап-
тивных фильтров, полученные путем моделирования. Это коэффициент по-
давления эхо-сигналов и рассогласование. Первая характеристика – это отно-
шение энергии требуемого сигнала к энергии сигнала ошибок адаптивного 
фильтра, а вторая – эвклидово расстояние между вектором весовых коэффи-
циентов идентифицируемой системы (линейного фильтра) и вектором весо-
вых коэффициентов адаптивного фильтра. Результаты моделирования де-
монстрируют превосходство адаптивного фильтра с диагонализированной 
корреляционной матрицей над каскадным адаптивным фильтром в терминах 
указанных характеристик в установившемся состоянии. Однако данное улуч-
шение достигается за счет некоторого увеличения длительностью переход-
ного процесса. Показано, что при обработке коррелированного сигнала, раз-
мерность ненулевых матриц вдоль диагонали полной корреляционной матрицы 
адаптивного фильтра определяется половиной ширины автокорреляционной 
функции этого сигнала. Представлены RLS-алгоритмы на основе на леммы об 
обращении матрицы. Однако полученные результаты и выводы справедливы для 
любых RLS-алгоритмов с квадратичной вычислительной сложностью, таких как 
алгоритмы на основе QR-разложения или преобразования Хаусхолдера. 

УДК 681.513.67  

УПРОЩЕННЫЕ АДАПТИВНЫЕ ФИЛЬТРЫ НА БАЗЕ РЕКУРСИВНЫХ АЛГОРИТМОВ 
ПО КРИТЕРИЮ НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ  

Джиган В.И., д.т.н., главный научный сотрудник Института проблем проектирования в микроэлектронике 
Российской академии наук, г. Москва, Россия, e-mail: djigan@ippm.ru 

SIMPLIFIED ADAPTIVE FILTERS BASED  
ON RECURSIVE LEAST SQUARES ALGORITHMS 

Djigan V.I.  
This paper presents two adaptive filters with reduced computational complexity. They are the cascade adaptive filter and the adap-
tive filter with a diagonalized correlation matrix of the input signal. The weights of these filters are computed using the Recursive 
Least Squares (RLS) algorithms. Computational complexity, i.e. the number of the arithmetic operations required to perform one it-
eration, is less in the both filters compared to the traditional implementation of the adaptive filter. The reducing of the computational 
complexity is achieved only if the RLS algorithms with quadratic complexity are used. Therefore, the gradient algorithms or the fast 
RLS algorithms with linear computational complexity are not considered in the paper. The computational complexity of the consid-
ered adaptive filters is the same, but the efficiency is different. The cost of the computational complexity reducing is some degrada-
tion of the adaptive filter characteristics. The paper presents the characteristics of the considered adaptive filters obtained by simu-
lation. They are the echo return loss enhancement and the mismatch. The first characteristics is the ratio of the energy of the de-
sired signal to the energy of the error signal of the adaptive filter, and the second one is the Euclidean distance between the vector 
of the weights of the identified system (linear filter) and the vector of the weights of the adaptive filter. The simulation results demon-
strate the superiority of the adaptive filter with a diagonalized correlation matrix over the cascade adaptive filter in terms of above 
specified characteristics in steady-state. However, this improvement is achieved by the increased duration of the adaptive filter tran-
sient response. It is shown, that in case of the correlated signal processing the dimension of the nonzero matrices over the diagonal 
correlation matrix of the adaptive filter is determined by the half-width of the signal autocorrelation function. The paper presents the 
RLS algorithms based on the matrix inversion lemma. However, the results and conclusions are valid for any RLS algorithms with 
quadratic computational complexity, such as ones based on the QR decomposition or Householder transform. 

Key words: linear system identification, adaptive filters, cascaded adaptive filter, simplified adaptive filter, Recursive 
Least Squares, RLS algorithm, Matrix Inversion Lemma, correlation matrix, matrix diagonalization. 

 

Ключевые слова: идентификация линейной 
системы, адаптивные фильтры, каскадный 
адаптивный фильтр, упрощенный адаптивный 
фильтр, рекурсивный метод наименьших квад-
ратов, RLS-алгоритм, лемма об обращении 
матрицы, корреляционная матрица, диагонали-
зация матрицы.  

Введение 

Во всех областях деятельности современно-
го человека сегодня наблюдается бурный рост 
использования цифровых информационных 
технологий, которые постепенно заменяют тра-
диционные аналоговые технологии получения, 
передачи, хранения и обработки информации. 
Цифровая обработка сигналов играет в этом 
процессе важную роль, обеспечивая преобра-
зование непрерывных физических сигналов в 
цифровую форму и дальнейшую обработку по-
лученных цифровых данных с использованием 
дискретных версий алгоритмов обработки сиг-
налов [1, 2]. Адаптивная обработка сигналов [3-
7] – это одно из передовых направлений в со-
временной цифровой обработке сигналов. Се-
годня она широко используется в различных 
радиоэлектронных устройствах [8], таких как 
адаптивные антенные решетки [9], акустические 
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[10] и электрические [11] эхокомпенсаторы, эквалайзеры 
каналов связи [12], цифровые предысказители сигналов 
усилителей мощности [13], активные компенсаторы шу-
ма [14], и в ряде других. 

Основным элементом любого адаптивного устрой-
ства является адаптивный фильтр, который состоит из 
линейного или нелинейного фильтра с изменяемыми 
весовыми коэффициентами и алгоритма, в котором эти 
коэффициенты вычисляются в реальном времени. Не-
которые из этих алгоритмов, такие как простейший гра-
диентный алгоритм по критерию наименьшего среднего 
квадрата (Least Mean Square, LMS) или нормализован-
ный LMS (Normalizer LMS, NLMS) [15], имеют линейную 
сложность ( )O N  арифметических операций на одну 
итерацию, длительность которой равна периоду отсче-
тов обрабатываемых сигналов. Здесь N – число весо-
вых коэффициентов адаптивного фильтра. Другие алго-
ритмы, такие как рекурсивные алгоритмы по критерию 
наименьшего квадрата (Recursive Least Squares, RLS) 
[16-18], имеют квадратичную сложность 2( )O N .  

Несмотря на большую вычислительную сложность, 
адаптивные фильтры на основе RLS-алгоритмов обес-
печивают лучшие показатели качества, такие как ско-
рость сходимости и среднеквадратичная ошибка в уста-
новившемся состоянии, по сравнению с адаптивными 
фильтрами на основе простейших LMS- или NLMS-
алгоритмов. Поэтому при большом значении N  (сотни и 
даже тысячи весовых коэффициентов) задача уменьше-
ния сложности RLS-алгоритмов становится актуальной. 
Это уменьшение может быть достигнуто, например, за 
счет использования быстрых (вычислительно эффек-
тивных) RLS-алгоритмов с линейной сложностью ( )O N  
[19]. Однако данные алгоритмы могут быть нестабиль-
ными даже в стабилизированных версиях [20], если чис-
ло весовых коэффициентов N  большое. 

RLS-алгоритм на основе леммы об обращении матри-
цы (Matrix Inversion Lemma, MIL), является наиболее из-
вестным и широко используемым алгоритмом среди адап-
тивных алгоритмов сложности 2( )O N  [16]. Уменьшение 
вычислительной сложности этого алгоритма и повышение 
его устойчивости может быть достигнуто, например, путем 
учета эрмитовой структуры корреляционной матрицы 
входного сигнала адаптивного фильтра [21]. Однако в при-
ложениях с большим числом весовых коэффициентов N  
даже пониженная таким образом вычислительная слож-
ность все еще может оставаться большой. 

Цель настоящей статьи – представить архитектуры, 
вычислительные процедуры и продемонстрировать эф-
фективность адаптивных фильтров на основе RLS-

алгоритмов с пониженной вычислительной сложностью. 
Уменьшение вычислительной сложности достигается за 
счет каскадной архитектуры или за счет диагонализации 
корреляционной матрицы входного сигнала адаптивного 
фильтра. 

Хотя дальнейшее описание адаптивных фильтров 
основано на рассмотрении MIL RLS-алгоритмов, все ре-
зультаты и выводы действительны для любых RLS-ал-
горитмов с квадратичной вычислительной сложностью 

2( ),O N  например, для алгоритмов, основанных на  
QR-разложении или преобразовании Хаусхолдера [3-7]. 

Каскадные адаптивные фильтры 
на основе RLS алгоритмов 

Каскадная архитектура адаптивного фильтра приве-
дена на рис. 1. Данная архитектура была предложена в 
[22]. В этой работе рассматривался адаптивный фильтр 
на основе LMS-алгоритма, в котором ряд вычислений 
производился табличным способом с использованием 
распределенной арифметики [23]. В данном случае кас-
кадная архитектура адаптивного фильтра позволяла 
экономить память для хранения таблиц. Однако эта ар-
хитектура не анализировалась с точки зрения качества 
процесса адаптации, а также не рассматривалась для 
адаптивных фильтров, основанных на RLS-алгоритмах, 
безотносительно способа их реализации. 

На рис. 1, ( ),x k  ( ),y k  ( )d k  и ( )k  – это входной, 
выходной, полезный сигнал и сигналы ошибки, соответ-
ственно, адаптивного фильтра с N  весовыми коэффи-
циентами. При каскадном построении, этот фильтр можно 
разделить на M  субфильтров с разным в общем случае 
числом mN  весовых коэффициентов. Здесь mD  – за-
держка, обусловленная m -м адаптивным субфильтром, 
и k  – номер отсчета обрабатываемого сигнала, который 
совпадает с номером итерации адаптивного фильтра. 
На рис. 1 для наглядности линии задержки mD  показа-
ны как отдельные элементы, но на самом деле это те же 
линии задержки, которые содержат выборки входных 
сигналов M  субфильтров и используются для вычис-
ления выходных сигналов этих субфильтров.  

Идея, на которой основан каскадный адаптивный 
фильтр, заключается в следующем. Большинство адап-
тивных фильтров решает задачу идентификации неиз-
вестной линейной системы, моделируемой линейным 
фильтром с конечной импульсной характеристикой и 
постоянными весовыми коэффициентами [3-7]. Входным 
сигналом идентифицируемой системы является сигнал

( ),x k  а выходным – сигнал 

 
Рис. 1. Каскадный адаптивный фильтр 
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H( ) ( )N Nd k k w x , (1) 

где  T1 2, , ..., , ...,N n N N
w w w ww  – дискретная модель 

идентифицируемой системы, то есть линейный фильтр 
с инвариантными во времени весовыми коэффициента-
ми ,nw  а ( ) [ ( ), ( 1), ..., ( 1), ..., (N k x k x k x k n x k    x  

T1)]NN   – вектор отсчетов входного сигнала ( ),x k  
хранящихся в памяти этого фильтра (в линии задержки). 

Здесь и далее строчные буквы обозначают скалярные 
переменные и элементы векторов и матриц. Векторы и 
матрицы обозначаются жирными большими и малыми 
буквами, соответственно. Верхний индекс T  обозначает 
транспонирование вектора или матрицы, а верхний ин-
декс H  обозначает эрмитово транспонирование, то есть 
транспонирование вектора или матрицы и комплексное 
сопряжение его элементов, обозначаемое как * . Нижний 
индекс N  указывает на число элементов в векторе или 
на число элементов N N  в квадратной матрице. 

Выходной сигнал адаптивного фильтра, участвующего 
в идентификации линейной системы, формируется как 

H( ) ( 1) ( )N Ny k k k h x  , (2) 

где  T1 2( ) ( ), ( ), ..., ( ), ..., ( )N n N N
k h k h k h k h kh  – вектор 

весовых коэффициентов ( )nh k этого фильтра. 

На практике, фактическое число весовых коэффици-
ентов идентифицируемой системы неизвестно. Оно мо-
жет быть лишь приблизительно оценено путем предва-
рительного моделирования этой системы или измере-
ния характеристик её физического образца. Обычно 

act ,N N  где actN – фактическое число весовых коэф-
фициентов идентифицируемого фильтра. В большин-
стве применений адаптивных фильтров сигнал ( )d k  

содержит некоторый аддитивный шум ( ),z k  который 
мешает качественному решению задачи идентифика-
ции. Шум на рис. 1 не показан. Однако, даже если этот 
шум, генерируемый внешним источником, например 
шум канала связи, отсутствует, то он все равно появля-
ется, если act .N N   

Действительно, если предположить, что вектор Nw  

первых весовых коэффициентов вектора 
аctNw  точно 

идентифицируется адаптивным фильтром, т.е. 
( ) ,N Nk h w  то аддитивный шум будет 

act act

H( ) ( )N N N Nz k k  w x  .  (3) 

Здесь вектор 
act

( )N N kx  определяется аналогично 

вектору ( ).N kx  Шум ( )z k  добавляется непосредственно 
к сигналу ошибки адаптивного фильтра, поскольку 

act act

H H

H

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( 1) ( ) ( ) ,
N N N N N N

N N

k d k y k k k

k k z k
      

   

w x w x

h x
 (4) 

что нарушает процесс идентификации [5]. 
Для упрощения дальнейших выкладок предполагает-

ся, что идентифицируемый и адаптивный фильтры 
имеют одинаковое число весовых коэффициентов ,N  а 
также отсутствует аддитивный шума канала. В этом 

случае ( ) 0.z k   Однако, если фильтр с весовыми ко-

эффициентами ( )N kh  разделен на M  субфильтров с 

mN N  весовыми коэффициентами каждый, см. рис. 1, 

то аналогичный аддитивный шум ( )mz k  возникает в 

каждом из сигналов ошибки ( ),m k  за исключением 

( ).M k  Теоретически, если бы шум ( )mz k  был равен 
нулю, то прямая и каскадная реализации адаптивного 
фильтра были бы математически эквивалентны. Однако 
это невозможно, так как ,mN N  что приводит к появ-
лению шума 

rem rem

H( ) ( ),m N Nz k k w x  (5) 

который мешает адаптации. Здесь rem act
1

m

m
i

N N N


   – 

число оставшихся весовых коэффициентов, которые не 
идентифицируются набором первых адаптивных суб-
фильтров с первого по m -й включительно. 

С учетом вышесказанного, вычислительную проце-
дуру на основе MIL RLS-алгоритма [3-7] для адаптивно-
го фильтра с каскадной архитектурой, см. рис. 1, можно 
представить как показано в табл. 1. 

Здесь 1 ( )
mN kR  – матрица, обратная корреляционной 

матрице ( );
mN kR  ( )

mN kg  – вектор коэффициентов Кал-

мана; ( )
mN kx  и ( )

mN kh  – векторы входных сигналов и 

весовых коэффициентов m -го адаптивного субфильтра 

в каскаде, ( )
mN kI – единичная матрица, 2 – параметр 

начальной регуляризации корреляционной матрицы и  
  – коэффициент забывания [3-7]. 

Моделирование каскадных адаптивных фильтров 
основе RLS алгоритмов 

Эффективность архитектуры адаптивного фильтра, 
см. рис. 1, с MIL RLS-алгоритмом в каждом субфильтре 
демонстрируется посредством моделирования. В каче-
стве примера при моделировании рассматривалась за-
дача идентификации линейного фильтра со 128 инвари-
антными во времени весовыми коэффициентами, см. 
рис. 2, из стандарта [24] для эхокомпенсаторов в про-
водных каналах связи.  

Входным сигналом ( )x k  идентифицируемого и адап-
тивного фильтров являлся белый гауссов шум. В этом 
случае число обусловленности корреляционной матри-
цы такого сигнала равно 1.   При моделировании к 

сигналу ( )d k  был также добавлен некоррелированный 

шум ( ).z k  Отношение сигнал / шум (ОСШ) составляло 

 
 

2

2

( )
10lg 30

( )

E d k
ОСШ

E z k
   дБ, (6) 

где { }E   – оператор усреднения по времени. 
Моделировались адаптивные фильтры с числом кас-

кадов 1, 2, 4, ..., 32M   и 64 или соответственно с оди-

наковым числом весовых коэффициентов 64, 32,mN   
16, ..., 4  или 2 во всех каскадах.  
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Таблица 1. Каскадный адаптивный фильтра на основе MIL RLS-алгоритма 

Вычисления Ссылки 
1 2(0) , (0) , (0) , 1, 2, ...,
m mN N N N N N m M     Initialization : x 0 R I h 0  (1.0) 

1, 2, ,k K For   

1( ) ( )d k d k  (1.1) 
1, 2, ,m M For   

H( ) ( 1) ( )
m mm N Ny k k k h x  (1.2) 

( ) ( ) ( )m m mk d k y k    (1.3) 

1( ) ( )m md k k    (1.4) 
1

H 1

( 1) ( )
( )

( ) ( 1) ( )
m m

m

m m m

N N
N

N N N

k k
k

k k k







  

R x
g

x R x
 (1.5) 

1 1 1 H 1( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)
m m m m mN N N N Nk k k k k         R R g x R  (1.6) 

( ) ( 1) ( ) ( )
m m m mN N Nk k k k   h h g  (1.7) 
mEnd for   

( ) ( )My k y k  (1.8) 
( ) ( )Mk k    (1.9) 

kEnd for   

 
 a) б) 

Рис. 2. Идентифицируемая линейная система: а) импульсный отклик; б) АЧХ 

В адаптивной фильтрации качество решения задачи 
идентификации принято характеризовать коэффициен-
том ослабления эхо-сигнала (Echo Return Loss 
Enhancement, ERLE)  

 
 

2

2

( )
( ) 10lg

( )

E d k
ERLE k

E k



, (7) 

который определяется как отношение энергии требуе-
мого сигнала ( ),d k  именуемого эхом, к энергии сигнала 

ошибок ( ),k  именуемого подавленным эхо-сигналом.  

Переходные процессы в терминах ERLE адаптивного 
фильтра, см. рис. 1, с разным числом каскадов пред-
ставлены на рис. 3 а. Случай числом каскадов 1M   
соответствует традиционной (не каскадной) реализации 
адаптивного фильтра. 

Эффективность каскадного фильтра также можно 
оценивать с помощью параметра рассогласования, см. 

рис. 3 б,  

 

act

act

2

2

2

1

2

1

( )
( ) 20lg

( )
20lg дБ,

N N

N

N

n n
n

N

n
n

k
k

w h k

w






  








w h

w

 (8) 

которое представляет собой нормализованное евклидо-
во расстояние между векторами весовых коэффициен-
тов идентифицируемой системы и полного адаптивного 
фильтра. Здесь, как уже указывалось, рассматривался 
случай, когда act .N N  

Из анализа рис. 3 видно, что при 1M   эффектив-
ность каскадного адаптивного фильтра ухудшается. 
Причиной ухудшения  является  аддитивный шум (5), ко- 
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 a) б) 

Рис. 3. Идентификация с помощью каскадного адаптивного фильтра, 1  : а) ERLE; б) рассогласование 

торый появляется в каждом сигнале ошибки ( ).m k  
Этот шум самый большой в первом субфильтре каскада 
и он уменьшается по мере приближения номера суб-
фильтра к числу каскадов .M  Из-за этого абсолютные 
значения  ошибок  в  идентифицированных  весовых  ко- 

эффициентах больше в субфильтрах в начале каскада, 
см. рис. 4. Чем больше каскадов M  или что тоже самое 
меньше число mN  весовых коэффициентов в каскадах, 
тем больше, согласно (5), аддитивный шум 1( )z k  в пер-
вом каскаде. 

 
 a) б) 

 
 в) г) 
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 д) ж) 

Рис. 4. Абсолютная ошибка при работе упрощенного адаптивного фильтра:  
а) 2;M   б) 4;M   в) 8;M   г) 16;M   д) 32;M   ж) 64M   

 
Рис. 5. Упрощенный адаптивный фильтр 

Арифметическая сложность каскадного адаптивного 

фильтра равна 2

1
m

M

N
m

O N


 
 
 
  арифметическим операци-

ям. Эта сложность уменьшается с ростом числа каска-
дов .M  Однако данное преимущество каскадной реа-
лизации адаптивных фильтров полезно только, если 
ОСШ, вызванное шумом 1( ),z k  выше, чем ОСШ, вы-
званное аддитивным шумом ( ).z k  В этом случае эф-
фективность каскадного адаптивного фильтра в основ-
ном будет ограничена шумом ( ),z k  который нельзя 
удалить либо уменьшить. 

Если же эффективность каскадного фильтра, см. 
рис. 1, неприемлема, то необходимо разработать другой 
также эффективный с вычислительной точки зрения 
адаптивный фильтр, который обеспечивает лучшую 
функциональную эффективность по сравнению с кас-
кадным адаптивным фильтром. Описание такого филь-
тра приведено в следующем разделе. 

Упрощенные адаптивные фильтры  
на основе RLS алгоритмов  
с диагонализированной корреляционной матрицей 

Несмотря на то, что с помощью каскадного адаптив-
ного фильтра, см. рис. 1, можно решать задачу иденти-
фикации, качество данного решения низкое, см. рис. 3. 

Это обусловлено тем, что архитектуру каскадного адап-
тивного фильтра можно рассматривать как набор неза-
висимых адаптивных фильтров, которые последова-
тельно и независимо друг от друга идентифицируют 
части (группы весовых коэффициентов) неизвестной 
линейной системы. 

Более эффективная архитектура адаптивного филь-
тра с такой же арифметической сложностью, как и у кас-
кадного фильтра, показана на рис. 5.  

Архитектура адаптивного фильтра, см. рис. 5, полу-
чена путем небольшой модификации каскадного адап-
тивного фильтра, см. рис. 1. Адаптивный фильтр, пред-
ставленный на рис. 5, решает задачу идентификации 
таким же образом, как и полный адаптивный фильтр, 
корреляционная матрица которого заменяется диаго-
нальной клеточной матрицей 

1 1 2 1 1 1

2 1 2 2 1 2

1 1 1 2 1 1

1 1 1 1

, , ,

, , ,

, , ,

, , ,

ˆ

M M

M M

M M M M M

M M M M M

N N N N N N N

N N N N N N N

N

N N N N N N N

N N N N N N N





   

 

 
 
 
   
 
 
  





    




R O O O

O R O O
R

O O R O

O O O R

 . (9) 

состоящей из 1M   ненулевых матриц размером 

m mN N  на главной диагонали. 
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Таблица 2. Упрощенный адаптивный фильтра на основе MIL RLS-алгоритма с диагонализацией корреляционной матрицы 

Вычисления Ссылки 
1 2(0) , (0) , (0) , 1, 2, ...,
m mN N N N N N m M     Initialization : x 0 R I h 0  (2.0) 

1, 2, ,k K For   
H( ) ( 1) ( )N Ny k k k h x  (2.1) 

( ) ( ) ( )k d k y k    (2.2) 
1, 2, ,m M For   

1

H 1

( 1) ( )
( )

( ) ( 1) ( )
m m

m

m m m

N N
N

N N N

k k
k

k k k







  

R x
g

x R x
 (2.3) 

1 1 1 H 1( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)
m m m m mN N N N Nk k k k k         R R g x R  (2.4) 

( ) ( 1) ( ) ( )
m m mN N Nk k k k   h h g  (2.5) 

mEnd for   
kEnd for   

 
 a) б) 

Рис. 6. Идентификация с помощью упрощенного адаптивного фильтра, 1  : а) ERLE; б) рассогласование 

Матрица, обратная матрице ˆ ,NR  также является 
диагональной клеточной матрицей 

1 1 2 1 1 1

2 1 2 2 1 2

1 1 1 2 1 1

1 1 1 1

1
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R O O O

O R O O
R

O O R O

O O O R

. (10) 

Уравнение (10) позволяет представить архитектуру 
упрощенного адаптивного фильтра в виде, показанном 
на рис. 5.  

С учетом вышесказанного, вычислительную проце-
дуру на основе MIL RLS-алгоритма для адаптивного 
фильтра, см. рис. 5, с корреляционной с матрицей (9), 
можно представить как показано в табл. 2. 

Используя алгоритм, см. табл. 2, обновление вектора 
весовых коэффициентов ( )N kh  адаптивного фильтра 

также осуществляется с помощью M  RLS-процедур. В 
силу (9) и (10), эти процедуры обновляют матрицы 1

mN
R  

независимо друг от друга, однако все векторы ( )
mN kh

обновляются с использованием одного и того же сигна-
ла ошибки ( ),k  вычисленного с помощью полного вы-
ходного сигнала (2) адаптивного фильтра. Согласно [5], 
упрощенный адаптивный фильтр можно рассматривать 
как полный, но с диагонализированной корреляционной 
матрицей (9). 

Арифметическая сложность 2

1
m

M

N
m

O N


 
 
 
  адаптивного 

фильтра, см. рис. 5, такая же, как и у каскадного филь-
тра, см. рис. 1. Это сложность также уменьшается при 

1.M   Характеристики нового адаптивного фильтра 
демонстрируются в следующем разделе. 

Моделирование упрощенных адаптивных фильтров 
на основе RLS алгоритмов с диагонализированной 
корреляционной матрицей 

На рис. 6 приведены характеристики упрощенного 
адаптивного фильтра, см. рис. 5, полученные в тех же 
условиях, что и на рис. 3, где входным сигналом ( )x k
является белый гауссовский шум. В этом случае все 
выборки входного сигнала независимы друг от друга, то 
есть половина ширины  главного лепестка  автокорреля- 
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 a) б) 

Рис. 7. Идентификация с помощью упрощенного адаптивного фильтра, 10  : а) ERLE; б) рассогласование 

ционной функции этого сигнала составляет всего одну 
выборку. Следовательно, эффективность упрощенного 
адаптивного фильтра практически не зависит от числа 
весовых коэффициентов mN . 

Однако сделанный выше вывод неверен, если сиг-
нал ( )x k  коррелирован. Пример работы адаптивного 
фильтра, см. рис. 5, с коррелированным входным сигна-
лом представлен на рис. 7. Здесь число обусловленно-
сти корреляционной матрицы фильтра равно 10.   

Половина ширины главного лепестка автокорреля-
ционной функции входного сигнала фильтра в данном 
эксперименте составляет около 8…12 отсчетов, см. 
рис. 8. На этом рисунке показаны автокорреляционные 
функции при разных значениях числа обусловленности 
  корреляционной матрицы адаптивного фильтра. 

 
Рис. 8. Автокорреляционная функция  

обрабатываемых сигналов 

Из-за упрощения корреляционной матрицы путем её 
замены диагональной клеточной матрицей достигаемые 
значения ERLE и рассогласования в установившемся 
состоянии при обработке коррелированного сигнала на 
2… 3 дБ хуже, см. рис. 7, по сравнению со случаем об-
работки некоррелированного сигнала, см. рис. 6. Это 
обусловлено тем, что автокорреляционная функция за 

пределами её главного лепестка имеет низкие, но все 
же не нулевые боковые лепестки. Длительность пере-
ходного процесса также увеличивается по этой же при-
чине. В рассматриваемом примере при значении 

8,mN   т.е. большем чем половина ширины главного 
лепестка автокорреляционной функции входного сигна-
ла, длительность переходного процесса адаптивного 
фильтра уже практически не зависит от значения .mN  

Заключение  

Таким образом, в статье представлена упрощенная 
версия адаптивного фильтра на основе MIL RLS-
алгоритма. Упрощение базируется на диагонализации 
корреляционной матрицы входного сигнала адаптивного 
фильтра клеточной матрицей, в случае, когда половина 
ширины главного лепестка автокорреляционной функ-
ции этого сигнала меньше значения .mN  Недостатком 
такого упрощения является увеличение длительности 
переходного процесса. Упрощенный адаптивный фильтр 
может быть использован в приложениях с ограниченны-
ми вычислительными ресурсами и неограниченными 
требованиями к длительности переходных процессов. 
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Аналитическим путём получены необходимые вспомогательные 
выражения для процедуры спектрально-весового оценивания пара-
метров гармонического сигнала по отсчётам комплексного спек-
тра его временной реализации, «взвешенной» с использованием 
кубической вариации весовой функции Хеннинга. Выполнено и про-
верено эвристическое обобщение выражений процедуры спектраль-
но-весового оценивания для ближайших целочисленных случаев ва-
риаций степени этой весовой функции. Проведено сравнение точ-
ности оценивания параметров сигнала и продемонстрирована эф-
фективность полученных решений. На основе спектрально-весово-
го оценивания реализован компенсационный алгоритм нейтрализа-
ции гармонической помехи и проведено его сравнение с частотным 
режектором на основе прямого и обратного дискретного преобра-
зования Фурье. 

УДК 621.396 

НЕЙТРАЛИЗАЦИЯ ИНТЕНСИВНОЙ ГАРМОНИЧЕСКОЙ ПОМЕХИ  
ЗА СЧЁТ СПЕКТРАЛЬНО-ВЕСОВОГО ОЦЕНИВАНИЯ ЕЁ ПАРАМЕТРОВ 

Кузьмин Е.В., к.т.н., доц., доцент кафедры радиотехники ФГАОУ ВО «Сибирский федеральный университет»,  
e-mail: ekuzmin@sfu-kras.ru , kuzminev@mail.ru 

NEUTRALIZING INTENSIVE CONTINUOUS WAVE INTERFERENCE 
BY SPECTRAL-WEIGHT ESTIMATION OF ITS PARAMETERS 

Kuzmin E.V. 
The necessary auxiliary expressions are obtained analytically for the procedure of spectral-weight estimation of the parameters of a 
harmonic signal from the samples of the complex spectrum of its temporal realization, "weighted" using the cubic variation of the 
Hanning weight (window) function. The heuristic generalization of the expressions of the spectral-weight estimation procedure for 
the nearest integer cases of variations in the degree of this weight function is carried out and tested. The comparison of the signal 
parameters estimation accuracy is carried out and the efficiency of the obtained solutions is demonstrated. On the basis of spectral-
weight estimation, a compensation algorithm for neutralizing harmonic interference is implemented and compared with a frequency 
notch based on the discrete Fourier transform. 

Key words: spectral-weight estimation, signal processing, continuous wave interference, discrete Fourier transform. 

 
Ключевые слова спектрально-весовое оце-

нивание, обработка сигналов, гармоническая 
помеха, дискретное преобразование Фурье.  

Введение и постановка задачи 
Среди большого числа известных моделей 

помеховых воздействий достаточно часто в 
литературе встречается узкополосная или гар-
моническая помеха (ГП), являющаяся посто-
ронним (внешним) гармоническим сигналом 
вида sin(2 )A f t   [1-21]. Несмотря на просто-
ту своей модели (формы) она способна оказы-
вать влияние на характеристики различных 
процедур обработки сигналов (см., например 
[5, с. 215; 15; 17; 19] и др.). Подавление ГП про-
изводится разными возможными способами: 
путём адаптивной фильтрации [1, с. 220; 4; 9; 17]; 
за счёт частотной режекции (ЧР), реализуемой в анало-
говой или цифровой форме [1, с. 211; 3, с. 47]; а также 
на основе компенсационного подхода (упоминаемого, в 
частности, в [9; 11, с. 754]). Каждый из вариантов по-
давления имеет преимущества и недостатки. Эффек-
тивным и реализуемым решением для борьбы с ГП яв-
ляется ЧР на основе прямого и обратного дискретного 
(быстрого) преобразования Фурье (ДПФ, ОДПФ) [6; 8; 
11, с. 771; 20]. Однако поиск, проработка и реализация 
вариантов для повышения эффективности возможных 
решений всегда актуальны, поскольку со временем тре-
бования, предъявляемые к показателям качества тех-
нических систем, как правило, возрастают. Рассматри-
ваемой в статье альтернативой для ЧР-ДПФ-ОДПФ 
представляется компенсация ГП на основе спектраль-
но-весового оценивания (СВО) [22-27] её параметров: 
амплитуды, частоты и начальной фазы. Процедура 
СВО, подробно описанная в [26; 27], предполагает вы-
полнение следующих операций: умножение реализации 
сигнала конечной длины на весовую (оконную) функцию 
(ВФ); вычисление ДПФ – получение спектральных от-
счётов (СО) «взвешенной» реализации сигнала; допол-

нительная обработка СО – формирование оценок ам-
плитуды ˆ ,A  частоты f̂  и начальной фазы ̂  Точность 
СВО перечисленных параметров зависит от ряда факто-
ров, в том числе от вида ВФ [26; 27]. Для повышения 
эффективности обработки сигналов на фоне ГП за счёт 
ЧР-ДПФ-ОДПФ рассматривались различные ВФ 
[6; 8; 20]. Показано, что предпочтение следует отдать ВФ 
Ханна [8], Парзена [8], Хеннинга [20]. Причём ВФ Хен-
нинга в определённых условиях оказывается наиболее 
предпочтительной [20]. В работах [26; 27] представлены 
необходимые аналитические выражения для реализа-
ции процедуры СВО при использовании нескольких 
классических ВФ, в частности – при «взвешивании» реа-
лизации сигнала с применением ВФ Ханна, в то время 
как аналогичные выражения для применения ВФ Хен-
нинга отсутствуют. Таким образом, образуется задача 
получения необходимых аналитических выражений для 
реализации процедуры СВО с использованием ВФ Хен-
нинга. Далее, запишем модель аддитивной смеси сигна-
ла, гармонической помехи и шума, а также выражения 
для реализации процедуры СВО параметров ГП. Прове-
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дём необходимую вычислительную аналитическую ра-
боту с целью формализации данной процедуры для 
случая применения кубической и других вариаций ВФ 
Хеннинга. Применим процедуру СВО для компенсации 
интенсивной ГП. 

Цель работы: повышение эффективности обработ-
ки сигналов на фоне гармонической помехи за счёт ре-
ализации алгоритма компенсации, основанного на спек-
трально-весовом оценивании её параметров с исполь-
зованием весовой функции Хеннинга. 

Модель наблюдения 

Запишем на интервале наблюдения [0, ]t T  мате-
матическую модель аддитивной смеси полезного сигна-
ла ( ),s t  ГП ( )m t  и белого шума ( )t  (к примеру, [7; 11, 
с. 752]): 

с п

п п

( ) ( ) ( ) ( ) ,
( ) sin(2 ) ,

y t A s t A m t t
m t f t

   
  

 (1) 

которая в дискретном времени дnt nT  с шагом дискре-

тизации д д1/T f  может быть представлена в виде: 
2

с п( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ,
0,1, , 1,

n n n ny n y t A s t A m t t
n N

     

 
 (2) 

где n  – номер временного отсчёта; N  – количество 

обрабатываемых отсчётов смеси; 2
  – дисперсия дис-

кретизированного квазибелого шума, которая опреде-
ляется на основе спектральной плотности мощности 

0N  и частоты дискретизации д ;f  дT NT  – длитель-
ность интервала наблюдения; смысл других использо-
ванных обозначений понятен без дополнительных по-
яснений. Ухудшение качества приёма сигналов в при-
сутствии ГП оказывается заметным, как правило, при её 
энергетическом превосходстве п сA A  [5; 7; 14; 15; 18], 

что при условиях пA   и сA   позволяет сделать 
справедливое допущение и упростить (2): 

п п п д п( ) ( ) sin(2 ).n ny t A m t A f nT     (3) 
Как видно из (3), нейтрализация дискретизированной 

ГП может быть сведена к оцениванию её параметров 

п п п
ˆˆ ˆ, , ,A f   формированию её копии п

ˆ ˆ ( )nA m t  и вычита-
нию из аддитивной смеси (2) [9; 11, с. 752], что приведёт 
к «отфильтрованной» смеси ф( ),y n  в которой действие 

ГП будет практически нивелировано1: 

ф ф п

п п д п

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )
ˆˆ ˆ( ) sin(2 ).

n n ny n y t y t A m t

y n A f nT

   

   
 (4) 

Априорная неопределённость относительно пара-
метров ГП позволяет допускать равновероятную воз-
можность как кратности так и не кратности частот дf  и 

п .f  При обработке дискретизированной смеси (2) в 
случае отсутствия кратности указанных частот, точность 
оценивания частоты пf  на основе ДПФ ухудшается, 

                                                   
 
 
1 При высокой точности оценок её параметров. 

однако, при применении СВО это ограничение успешно 
преодолевается [27]. 

Спектрально-весовое оценивание параметров 
гармонических сигналов 

Известный способ [22-27] спектрально-весового оце-
нивания параметров гармонических сигналов основан на 
дополнительной обработке СО ( ),Y k  полученных как 

ДПФ [28, с. 57] от произведения сигнала ( )y n  (2) и ВФ 

( ) :w n  
1

0

( ) ( ) ( ) exp ( 2 / ) ,

0,1, , 1,

N

n
Y k y n w n j k n N

k N





  

 




 (5) 

где k  – номер СО, 1j    – мнимая единица. Соглас-

но [26; 27] оценки амплитуды Â  (6) [27, с. 56], частоты 
f̂  (7) [27, с. 11] и начальной фазы ̂  (8) [27, с. 56] фор-

мируются на основе номера maxk  бина ДПФ (5), соответ-
ствующего максимальному значению модуля (5) 

1
0 maxmax{| ( ) |}N

kk
Y k k

  : 

1
1

max
0

ˆ 2 ( ) ( ) exp ( 2 / ) ,
N

n
A Y k w n j n N






 
    

 
  (6) 

д max
ˆ ( / )( ),f f N k   (7) 

maxˆ arg{ ( )} /2 .Y k      (8) 
В выражениях (6)-(8) используется дополнительный 

параметр 
max( 1) ( ),L V R   (9) 

который для конкретной ВФ выражается через теорети-
ческое значение отношения | (1 )|/| ( )|R W W     [26; 
27, с. 15], экспериментально (практически, при проведе-
нии измерений или при их обработке) определяемое как 

max

max

( )
,

| ( )|
X L

R
Y k

   (10) 

где величина max 1, 2L   является номером (1 или 2) эле-

мента двухэлементного массива max{| ( 1)|,X Y k   

max| ( 1) |},Y k   составленного из двух СО (5), примыкаю-

щих к отсчёту max( ),Y k  и определяется по максималь-

ному значению maxmax{ }X L ; ( )V R  – определяемая 

для конкретной ВФ зависимость2; ( )W k  – ДПФ от ВФ 

( );w n  arg{ }  – аргумент комплексной величины. Пред-
ставленное выражение (9) в явном виде3 отсутствует в 
опорных источниках [26; 27] и записано автором с целью 
повышения вычислительного удобства, универсальности 
(знак) и компактности изложения. При использовании в 
(5) произвольной ВФ выражение (9) требует обязатель-
ного уточнения. В частности, при предварительной об-

                                                   
 
 
2 К примеру, для ВФ Ханна ( ) (2 1)/ ( 1)V R R R    [26; 27, с. 16]. 
3 В вышепоказанном виде. 



Цифровая Обработка Сигналов №2/2022 

 
 

23

работке реализации сигнала с применением «взвеши-
вания» на основе степенных вариаций весовой функции 
Хеннинга [29, с. 40], множитель ( ),V R  используемый в 
процедуре СВО, необходимо формализовать. Поэтому 
далее, получим необходимое аналитическое выражение 
для отношения R  при использовании указанной ВФ 
Хеннинга, а для этого получим её комплексный спектр 

( )W k  и его модуль | ( )| .W k  Следует дополнительно 
отметить, что для реализации процедуры СВО пара-
метров сигналов существуют альтернативные (9) вари-
анты получения параметра   [27, с. 40; 30], инвариант-
ные к виду используемой в (5) ВФ. Данные варианты 
основаны на применении различных способов интерпо-
ляции частотных характеристик ВФ [27; 30]. Обладая 
достоинством в виде удобства практического примене-
ния, они имеют и существенный недостаток – обеспечи-
вают потенциально более низкую точность СВО в срав-
нении со случаями априорного учёта вида весовой 
функции. 

Фурье-анализ ВФ Хеннинга  
и её применение для процедуры СВО 

Рассмотрим кубическую вариацию весовой функции 
Хеннинга 3( ) sin ( / ),w n n N   0,1, , 1n N   [29, с. 40]. 
В непрерывном времени 4  на интервале наблюдения 

[0, ]t T  данная ВФ имеет вид: 
3( ) sin ( ) , / .w t t T     (11) 

Воспользуемся формой представления ВФ (11) и 
определим её комплексный спектр ( ) ( ),W w t   а так-

же модуль комплексного спектра | ( )| .W   Выполнение 
преобразования Фурье по отношению к ВФ (11) приво-
дит к следующему результату: 

3

0 0

3 3

4 2 2 4 4 2 2 4

( ) ( ) e sin ( ) e

6 (1 e ) 6( / ) (1 e ) .
9 10 9( / ) 10( / )

T T
j t j t

j T j T

W w t dt t dt

T
T T

   

   

    

   
 

         

 

 (12) 

При проведении вычислительной работы в (12) 
учтено известное [32, с. 190] тригонометрическое  
выражение 3sin ( ) (3sin( ) sin(3 ))/4x x x   и табличный 

интеграл [32, с. 152] 2 2

ee sin( ) [ sin( )
ax

ax bx dx a bx
a b

 
  

cos( )] .b bx C   

Рассмотрим полученный комплексный спектр (12) на 
дискретных частотах д д2 / 2 / ,k f k N k NT      имеем: 

д д(2 / )3
д

4 2 2 4
д д д д

6( / ) (1 e )
( )

9( / ) 10( / ) 2 / (2 / )

j f k N NT

k

NT
W

NT NT f k N f k N

  
  

       
  

2

д 2 4

6 (1 e ) .
(9 40 16 )

j k

NT
k k

 

  

 (13) 

Определим модуль (13): 

                                                   
 
 
4 Переход к непрерывному времени, аналогично [31, с. 153], позволя-
ет использовать интегральное преобразование, что весьма удобно для 
выполнения вычислительной работы.  

 
2

д 2 4

2

д д2 4 2 4

6 (1 e )( ) ( )
(9 40 16 )

1 e 1 cos(2 )6 6 2 .
9 40 16 9 40 16
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j k
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k k

k
NT NT

k k k k

 

 


   

  

  
 
    

 

 (14) 

При выполнении преобразований в (14) учтено, что 
2|1 e | 2 1 cos(2 ).j k k      Применяя методику [26; 27, 

с. 16] и используя (14), получим искомое отношение: 

2 4

2 4

2 4

2 4

2 4

2 4

1 cos(2 )
9 40 16| ( )|

| ( )| 1 cos(2 )
9 40 16

9 40 161 cos(2 )
9 40 161 cos(2 )

9 40 16 2 3 .
5 29 40 16

W
W

 

   
 

  

   

    
  

    

    
 

    




 (15) 

При выполнении преобразований в (15) учтено, что 
при значениях   множитель 

1 cos(2 ) / 1 cos(2 ) 1,      а полученное зна-

чение отношения (15) |(2 3)/(5 2 )| (2 3)/(5 2 ).        

Далее, решая уравнение (2 3)/(5 2 ) ,R     получим 
аналитическое выражение для параметра   (без учёта 
знака, учитываемого согласно (9)), необходимого для 
реализации процедуры СВО (6)-(8) с использованием 
ВФ вида (11). Искомое решение имеет вид: 

(2,5 1,5)/( 1) ( ).R R V R     (16) 

Сопоставление выражений для множителя5  ( )V R 

(2 1)/( 1)R R    [26; 27, с. 16], соответствующего ВФ 

Ханна 2( ) sin ( / ) (1 cos(2 / ))/2,w n n N n N      и получен-

ного выше множителя (2,5 1,5)/( 1)R R   (16), соответ-
ствующего кубической вариации ВФ Хеннинга 

3( ) sin ( / )w n n N   (11), позволило выдвинуть предполо-
жение о возможности эвристического обобщения полу-
ченных результатов. При проведении сопоставления 
данных выражений, полученных аналитическим путём, 
замечено, что целочисленное повышение степени   в 

записи рассматривамой ВФ ( ) sin ( / )w n n N   приводит 
к заметным изменениям в слагаемых числителя зависи-
мости ( ).V R  Можно констатировать, что в числителях 
обсуждаемых выражений при указанном повышении 
степени происходит соответствующее увеличение зна-
чений слагаемых на величину, равную 1/2. Сказанное 
позволяет предполагать, что, к примеру, при β  чис-

литель множителя ( )V R  будет равным 3 2.R   Анало-

                                                   
 
 
5  Приведён без знака, а возможность его учёта уже неоднократно 
отмечалась по тексту статьи. Далее, эта особенность дополнительно 
не обсуждается. 
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гичные предположения возможно высказать как по по-
воду дальнейшего увеличения показателя степени ВФ, 
так и по поводу её уменьшения до значения β  (т.н. 
синус-окно [29, с. 40]). Последнее может приводить к 
числителю вида 1,5 0,5.R   Результаты обобщения, 
сделанного на основе проведённого сопоставления, 
выборочно сведены в табл. 1. 

Таблица 1. Множители ( )V R  для процедуры СВО  
при использовании ВФ sin ( / )n N   

  ( )V R  Примечание 

1 (1,5 0,5)/( 1)R R   Записано путём обобщения 

2 (2 1)/( 1)R R   Известно аналитическое  
решение, см. [26; 27, с. 16] 

3 (2,5 1,5)/( 1)R R   
Получено аналитически  

в настоящей статье,  
см. (12)-(16) 

4 (3 2)/( 1)R R   Записано путём обобщения 

5 (3,5 2,5)/( 1)R R   Записано путём обобщения 

Как видно из табл. 1, повышение и снижение показа-
теля степени рассматриваемой ВФ не приводит к суще-
ственным усложнениям выражения множителя, необхо-
димого для реализации процедуры СВО. При проведе-
нии исследований все представленные в табл. 1 выра-
жения проверены применительно к задаче СВО ампли-
туды, частоты и начальной фазы гармонических сигна-
лов. При необходимости дальнейшего повышения пока-
зателя степени ВФ   соответствующий ему множитель 

( )V R  легко записывается (но требует вычислительной 
проверки). Использование полученного аналитическим 
путём результата (16), а также записанных на его осно-
ве результатов (табл. 1) в выражениях (6)-(8) с учётом 
(9), позволяет получать оценки параметров гармониче-
ского сигнала на основе дополнительной обработки 
спектральных отсчётов (5) при использовании для 
предварительного «взвешивания» кубической и других 
вариаций ВФ Хеннинга (11). В качестве конкретного 
примера запишем выражение для оценки частоты (7) с 
учётом (9) и (16). Используем (16) в (9) и образованную 
при этом «конструкцию» подставим в (7), получим: 

   
 

maxд
max

2,5 1,5ˆ 1 ,
1

L Rf
f k

N R
 

     
 (17) 

где параметр R  определяется согласно (10) на основе 
значений СО (5), вырабатываемых по отсчётам (2) или 
(3). Выражения для оценок амплитуды (6) и начальной 
фазы (8) при использовании в (5) весовой функции (11), 
а также её вариаций, записываются аналогичным (17) 
образом. Далее, в графическом и табличном виде при-
водятся некоторые частные результаты проведённых 
исследований точности СВО амплитуды, частоты и 
начальной фазы гармонического сигнала.  

Результаты исследования точности процедуры СВО 
и их обсуждение 

Исследование точности спектрально-весового оце-
нивания параметров сигнала выполнено методом вы-
числительного моделирования. Формировался тесто-

вый сигнал тс тс д тс( ) sin(2 )y n A f nT    (ТС). Осуществ-

лялось предварительное «взвешивание» ТС на ос- 
нове степенных вариаций   ВФ Хеннинга 

( ) sin ( / )w n n N   и вычислялось ДПФ (5). Для каждого 
из устанавливаемых значений частот ТС 

тс 0 0[ , ]f f f f f     при фиксированном значении   на 
основе (6)-(10) проводилось спектрально-весовое оце-

нивание его параметров – амплитуды тс
ˆ ,A  частоты тсf̂  и 

начальной фазы тсˆ .  При предварительном «взвешива-
нии» ТС на основе квадратичной вариации ВФ Хеннинга 
(  , т.е. ВФ Ханна) в (9) использовался множитель 

2 1( )
1

RV R
R





 [26; 27, с. 16], а для кубической вариации 

  применён множитель 
2,5 1,5( ) ,

1
RV R
R





 получен-

ный в настоящей статье (см. (12)-(16)). Для случаев 
    использовались соответствующие множители, 
показанные в табл. 1. Далее, рассчитывались абсолют-
ные значения погрешностей оценивания амплитуды 

тс тс
ˆ( ),A A A    частоты тс тс

ˆ( )f f f    и начальной фазы 

тс тсˆ( )    ТС. Таким образом, получались массивы 

значений тс( ),A f  тс( ),f f  тс( ),f  использованные 
для графической иллюстрации поведения соответствую-
щих зависимостей и их количественного анализа. 

В качестве демонстрационных примеров на рис. 1-3 
представлены сегменты зависимостей абсолютных зна-
чений погрешностей процедуры спектрально-весового 
оценивания амплитуды A  (рис. 1), частоты f  (рис. 2) 
и начальной фазы   (рис. 3) ТС от нормированной 

(безразмерной) величины н тс 0/ .v = f f  Нумерация кривых 

в семействах зависимостей н( ),A v  н( ),f v  н( )v  на 
рис. 1-3 означает использование в (5), (6) конкретной ВФ: 
1 – Ханна ( 2 ), 2 – Хеннинга ( 3 ). Общие условия 
эксперимента следующие: количество обрабатываемых 
временны́х отсчётов 500,N  частота 0 1,024f   МГц, ве-

личина 100f  кГц, частота дискретизации д 4,096f   МГц 

(отношение д 0/ 4f f  ). Рис. 1-3, а получены при началь-

ной фазе ТС тс 0;   рис. 1-3, б соответствуют тс /4.   
Размерности величин, отложенных по осям ординат на 
рис. 1-3, не показаны для исключения избыточности ис-
пользуемых обозначений. Они соответствуют размерно-
стям амплитуды (к примеру, «В», для рис. 1), частоты 
(«Гц», для рис. 2) и начальной фазы («рад», для рис. 3). 
Строго говоря, рассматриваемый сигнал (данные) может 
обладать произвольной размерностью, в том числе быть 
безразмерным (или нормированным), поэтому конкрети-
зация его размерности не указывается в условиях про-
ведения вычислительного эксперимента, а в данном 
описании приведена условно (для амплитуды), лишь в 
качестве возможного примера. 
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 а) б) 

Рис. 1. Зависимость абсолютной погрешности оценивания амплитуды A  сигнала  
от нормированной частоты н тс 0/v = f f  

 
 а) б) 

Рис. 2. Зависимость абсолютной погрешности оценивания частоты f  сигнала  

от нормированной частоты н тс 0/v = f f  

 
 а) б) 

Рис. 3. Зависимость абсолютной погрешности оценивания начальной фазы   сигнала  

от нормированной частоты н тс 0/v = f f  

Как видно из рис. 1-3, для заданных условий вычис-
лительного эксперимента в целом имеет место суще-
ственное повышение точности СВО параметров гармо-
нического сигнала при использовании в (5) ВФ (11), в 
сравнении со случаем использования ВФ Ханна. Инте-
ресной особенностью поведения погрешностей СВО 
параметров сигнала при использовании в (5) ВФ (11), 
для указанного интервала частот, является их своеоб-
разная «стабилизация», т.е. нахождение разброса при-
нимаемых значений в «коридоре» с параллельными 
границами (кривые 2). Как видно из рис. 1-3, для этих же 
условий погрешности, демонстрируемые кривыми 1, 
имеют иной характер поведения, визуально напомина-

ющий «бабочку». Результаты, аналогичные представ-
ленным на рис. 1-3, получены и для других значений 
показателя степени ВФ Хеннинга. В каждом случае по-
ведение зависимостей н( ),A v  н( ),f v  н( )v  оказы-
вается различным как качественно, так и количественно. 
Общая предварительно ожидаемая тенденция такова, 
что при уменьшении показателя степени ВФ ( 1 ) име-
ет место повышение уровня значений погрешностей 
оценивания параметров сигнала, а при повышении пока-
зателя 4, 5)  наблюдается снижение данного уровня 
(в сравнении с графически проиллюстрированными слу-
чаями 2, 3).  
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Таблица 2. СКО значений рассчитанных погрешностей процедуры СВО  
при использовании ВФ sin ( / )n N   для рассмотренного интервала частот тс 0 0[ , ]f f f f f     

  1 2 3 4 5 

A  
3,134·10–6 8,768·10–10 1,030·10–10 9,710·10–14 1,086·10–14 

f  4,180·10–8 5,015·10–11 2,789·10–12 8,396·10–15 4,326·10–16 

  
1,706·10–5 2,138·10–8 1,043·10–9 3,451·10–12 1,604·10–13 

В табл. 2 показаны рассчитанные среднеквадрати-
ческие отклонения (СКО) ,A  ,f  ,  значений 

элементов массивов н( ),A v  н( ),f v  н( )v  соответ-
ственно, содержащих рассчитанные значения погреш-
ностей процедуры СВО параметров гармонического 
сигнала при использовании в (5) степенных вариаций 
ВФ Хеннинга 1..5),  включая её квадратичную вари-
ацию – ВФ Ханна ( 2 ). Расчёт выполнен для рас-

смотренного интервала частот тс 0 0[ , ]f f f f f     фор-
мируемого (измеряемого) ТС. Размерности величин, 
представленных в табл. 2, соответствуют размерностям 
измеряемых параметров ТС (пояснения даны ранее). 

Как видно из рис. 1-3 и табл. 2, значения погрешно-
стей процедуры СВО параметров сигнала являются 
сравнительно малыми, позволяющими на их основе 
формировать высокоточную копию оцениваемого гар-
монического сигнала. Далее, продемонстрируем эф-
фективность применения СВО для компенсации ГП и 
повышения эффективности обработки полезного сигна-
ла в условиях (2). Рассмотрение проведём на примере 
задачи поиска по времени запаздывания фазоманипу-
лированного шумоподобного сигнала (ШПС), порожда-
емого псевдослучайной последовательностью длины 
511, при его наблюдении на фоне ГП и шума (2). 
Результаты статистического эксперимента  
по нейтрализации интенсивной гармонической 
помехи на основе компенсации с использованием 
спектрально-весового оценивания параметров 

Для демонстрации повышения эффективности поис-
ка ШПС по времени запаздывания на фоне интенсивной 
ГП и шума проведён сравнительный анализ алгоритма 
ЧР на основе ДПФ-ОДПФ [6; 8; 20] и алгоритма компен-
сации ГП на основе СВО (4)-(10). На рис. 4, 5 представ-
лены зависимости вероятностей P правильного выпол-
нения поиска ШПС по задержке от отношения «гармо-
ническая помеха / сигнал» («ГП / С») пс п с20lg( / ).q A A  

По осям абсцисс отложена величина н пс пс max/ ,q q q  т.е. 
отношение «ГП / С», нормированное к максимальному 
значению псmax ,q  принятому в [20]. Зависимости полу-
чены методом статистического моделирования на осно-
ве методики [14; 18; 20; 33] при проведении 20000 испы-
таний. Параметры ШПС (задержка и начальная фаза) 
задавались случайным6 образом для каждого статисти-
ческого испытания. Кривые на рис. 4 получены при 
неизменной частоте7  ГП, а кривые на рис. 5 соответ-

                                                   
 
 
6 Здесь и далее подразумевается равномерное распределение. 
7 Некратной значению частоты дискретизации. 

вуют случайной в каждом испытании частоте. В обоих 
сценариях частота помехи оказывалась попадающей в 
спектральный интервал главного лепестка спектра ШПС. 
Отношение «сигнал / шум» задавалось в логарифмиче-
ской шкале как значение энергетического потенциала 

эп с 010 lg( / )q P N  [34, с. 11] ( 2
с с0,5P A  – мощность ШПС). 

Представленные на рис. 4, 5 зависимости получены при 

эп 45дБГц.q   Отношение частоты дискретизации к цен-

тральной частоте ШПС д 0/ 4,f f   при этом одному его 

периоду соответствует 4096N   отсчётов. Номера кри-
вых на рис. 4, 5 означают следующее. Кривые 1 соот-
ветствуют квадратурной корреляционной обработке ад-
дитивной смеси (2) без применения каких-либо мер для 
подавления ГП. Кривые 2-7 получены при использова-
нии предшествующих корреляционной обработке мер 
нейтрализации ГП. Кривые 2-5 получены аналогично 
работе [20] и соответствуют алгоритму частотной режек-
ции ГП на основе ДПФ-ОДПФ при использовании в (5) 
следующих весовых функций: 2 – прямоугольная (есте-
ственное окно), 3 – Ханна, 4 – Парзена, 5 – Хеннинга 
(11). Кривые 6, 7 соответствуют алгоритму компенсации 
(4) ГП на основе СВО её параметров при предваритель-
ном «взвешивании» реализации (2) на основе ВФ Хан- 
на – кривые 6, и ВФ Хеннинга (11) – кривые 7. 

Как видно из рис. 4, 5, для принятых условий статисти-
ческого моделирования алгоритм компенсации ГП на ос-
нове СВО обладает существенными преимуществами в 
сравнении с частотной режекцией на основе ДПФ-ОДПФ. 
Преимущества заключаются в эффективной работоспо-
собности процедуры поиска (и, вообще, в её возможно-
сти) при бо́льших значениях отношения «ГП / С», а также 
в снижении энергетических потерь сигнала при сравни-
тельно малых уровнях помехи н0 0,5,q   что проявля-
ется более высокими значениями вероятностей P > 0,99 и 
протяжённой «стабилизацией» данного значения. Указан-
ные преимущества наблюдаются как при фиксированном 
значении частоты помехи, так и при произвольном – слу-
чайном её значении. Повышение частоты дискретизации 
не изменяет хода зависимостей (при фиксации значения 
энергетического потенциала). При снижении энергетиче-
ского потенциала необходимым оказывается введение 
когерентного накопления – т.е. M-кратного увеличения 
интервала наблюдения (M – целое, M > 1). Это приводит 
к ожидаемым смещениям положений кривых 1-5, что со-
гласуется с известными результатами автора для зави-
симостей 3-5 [20]. Положение кривых 6, 7 при M > 1 прак-
тически не изменяется. 
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Рис. 4. Зависимость вероятности P  

правильного выполнения поиска ШПС  
от нормированного отношения «ГП / C» нq  

Рис. 5. Зависимость вероятности P  
правильного выполнения поиска ШПС  

от нормированного отношения «ГП / C» нq  

Заключение 

В статье получены аналитические выражения, не- 
обходимые для процедуры спектрально-весового  
оценивания параметров гармонического сигнала по  
отсчётам комплексного спектра его временной реа- 
лизации, «взвешенной» с использованием кубической 

3sin ( / )n N  и других вариаций весовой функции Хен-

нинга sin ( / ).n N   Графически и количественно проде-
монстрировано, что точность оценивания параметров 
сигнала заметно повышается с ростом показателя сте-
пени   ВФ Хеннинга. На основе процедуры спектраль-
но-весового оценивания реализован высокоэффектив-
ный компенсационный алгоритм нейтрализации гармо-
нической помехи, обладающий рекордными характери-
стиками, обеспечивающий существенное повышение 
эффективности обработки ШПС (на примере поиска по 
задержке) в рассмотренных условиях. Статистическими 
экспериментами показано его существенное превосход-
ство в сравнении с частотным режектором, построен-
ным на основе прямого и обратного дискретного преоб-
разования Фурье. Как видно из представленных в ста-
тье результатов, применение степенных вариаций ВФ 
Хеннинга sin ( / )n N   при вычислении ДПФ оказывает 
заметное положительное влияние на качество процеду-
ры СВО параметров сигнала, что обеспечивает эффек-
тивную компенсацию гармонической помехи, в смеси с 
которой наблюдается полезный сигнал. 
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Рассмотрен алгоритм итеративного поиска позиции приемни-
ка, основанный на использовании разностей времен прихода ра-
диоимпульсов от всех радионавигационных станций, работающих в 
точке приема. Произведено сравнение погрешности определения 
местоположения предложенного алгоритма с существующим ги-
перболическим методом в 8178 точках Азиатско-Тихоокеанского 
региона. Полученные данные позволили смоделировать и оценить 
рабочие зоны двух, совместно использующихся цепочек импульсно-
фазовых радионавигационных систем по обоим алгоритмам. Показа-
но, что использование метода итеративного поиска позиции значи-
тельно расширяет рабочую область цепочек при их совместном 
использовании. Также в большинстве областей погрешность опреде-
ления местоположения значительно меньше, чем в гиперболическом 
методе. Введен способ количественной оценки эффективности при-
менения метода итеративного поиска позиции по сравнению с ги-
перболическим методом. Моделирование рабочей зоны нескольких 
цепочек позволяет повысить эффективность определения мест 
развертывания и форматов работы новых систем. 

УДК 621.396.969  

ОЦЕНКА РАБОЧИХ ЗОН ИМПУЛЬСНО-ФАЗОВЫХ РАДИОНАВИГАЦИОННЫХ 
СИСТЕМ ПРИ СОВМЕСТНОМ ИСПОЛЬЗОВАНИИ СИГНАЛОВ ОТ ДВУХ ЦЕПЕЙ 

Грунин А.П., ведущий инженер, Дальневосточный филиал Всероссийского научно-исследовательского институ-
та физико-технических и радиотехнических измерений, e-mail: grunin@dfvniiftri.ru 
Сай С.В., д.т.н., профессор, заведующий кафедрой вычислительной техники Тихоокеанского Государственного 
университета, e-mail: sai1111@rambler.ru 

WORKING AREAS ESTIMATION OF PULSE-PHASE RADIO NAVIGATION SYSTEMS 
WHEN USING SIGNALS FROM TWO CHAINS TOGETHER 

Grunin A.P., Sai S.V.  
In this paper, an iterative position search algorithm is considered, based on the use of the differences in the arrival times of radio 
pulses from all radio navigation stations operating at the receiving point. The error in determining the location by the proposed algo-
rithm is compared with the existing hyperbolic method at 8178 points in the Asia-Pacific region. The data obtained made it possible 
to simulate and evaluate the working zones of two jointly used chains of pulse-phase radio navigation systems according to both al-
gorithms. It is shown that the use of the iterative position search method significantly expands the working area of chains when they 
are used together. Also, in most areas, the position determination error is significantly lower than in the hyperbolic method. A meth-
od is introduced for quantitative assessment of the effectiveness of the iterative position search method in comparison with the hy-
perbolic method. Modeling the working area of several chains allows you to improve the efficiency of determining the deployment 
locations and formats of new systems. 

Key words: navigation, positioning, accuracy, coordinates, working zones, iterative algorithm, minimization. 

 
Ключевые слова навигация, позиционирова-

ние, погрешность, координаты, рабочие обла-
сти, итерационный алгоритм, минимизация.  
Введение  

Для выполнения задачи резервирования 
глобальных навигационных спутниковых систем 
используются импульсно-фазовые радионави-
гационные системы (ИФРНС), работающие в 
диапазоне длинных волн [1]. Согласно Радио-
навигационному плану Российской Федерации 
от 4 сентября 2019 года, одним из приоритет-
ных направлений развития национальных си-
стем навигационно-временного обеспечения 
России является модернизация ИФРНС до 
уровня полноценной дублирующей (дополняю-
щей) радионавигационной системы. Также от-
мечается, что дальнейшее повышение точност-
ных параметров навигационных измерений со-
пряжено с совершенствованием алгоритмов 
определения местоположения. 

В докладе [2] указывается, что совместное 
использование eLoran передатчиков в Англии, 
Франции, Германии и Дании позволяет обеспечить по-
грешность позиционирования менее 10 метров. Авторы 
производят теоретическую оценку рабочей зоны не-
скольких станций eLoran в виде тепловой карты. 

В [3] предложен алгоритм определения навигацион-
ных параметров сразу от нескольких цепочек ИФРНС, 
действующих в регионе Южной Кореи и ее акватории. 
Метод основывается на грубом первичном определении 
позиции приемника на основе сигналов одной цепочки 
ИФРНС, после чего становится возможным использова-
ние сигналов других цепочек. 

На основе метода [3] авторы [4] проводят оценку по-
грешности позиционирования по сигналам планируемой 
к развертыванию системы eLoran на территории Южной 
Кореи. Из-за отсутствия реально действующих станций 
eLoran авторам приходится производить оценку теоре-
тически. 

В [5] приводятся результаты исследования влияния 
различных значений проводимости земной поверхности 
на затухание сигналов в ДВ диапазоне на территории 
Южной Кореи. Подобные исследования с построением 
рабочих зон мощности и оценкой погрешности позицио-
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нирования проводились в [6] на Египетском побережье. 
Целью работы является сравнение погрешности 

определения местоположения предложенного алгорит-
ма итеративного поиска позиции с алгоритмом, осно-
ванным на гиперболическом методе. Сравнение произ-
водится на большой территории Азиатско-Тихоокеанс-
кого региона. Полученные данные позволяют смодели-
ровать рабочую зону двух, совместно использующихся 
цепочек ИФРНС по обоим алгоритмам и сравнить их 
эффективность. 

Методы определения местоположения 

Стандартная цепочка ИФРНС включает от трех до 
пяти передающих станций. Схематический вид излуча-
емых двумя цепочками пакетов импульсов представлен 
на рис. 1. Первая станция является ведущей (M), 
остальные ведомыми (W, X, Y). Станции излучают груп-
пы импульсов с определенным интервалом, называе-
мым GRI (Group Repetition Interval). 

 
Рис. 1. Схематический вид излучаемых двумя цепочками  

пакетов импульсов 

На рис. 1 GRI1 и GRI2 – периоды повторения групп 
радиоимпульсов каждой цепочки. TDMij – разность вре-
мени прихода первого импульса i-й станции (i = W, X, Y, 
Z) j-й цепочки и первого импульса ведущей станции Mj. 
Для обеспечения условия отсутствия совпадения сигна-
лов ведомых станций по времени в любой точке рабо-
чей зоны применяются фиксированные кодовые за-
держки по времени излучения радиоимпульсов каждой 
ведомой станцией. 

Приемник измеряет время прихода импульсов стан-
ций относительно собственной шкалы времени. При 
условии, что все принимаемые станции синхронизиро-
ваны со шкалой единого времени возможно применение 
ГНСС-подобного метода расчета координат [7], но на 
данный момент в реальных местах применения не все 
принимаемые цепочки ИФРНС имеют подобную син-
хронизацию. 

Гиперболический метод [8] подразумевает, что 
пользователь получает свои координаты путем измере-
ния разности времен прихода импульса ведущей стан-
ции и ведомой. Входными данными гиперболического 
метода являются значения TDMi, а также параметры 
цепочки ИФРНС. Классический гиперболический метод 

позиционирования производит вычисление координат в 
3 этапа: 

– преобразование координат передающих станций из 
системы референц-эллипсоида в систему координат 
сферы, имеющей одну точку касания с референц-эллип-
соидом; 

– решение уравнений сферической тригонометрии с 
устранением неоднозначностей; 

– преобразование полученных координат в геогра-
фические. 

Алгоритм применяется только для двух TD одной це-
почки. В случае, если цепочка ИФРНС содержит 4-5 
станций или в регионе действуют несколько цепочек, 
необходимо применение алгоритмов совмещения не-
скольких оценок местоположения. 

В [9] представлен итерационный алгоритм, основан-
ный на использовании разностей времен прихода ра-
диоимпульсов от всех принимаемых радионавигацион-
ных станций. В работе промоделированы сигналы стан-
ций M, X, Y для цепочек с GRI 5950 и GRI 7950. 

Кратко рассмотрим принцип действия предложенного 
алгоритма. Примем, что в каждой из цепочек имеется по 
4 станции (M, W, X, Y). В общем случае приемник может 
принять сигналы от N цепочек. Примем, что координаты 
станций M, W, X, Y каждой цепочки при этом будут обо-
значены как (xMk, yMk), (xWk, yWk), (xXk, yXk), (xYk, yYk) для 
k = 1 ... N. 

Исходными данными для алгоритма являются значе-
ния TDMWk, TDMXk и TDMYk для k = 1 …N. Зная координа-
ты предающих станций и скорость распространения ра-
диоволн для любой точки с координатами {x, y}, мы мо-
жем рассчитать теоретические значения TD, соответ-
ствующие этой точке. Обозначим эти значения как 

({ , },{ , }) ({ , },{ , })Wk Wk Mk Mk
MWk

L x y x y L x y x y
TD

c



 ,  (1) 

({ , },{ , }) ({ , },{ , })Xk Xk Mk Mk
MXk

L x y x y L x y x y
TD

c



 ,  (2) 

({ , },{ , }) ({ , },{ , })Yk Yk Mk Mk
MYk

L x y x y L x y x y
TD

c



 ,  (3) 

где L({x0, y0},{x1, y1}) – функция определения расстоя-
ния между двумя точками с координатами {x0, y0},  
{x1, y1} по поверхности эллипсоида, аппроксимирующего 
поверхность Земли, c – скорость распространения ра-
диоволн. 

Для нахождения координат {x, y}, максимально близ-
ких к истинным, необходимо найти минимум следующего 
выражения: 

2

1

2 2
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N

MWk MWk
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  (4) 

В качестве функции вычисления расстояния между 
двумя точками с координатами {x0, y0} и {x1, y1} по по-
верхности эллипсоида, аппроксимирующего поверхность 
Земли, используется итерационный алгоритм Vincenty. 
Из-за этого дифференцирование выражения (4) будет 
затруднено. В настоящей работе предлагается альтер-
нативный алгоритм итеративного поиска позиции: 
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Задается начальная сетка координат N×N точек с 
шагом широты и долготы выбранным таким образом, 
чтобы полностью покрыть предполагаемую рабочую 
зону цепочек ИФРНС, участвующих в расчетах. 

На указанной сетке вычисляется точка, в которой 
выражение (4) принимает минимальное значение. 

При необходимости применяется один из известных 
методов [10], [11] компенсации влияния разной скорости 
распространения радиоволн над сушей или морской 
поверхностью, а также различий в проводимости от-
дельных типов суши на систематическую погрешность 
определения TD, после чего проводится корректировка 
TD. В [10] приводятся данные о том, что на расстояниях 
между приемником и передающей станцией от 100 до 
400 км поправка к TD из-за разной скорости сигнала над 
сушей и морем может составлять от 100 до 550 нс. В 
[11] приводятся данные, что на при смене позиции при-
емника на 10 км, неоднородности в скорости прохожде-
ния сигнала над сушей могут потребовать внесения 
поправки в TD до 20 нс. 

Сетка координат задается заново, так чтобы центр 
сетки находился в точке, полученной в предыдущем 
шаге, а шаг широты и долготы делится в М раз. 

Переход к шагу 2 до тех пор, пока значение выраже-
ния (4) не достигнет заданной точности. 

В [9] показано, что представленный алгоритм пози-
ционирования позволяет снизить погрешность опреде-
ления местоположения по двум навигационным цепям 
на 50 % по сравнению с использованием гиперболиче-
ского метода вместе с усреднением результатов. 

Результаты моделирования рабочих зон 

Выбор Азиатско-Тихоокеанского региона для иссле-
дования обусловлен тем, что на этой территории не все 
цепочки ИФРНС модернизированы до eLoran, а значит к 
ним не может применяться ГНСС-подобный метод рас-
чета координат. Дальнейшие исследования могут быть 
направлены на исследование рабочих зон цепочек 
eLoran в Евро-Атлантическом регионе.  

Для построения тестового набора данных выбраны  
2 цепочки ИФРНС GRI7950 и GRI9930. В [9] показано, 
что итерационный алгоритм также применим к паре це-
почек с GRI7950 и GRI5950. На рис. 2 представлено 
расположение передающих станций указанных цепочек. 

Для построения изолиний рабочих зон смоделиро-
ван тестовый набор данных. Исследование проводи-
лось для области, ограниченной 25° – 68° северной ши-
роты и 105° – 180° восточной долготы. Всего исследо-
валось 8178 точек. Для каждой из указанных точек по-
лучены теоретические значения TDMW1, TDMX1, TDMY1 и 
TDMW2, TDMX2, TDMY2 для реально действующих в реги-
оне цепочек GRI7950 и GRI9930 соответственно. Далее 
были смоделированы наборы данных, представляющие 
собой нормально распределенные случайные величины 
с математическим ожиданием TDMW1, TDMX1, TDMY1 и 
TDMW2, TDMX2, TDMY2. 

Среднеквадратическое отклонение всех наборов 
данных составило 30 нс. В геометрическом смысле 
каждое значение TDMij, в которое вносится случайная 
составляющая определяет гиперболическую линию, на 

которой находится объект. Фокусами этой линии явля-
ются координаты станций в индексе TD, а само значение 
TD при его переводе в расстояние определяет удвоен-
ное значение большой полуоси гиперболы. 

 
Рис. 2. Расположение передающих станций цепочек  

GRI7950 и GRI9930 

Выбор СКО 30 нс обусловлен реальными показате-
лями случайной погрешности измерения положения ра-
диоимпульсов ИФРНС станцией контроля в Дальнево-
сточном регионе. Случайная составляющая погрешно-
сти определения положения радиоимпульсов при вре-
мени измерения менее 1 минуты обусловлена в основ-
ном алгоритмом приема импульсов и внутренними шу-
мами приемного оборудования. Систематическая по-
грешность измерения положения радиоимпульсов опре-
деляется различием скорости распространения радио-
волн над сушей и морской поверхностью, а также разли-
чиями в проводимости отдельных типов суши. Методы 
компенсации систематической погрешности измерения 
положения радиоимпульсов представлены в работах 
[10] и [11]. Полное устранение систематической погреш-
ности представляется недостижимым, однако в данной 
работе предполагается, что систематическая погреш-
ность компенсируется одним из известных алгоритмов 
до пренебрежимо малого уровня по сравнению со слу-
чайной погрешностью.  

 
Рис. 3. Распределение координат для тестовой точки 
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В процессе экспериментов проведено вычисление 
погрешности определения местоположения по гипербо-
лическому методу для каждой цепочки и предложенного 
метода итеративного поиска позиции. В качестве крите-
рия оценки погрешности принят радиус окружности, 
внутрь которой попадают 95 % координат, вычисленных 
по смоделированным наборам данных в каждой точке. 
На рис. 3 представлено распределение координат, вы-
численных по смоделированному набору данных для 
точки с координатами 43,1163612 северной широты и 
131,878143 восточной долготы. Различные распределе-
ния координат для гиперболического алгоритма и алго-
ритма итеративного поиска позиции представлены в [9] 
вместе с функциями распределения. 

Результаты обработки полученных данных пред-
ставлены на рис. 4 и рис. 5. Для удобства сравнения 
эффективности методов на рисунках приведены обла-
сти, где погрешность определения местоположения 
составляет меньше 50 метров. На рис. 4 представлены 
области покрытия цепочек GRI7950 и GRI9930 при ис-
пользовании гиперболического метода. Различными 
цветами обозначены области, где погрешность опреде-
ления местоположения находится в диапазоне 40-50 м,  
30-40 м, 20-30 м и 16-20 м. Следует отметить, что ми-
нимальная погрешность для гиперболического метода 
составила 16,7 метров.  

 
Рис. 4. Области покрытия цепочек GRI7950 и GRI9930  

при использовании гиперболического метода 

На рис. 5 представлены области покрытия цепочек 
GRI7950 и GRI9930 при использовании метода итера-
тивного поиска позиции. Цветами обозначены области, 
где погрешность определения местоположения нахо-
дится в диапазоне 40-50 м, 30-40 м, 20-30 м, 15-20 м и 
9-15 м. Минимальная погрешность для метода итера-
тивного поиска позиции составила 9,5 метров. 

Из рис. 4 и рис. 5 видно, что использование метода 
итеративного поиска позиции значительно расширяет 
рабочую область цепочек GRI7950 и GRI9930 при их 
совместном использовании. Также в большинстве обла-
стей погрешность определения местоположения значи-
тельно ниже, чем в гиперболическом методе. 

Для количественной оценки эффективности приме-
нения метода итеративного поиска позиции по сравне-
нию с гиперболическим методом необходимо оценить 

погрешность какого процента из тестового набора дан-
ных 8178 точек находится ниже определенной планки. 
На рис. 6 приведена указанная оценка. Ось ординат ука-
зывает какой процент из 8178 точек имеет погрешность 
определения положения ниже, чем значение на оси абс-
цисс. 

 
Рис. 5. Области покрытия цепочек GRI7950 и GRI9930  

при использовании метода итеративного поиска позиции 

Следует отметить, что полученные методом итера-
тивного поиска позиции оценки координат могут быть 
улучшены путем фильтрации. Возможно применение 
алгоритма обработки навигационной информации с ис-
пользованием различных методов и параметров филь-
трации, основанных на характере движения объекта [12]. 

 
Рис. 6. Оценка эффективности применения методов 

Заключение 

На основе разработанного итерационного алгоритма 
позиционирования произведено моделирование областей 
перекрывающихся зон покрытия радионавигационных 
цепочек разных стран. Результат сравнения алгоритма с 
гиперболическим методом позиционирования показал 
значительное увеличение рабочей зоны, обеспечиваю-
щей необходимую погрешность позиционирования.  

Количественный анализ эффективности предложен-
ного метода позволяет сделать вывод, что при исполь-
зовании алгоритма итеративного поиска позиции размер 
зоны, в которой погрешность определения местополо-
жения ниже 20 метров, приблизительно в 11 раз больше 
зоны, в которой такую же погрешность обеспечивает 
гиперболический метод. Для погрешности ниже 40 мет-
ров размер рабочей зоны увеличивается в 2,86 раза. 
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Для погрешности ниже 60 метров в 2,7 раза.  
Алгоритм итеративного поиска позиции способен 

работать с сигналами от двух и более радионавигаци-
онных цепей. Использование результатов исследования 
позволит определять оптимальные места развертыва-
ния и форматы работы новых комбинированных радио-
навигационных систем. 
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Рассматривается задача статистического анализа модулиро-
ванных сигналов. Целью работы является построение плотности 
распределения вероятностей коэффициентов комплексной огиба-
ющей сигналов, принятых из каналов с замираниями. Для построе-
ния плотности применяется метод Парзена. Показаны результа-
ты численного моделирования. 

УДК 621.391.8 

ПОСТРОЕНИЕ ФУНКЦИИ ПЛОТНОСТИ ВЕРОЯТНОСТИ ОГИБАЮЩЕЙ 
МОДУЛИРОВАННЫХ СИГНАЛОВ В УСЛОВИЯХ ЗАМИРАНИЙ 

Маслаков М.Л., к.т.н., доцент, Санкт-Петербургский государственный университет аэрокосмического прибо-
ростроения, e-mail: maslakovml@gmail.com 

ESTIMATION OF THE PROBABILITY DENSITY FUNCTION  
OF THE ENVELOPE SIGNALS WITH MODULATION IN CASES OF FADING 

Maslakov M.L. 
The article considers the problem of statistical analysis modulated signals received from fading channels. The goal of the work  
is estimation of probability distribution density of the envelope signal. The Parzen method are used for get this estimation. The  
results of numerical simulation are presented. 

Key words: probability density function, envelope signal, fading, quadrature amplitude modulation, phase shift-
keying modulation, noise variance. 

 
Ключевые слова: плотность распределения 

вероятностей, комплексная огибающая, зами-
рания, квадратурная амплитудная модуляция, 
фазовая манипуляция, дисперсия шума.  

Введение 

В ряде практических приложений анализа и 
обработки сигналов и случайных процессов часто пере-
ходят к рассмотрению их комплексных огибающих [1]. На 
основе такого анализа получают, например, оценки от-
ношения сигнал/шум и вероятности ошибки на бит в за-
дачах оценивания состояния и качества радиолиний [2]; 
оценку искажений траекторного сигнала в задаче авто-
фокусировки радиолокационных изображений [3] и т.д. 

При статистическом анализе сигнальных созвездий 
модулированных цифровых (в смысле передачи ин-
формации) сигналов, принятых на фоне аддитивного 
шума, обычно ограничиваются рассмотрением стати-
стических свойств амплитуды комплексной огибающей, 
либо фазы, что естественно для сигналов, соответ-
ственно, с квадратурной амплитудной (QAM) либо фа-
зовой (PSK) модуляцией [4]. Статистические свойства 
амплитуды и фазы огибающей достаточно полно рас-
смотрены в [5-9]. 

Однако, для принятия решения о переданном сим-
воле, а также оценке достоверности данного символа, в 
случае передачи сигналов через каналы с замираниями 
необходимо учитывать «полную картину» о статистиче-
ских свойствах комплексной огибающей принимаемого 
сигнала. Т.е. как об амплитуде или модуле комплексной 
огибающей, так и о фазе. В случае применения пара-
метрических методов оценивания часто рассматривают 
закон Релея [5-7] или Райса [5, 6] для амплитуды и кру-
говое нормальное распределение [9] или распределе-
ние Мизеса [8, 9] для фазы. Для оценки параметров при 
этом применяют метод максимума правдоподобия [10]. 
Такой подход не всегда позволяет получить корректную 
оценку достоверности принятого символа. Так, напри-
мер, отклонение значения фазы от истинного может 
быть «мало», однако, в силу замираний, отклонение 

значения амплитуды для того же символа может быть 
«велико». Кроме того, в случае, когда передается дли-
тельный сегмент одинаковых символов (бит), например 
нулей, требуется соответствующий учет частотсти пере-
даваемых символов путем введения дополнительного 
параметра, что на порядок увеличивает число вычис- 
лений. 

Поэтому большой интерес представляют непарамет-
рические методы оценки [10, 11]. Однако, каналы с за-
мираниями характеризуются также нестационарностью, 
т.е. изменчивостью характеристик. В результате чего 
объем выборки, который может быть использован для 
построения плотности распределения вероятностей, «не 
велик», что существенно ограничивает применение, 
например, гистограммного метода [10]. 

Целью данной работы является построение эмпири-
ческой плотности распределения вероятностей коэффи-
циентов комплексной огибающей модулированных сиг-
налов, принятых из нестационарного канала с замира-
ниями. 

Модель сигнала 

Как известно [4], математическую запись для сигнала 
с QAM или PSK модуляцией можно записать в виде сле-
дующего выражения: 

,))1(()cos()(
1




N

n
symnn TntptAts   (1) 

где N  – количество передаваемых символов, nA  – ам-
плитуды передаваемых символа, f 2  – несущая 

частота, n  – фазы передаваемых символов, symT  – 

длительность символа, )(tp  – импульсная функция. 
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Часто )(tp  представляет собой функцию вида 
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Положив )(ˆ ts  как преобразование Гильберта сигна-

ла ),(ts  запишем комплексный сигнал, называемый 
аналитическим сигналом (см. [1]) 

),(ˆ)()( tsitstu   (3) 
вещественная часть которого есть (1). 

Перепишем (3) подробнее 

,))1((

))1((

))1(())sin(

)cos(()(

1

1

1





















N

n

ti
symn

N

n

ti
sym

i
n

symnn

N

n
nn

eTntpu

eTntpeA

TntptiA

tAtu

n













 (4) 

где  
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есть комплексная огибающая [1]. 
Комплексные значения nu  в (5), соответствующие  

передаваемым символам, далее будем называть ко-
эффициентами комплексной огибающей модулирован-
ного сигнала ).(ts  Для удобства дальнейших записей 
рассмотрим комплексный вектор вида 

    NniQIuU nnn ...1,    (6) 
где nnn AI cos , nnn AQ sin  – синфазная и квад-
ратурная составляющие. 

Тогда для сигнала (1), принятого из канала с адди-
тивным белым гауссовым шумом (АБГШ), т.е. в случае 

)()()(~ ttsts  , (7) 

где )(t  – АБГШ, коэффициенты огибающей можно 
записать в следующей форме 

,VUU    (8) 

где NniV nQnI ...1},{ ,,    – вектор соответствую-

щих синфазно-квадратурных составляющих аддитивно-
го шума )(t . 

Здесь nI , , nQ,  есть независимые нормальные ве-

личины с дисперсией 2
 . 

Модель сигнала,  
принятого из канала с замираниями 

Плотность вероятности амплитуды огибающей сум-
мы сигнала и шума, обычно, описывают законом Райса, 
в частном случае, сводящимся к закону Релея (см. по-
дробнее в [5]). Действительно, полагая, что синфазная 
и квадратурная компоненты имеют нормальные гаус-
совские распределения с одинаковой дисперсией (при 
этом полагаем их независимыми), то величина: 

22 QIUA    (9) 

распределена по закону Райса, а при нулевых значениях 
математического ожидания – по закону Релея. 

Отметим, что замирания, например, в коротковолно-
вом канале связи часто описывают законом Релея [7]. 
Численно коэффициенты для характеристики такого 
канала можно получить аналогично (9), задав два неза-
висимых нормальных процесса с нулевым средним, 
единичной дисперсией и заданной функцией корреля-
ции. Данный метод изложен в [12]. 

Соответствующие процессы, определяющие синфаз-
ную и квадратурную составляющие, обозначим как 

)(tI  и ).(tQ  Таким образом, характеристика канала 

есть: 
)()()( tjttH QI   . (10) 

Тогда перейдя к векторной записи, аналогичной (6), 
запишем коэффициенты, характеризующие искажения в 
канале, в форме: 

NniH nQnI ...1},{ ,,   . (11) 

Таким образом, коэффициенты комплексной огиба-
ющей модулированного сигнала, принятого из канала с 
замираниями на фоне аддитивного шума, получим из 
следующего выражения: 

VUHdiagU   )( . (12) 
В свою очередь элементы вектора (12) есть 

NniQIU nn ...1},{ ,,  
 . 

Построение плотности вероятности 
Во введении были отмечены причины, затрудняю-

щие, а при определенных условиях делающие невоз-
можным применение таких популярных методов, как 
метод максимума правдоподобия и метод гистограмм. С 
учетом постановки задачи и цели данной работы, заклю-
чающейся в построении двумерной плотности распре-
деления вероятностей коэффициентов комплексной 
огибающей модулированных сигналов, принятых из не-
стационарного канала с замираниями, что подразумева-
ет использование выборки относительно небольшого 
объема, наиболее эффективным методом представля-
ется метод Парзена или метод ядерных функций. 

Описание данного метода можно найти в [10, 13]. 
Суть метода заключается в получении оценки плотности 
в форме 

  ,1)(1ˆ
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где )(xK  – неотрицательная функция, называемая яд-

ром, h  – параметр сглаживания, а )(xKh  – в свою оче-
редь, называют взвешенным ядром. 

Обобщим выражение (13) для получения оценки 
двумерной плотности вероятности коэффициентов ком-
плексной огибающей модулированного сигнала. С уче-
том принятых обозначений выражение для плотности 
вероятности запишем следующим образом: 
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где для многомерного случая в качестве ядра часто 
берут ядро в виде гауссианы [14], положив нулевые ма-
тематические ожидания и единичную дисперсию, т.е. 
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 (15) 

Выбор параметра сглаживания h  является нетри-
виальной задачей. Различные подходы для его оценки 
рассмотрены, например, в [10, 15]. При этом важным 
условием корректной оценки плотности является вы-
полнение 

  1,ˆ  








dIdQQIWh . (16) 

Пример 1 
Рассмотрим передачу данных сигналами с BPSK 

модуляцией. Коэффициенты комплексной огибаю- 
щей NniQIu nnn ...1},{}{   в этом случае могут 

принимать значения: }01{ i  либо }01{ i . На рис. 1 
приведены сигнальные созвездия для BPSK сиг- 
нала, принятого из канала с АБГШ, а также из канала  

с замираниями по законам Релея и Райса. 
Отношение сигнал/шум (ОСШ) при этом составляет 

20 дБ. Соответствующие оценки двумерной плотности 
распределения вероятностей коэффициентов комплекс-
ной огибающей приведены на рис. 2. 

Для наглядности на рис. 3 представлены соответ-
ствующие контуры плотностей распределения вероятно-
стей коэффициентов комплексной огибающей. 

Для получения данных оценок плотностей была ис-
пользована выборка, состоящая из 200N  символов. 

Аналогичные результаты могут быть получены и для 
модуляции более высокой позиционности. 

Пример 2 

Рассмотрим случай сигналов с QPSK или QAM-4 мо-
дуляцией. Коэффициенты комплексной огибающей в 

этом случае могут принимать значения: 
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Рис. 1. Примеры сигнальных созвездий BPSK сигнала, принятого из канала АБГШ (красные точки),  
и из канала с замираниями (зеленые) по законам Релея (а) и Райса (б) 

     
 а) б) 

Рис. 2. Плотности распределения вероятностей коэффициентов комплексной огибающей BPSK сигнала,  
принятого из канала с замираниями по законам Релея (а) и Райса (б) 
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 а) б) 

Рис. 3. Контуры плотностей распределения вероятностей коэффициентов комплексной огибающей BPSK сигнала,  
принятого из канала с замираниями по законам Релея (а) и Райса (б) 

 
 а) б) 

Рис. 4. Примеры сигнальных созвездий QPSK сигнала, принятого из канала АБГШ (красные точки),  
и из канала с замираниями (зеленые) по законам Релея (а) и Райса (б) при большем числе нулевых символов 

Дополнительно предположим, что число нулевых 
символов составляет %40  от общего числа передава-
емых символов. Вероятности (а точнее частотсти) 
остальных символов в среднем составляют %20 . 
Подобная ситуация характерна для систем пакетной 
передачи данных. В случаях, когда длина пакета неиз-
менна, а длительности некоторых из возможных фор-
мализованных сообщений меньше длины пакета, либо 
количество таких сообщений переменно в пределах 
длины каждого пакета, то оставшуюся часть передава-
емого пакета заполняют нулями. Подобным образом 
поступают, например, в [16]. 

Примеры сигнальных созвездий в этом случае для 
QPSK сигнала, принятого из канала с АБГШ, а также 
характерный вид сигнальных созвездий для сигналов, 
принятых из канала с замираниями по законам Релея и 
Райса, показаны на рис. 4. Отметим, что рассматривае-
мый далее случай эквивалентен сигналам QAM-4. 

Как и в прошлом примере, ОСШ составляет 20 дБ. 
Объем выборки для получения оценок плотностей здесь 
составляет 500N  символов. 

Далее на рис. 5 показаны оценки плотностей распре-
деления вероятностей коэффициентов комплексной оги-
бающей для сигналов с QPSK модуляцией, принятого из 
канала с АБГШ, а также из канала с замираниями по за-
конам Релея и Райса, полученные методом Парзена. 

Также для наглядности на рис. 6 представлены соот-
ветствующие контуры плотностей распределения веро-
ятностей коэффициентов комплексной огибающей для 
сигналов QPSK, принятых из канала с замираниями. 

Как видно из представленных результатов, исполь-
зованный в работе метод позволяет получать оценки 
двумерных плотностей распределения вероятностей по 
относительно небольшой выборке. Полученные эмпири-
ческие плотности обладают гладкостью, независимы от 
частости отдельных символов, а также позволяют сде-
лать выводы о «глубине» и характере замираний в кана-
ле связи. 

Заключение 

В работе показано применение метода Парзена для 
оценки эмпирической плотности распределения веро-
ятностей коэффициентов комплексной огибающей мо-
дулированных сигналов, принятых из канала с замира-
ниями. Данный подход может быть использован при 
статистическом анализе принимаемых сигналов и по-
лучении оценок достоверности отдельно взятых сим-
волов, а также в задаче оценки ОСШ. Кроме того, по-
добный анализ может быть использован при статисти-
ческом анализе характеристик канала, в том числе для 
реализации псевдодетерминированных моделей кана-
лов связи. 
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 а)  б)  в) 

Рис. 5. Плотности распределения вероятностей коэффициентов комплексной огибающей для сигнала QPSK,  
принятого из канала с АБГШ (а) и из канала с замираниями по законам Релея (б) и Райса (в) 

 
 а) б) 

Рис. 6. Контуры плотностей распределения вероятностей коэффициентов комплексной огибающей BPSK сигнала, 
 принятого из канала с замираниями по законам Релея (а) и Райса (б) 
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Статья посвящена исследованию вопросов классификации ма-
лоразмерных воздушных целей по их траекторным признакам и 
радиолокационным портретам, полученным методом инверсного 
синтезирования апертуры. Рассматривается подход, основанный 
на комплексировании информации байесовского и нейросетевого 
классификаторов. Комплексирование предложено осуществлять с 
использованием положений теории систем со случайной скачкооб-
разной структурой. Представлены результаты моделирования, 
включающие оценку вероятностных и временных характеристик 
предложенного классификатора. 

УДК 621.396.96 

КЛАССИФИКАЦИЯ ВОЗДУШНЫХ ЦЕЛЕЙ НА ОСНОВЕ СИСТЕМЫ  
СО СЛУЧАЙНОЙ СКАЧКООБРАЗНОЙ СТРУКТУРОЙ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 
ИНФОРМАЦИИ ОТ НЕЙРОСЕТЕВЫХ КЛАССИФИКАТОРОВ 
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CLASSIFICATION OF AIR TARGETS BASED ON A RANDOM JUMP STRUCTURE SYSTEM 
USING INFORMATION FROM NEURAL NETWORK CLASSIFIERS 

Mariam M.H., Ryazantsev L.B. 
The article is devoted to the study of the classification of small-sized air targets according to their trajectory features and radar por-
traits obtained by the method of inverse aperture synthesis. An approach based on combining information from Bayesian and neural 
network classifiers is considered. Complexing is proposed to be carried out using the provisions of the theory of systems with a ran-
dom jump structure. The results of modeling are presented, including an assessment of the probabilistic and temporal characteris-
tics of the proposed classifier. 

Key words: classification of air targets, inverse synthesis, random jump structure system, neural network classifier. 
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ных целей, инверсное синтезирование, система 
со случайной скачкообразной структурой, ней-
росетевой классификатор. 

Актуальность 

Невысокая стоимость, относительная про-
стота использования и общедоступность мало-
размерных беспилотных летательных аппара-
тов (БпЛА) обусловили их широкое распростра-
нение как в гражданской сфере, так и при веде-
нии боевых действий. Ни один из военных конфликтов 
последних лет не обходится без применения БпЛА, где 
они зачастую используются для решения не только раз-
ведывательных, но и ударных задач. Из-за недостаточ-
но эффективного противодействия в настоящее время 
они представляют серьезную угрозу для потенциально 
опасных и критически важных объектов, объектов во-
оружения и техники. Их массированное применение 
способно оказать сильное негативное влияние на мо-
ральное состояние войск и мирного населения и даже 
изменить ход ведения боевых действий. Процесс кон-
троля за применением БпЛА и противодействия им свя-
зан с необходимостью решения задач обнаружения, 
оценки их координат и параметров движения, с после-
дующим принятием решения о принадлежности обнару-
женной цели к определенному классу (распознаванием). 
Эффективным инструментом для решения этих задач 
являются средства радиолокации, способные получать 
информацию круглосуточно, не зависимо от условий 
освещенности и состояния атмосферы. 

Распознавание малых БпЛА представляет собой не-
простую задачу из-за схожести радиолокационных ха-
рактеристик таких целей и параметров их движения как 
между собой, так, например, и с птицами [1]. Результаты 
распознавания определяют приоритет формирования 

очереди заявок на противодействие c учетом степени 
опасности данного класса целей [2]. Так, например, к 
наиболее опасному типу целей можно отнести БпЛА 
самолетного типа, которые обладают большей дально-
стью и скоростью полета по сравнению с БпЛА мульти-
роторного типа. Наименее опасными целями являются 
птицы, которые должны исключаться из обработки для 
предотвращения перегрузки каналов средств радиоло-
кации и противодействия. 

Постановка задачи 

Распознавание целей может осуществляться на ос-
нове следующих признаков: характер доплеровского 
портрета отраженного сигнала, обусловленного особен-
ностями вращения винтов конкретного типа летательно-
го аппарата или взмахами крыльев птиц [1]; радиолока-
ционное изображение цели, сформированное методами 
инверсного синтезирования апертуры [4, 5, 6]; траектор-
ные признаки полета цели [3] и др. 

Наиболее распространенными методами распозна-
вания, осуществляющими классификацию целей на ос-
нове рассмотренных признаков, являются вероятност-
ные (байесовские) [7] и нейросетевые [8]. Первые тра-
диционно применяются для обработки небольшого объ-
ема данных, вторые, напротив, совершив настоящую 
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революцию в области так называемого «глубокого обу-
чения» хорошо подходят для обработки больших слабо 
структурируемых данных. 

Байесовский классификатор в качестве основы ис-
пользует наблюдаемые признаки и производит соотне-
сение объектов к определенному классу на основе 
принципа максимума правдоподобия, заключающегося в 
оценке степени невязки статистических характеристик 
полученных выборок значений параметров с их априор-
ными значениями. Преимуществом байесовского клас-
сификатора является простота практической примени-
мости и невысокая вычислительная сложность, особен-
но при аппроксимации случайных величин нормальным 
законом распределения, позволяющей свести задачу 
интегрирования многомерных плотностей вероятности к 
линейным операциям с всего лишь двумя векторными 
параметрами – вектором математических ожиданий и 
ковариационной матрицей. Классификатор работает и в 
том случае, когда средние значения параметров для 
различных классов являются близкими, а основное от-
личие заключается в различных значениях их диспер-
сий. Однако для корректной работы классификатора 
необходимо наличие информативных данных для по-
строения функций правдоподобия, что требует тща-
тельного подбора обучающих выборок с предваритель-
ным исследованием всех факторов, которые могут по-
влиять на результат классификации. 

Классификаторы на основе нейронных сетей обла-
дают высоким быстродействием, однако добавление 
нового класса приводит к необходимости повторного 
выполнения процедуры полного обучения сети на всем 
имеющемся наборе. Такая процедура требует значи-
тельных вычислительных ресурсов и занимает большое 
количество времени (от нескольких часов до нескольких 
дней). Кроме того, решение существующих проблем 
математического характера, связанных с выбором ра-
циональной архитектуры сети (количество нейронов, 
слоев, структура связей) и оптимального шага для 
нахождения глобального оптимума, до сих пор основано 
на личном опыте и интуиции разработчика. Также при-
сущий нейронным сетям эффект переобучения, заклю-
чающийся в появлении устойчивых доминирующих свя-
зей между нейронами и слоями из-за чрезмерной фоку-
сировки на обучающей выборке, ограничивает их спо-
собность к обобщению. Следует отметить, что нейросе-
тевые классификаторы на сегодняшний день пока еще 
являются «черными ящиками» с трудно интерпретируе-
мыми результатами работы. 

В настоящее время также предложены методы нейро-
байессовской классификации, в которых весовые коэф-
фициенты рассматриваются с позиций функций правдо-
подобия, что позволяет исключить излишнюю настройку 
параметров в ходе машинного обучения и справиться с 
эффектом переобучения [9]. Сочетание байесовских и 
нейросетевых методов считается весьма перспективным 
направлением, которому уделяется значительное внима-
ние. Полученные результаты активно обсуждаются на 
тематических конференциях и форумах [10]. 

Подход, позволяющий объединить преимущества 
нейронного и байесовского методов, может быть осно-

ван на представлении объекта классификации как си-
стемы со случайной скачкообразной структурой (ССС) 
[3, 11, 12]. Оценка параметров таких систем осуществ-
ляется байессовскими методами, а нейронные класси-
фикаторы выступают в роли так называемых индикато-
ров, обеспечивающих формирование окончательного 
решения с учетом их вероятностных характеристик по 
соотнесению объекта к заданному классу. Рассмотрим 
это более подробно. 

Классификатор на основе системы  
со случайной скачкообразной структурой 

С позиций теорий оптимального оценивания класси-
фикация динамического объекта может быть осуществ-
лена на основе последовательной оценки в каждый k -й 
момент времени (т.е. через равные промежутки 

1k kT t t   ) вектора его состояния x  по измеренному 

вектору наблюдаемых параметров .kz  Рассмотрим за-

дачу оценивания состояния ks   объекта, которая 
заключается в определении принадлежности ее к кон-
кретному классу из множества   по данным измерений 

,kz  полученных на конечном интервале наблюдений. 
Связь вектора состояния с вектором измерений для 
каждого ks -го состояния (индекса структуры) описыва-
ется уравнениями 

 1 1,k k k k ks  x F x ξ ,  (1) 

k k k k z H x η , (2) 

где kF  – матрица перехода, задаваемая в соответствии 

с моделью поведения объекта во времени; 1kQ  – ко- 
вариационная матрица формирующего шума; 

1 1 1[ | 0, ]k k k  ξ ξ Q  и [ | 0, ]k k kη η R  – некорре-
лированные между собой отсчеты последовательностей 
формирующего шума и шума измерений с ковариацион-
ными матрицами 1kQ  и kR  соответственно; 

[ | , ] m D  – плотность вероятности n -мерной нор-
мальной случайной величины   с вектором математи-
ческих ожиданий m  и ковариационной матрицей ,D  
определяемая выражением 

/ 2 1/ 2 1

[ | , ]
1(2 ) det( ) exp ( ) ( ) .
2

n T



    



     
 

m D

D m D m


 (3) 

Алгоритм байесовской оценки вектора состояния за-
ключается в рекурсивном вычислении на каждом k-м 
шаге по полученным измерениям kz  апостериорной 

плотности вероятности вектора состояния ( , | )k k kp sx z  
и состоит из двух последовательных этапов прогноза и 
коррекции, осуществляемых в соответствии с выраже-
ниями [11]: 

( , | )k k kp s x z  (4) 

1
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где ( , ) ( , | ) ( , | )k k k k k k k k kp s p s p s d z z x x z x  и опреде-

ляется из условия нормировки плотности вероятности 
( , | );k k kp sx z  1( | )k kq s s   – условные вероятности пере-

ходов структуры объекта из состояния 1ks   в состояние 

.ks  Классификация объекта также осуществляется с 
учетом информации дополнительных индикаторов, ха-
рактеризующихся вероятностными характеристиками 

( | )k kr s  соотнесения объекта к классу kr  при его ис-

тинном классе ;ks  kr  – индекс структуры, определенный 
по показаниям индикатора. 

Выражение (4) реализует этап прогноза в соответ-
ствии с вероятностной моделью эволюции вектора со-
стояния 1( | , )k k kp sx x  и апостериорной вероятностью

1 1 1( , | ),k k kp s  x z  полученной на предыдущем шаге по 
выражению (5). В свою очередь выражение (5) реализу-
ет этап коррекции в соответствии с рассчитанной функ-
цией правдоподобия ( , | ),k k kp sz x  определяемой век-
тором полученных измерений на текущем шаге. Вероят-
ностная модель эволюции вектора состояния 

1( | , )k k kp sx x  определяется уравнением (1) с извест-
ными статистическими характеристиками формирующе-
го шума 1,k ξ  а функция правдоподобия ( , | )k k kp sz x  – 
моделью измерения (2) с известными статистическими 
характеристиками шума измерения ,kη  которые со-
гласно уравнению Фокера-Планка-Колмогорова могут 
быть найдены по следующим выражениям [11]: 
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где i  – мнимая единица; 1( )kФ ξ  и ( )kФ η  – функции 

вероятности случайных величин 1k ξ  и kη  соответ-

ственно; xn  и zn  – размерности векторов x  и z  соот-
ветственно; T  – символ операции транспонирования 
матрицы. 

В большинстве практических случаев реализация ал-
горитма, основанного на выражениях (1)-(7), является 
довольно сложной задачей, требующей решения функ-
циональных интегральных уравнений. Применяя метод 
двухмоментной параметрической аппроксимации [11] 
можно существенно упростить алгоритм, ограничившись 
операциями над векторами математических ожиданий и 
ковариационными матрицами законов распределения 
случайных величин. В то же время существуют разно-
образные алгоритмы по реализации данного подхода, 
характеризуемые различной степенью приближения и 
вычислительными затратами. К числу наиболее извест-
ных можно отнести: автономный многомодельный алго-
ритм (Autonomous Multiple-Model (AMM) Algorithm), 
обобщенный псевдобайесовский алгоритм первого по-
рядка (First-Order Generalized Pseudo-Bayesian (GPB1) 
Algorithm), обобщенный псевдобайесовский алгоритм 

второго порядка (Second-Order Generalized Pseudo-
Bayesian (GPB2) Algorithm) и многомодельный алгоритм 
с межмодельным взаимодействием (Interacting Multiple-
Model (IMM) Algorithm) [3, 12]. Далее рассмотрим алго-
ритм IMM для решения задачи классификации объектов, 
как обладающий лучшими характеристиками по соотно-
шению «точность – вычислительные затраты» [3]. 

Динамическое поведение объекта, описываемое 
уравнением состояния (1), представляется набором мо-
делей { , 1,2, , },iM m i N    каждая из которых харак-
теризует динамику объекта в конкретном состоянии. 
Смена моделей является случайным марковским про-
цессом с вероятностями переходов из одного состояния 
в другое ( )

1( | ).ji
k kq q s j s i    Уравнения состояния и 

измерения для каждой i-й модели представляются в 
виде: 

( ) ( ) ( )
1 1

i i i
k k k k  x F x ξ ,  (8) 
( ) ( ) ( )i i i
k k k k z H x η ,  (9) 

где ( )i
kF  и ( )i

kH  – матрицы перехода и измерения для 
каждой i-й модели соответственно. 

В этом случае получение оценки вектора состояния 
ˆ kx  и её ковариации ˆ

kP  осуществляется путем комби-
нации частных оценок параллельно работающих N  
дискретных калмановских фильтров, каждый из которых 
переинициализируется с учетом оценок других филь-
тров. Алгоритм фильтрации и классификации описыва-
ется следующими уравнениями, условно сгруппирован-
ных по этапам [3, 14]. Диактрическими знаками «–» , «~» 
и «˄» обозначены оценки, получаемые на этапах переи-
нициализации, прогноза и коррекции соответственно. 

Этап 1. Переинициализация фильтров: 
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Этап 2. Вычисление оценок фильтров и их ковариа-
ций: 

( ) ( )
1 1 ,i i

k k k x F x  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1( )i i i i T i

k k k k k    P F P F Q , (12) 
( ) ( ) ( ) ( )ˆ ,i i i i
k k k k x x K v  ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ( )i i i i

k k k k  P I K H P , (13) 

где ( ) ( ) ( ) ( ) 1( ) ( )i i i T i
k k k k

 K P H V ; ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )i i i i T i
k k k k k V H P H R ; 

( ) ( ) ( )i i i
k k k k  v z H x ; I  – единичная матрица. 

Этап 3. Объединение оценок отдельных фильтров в 
итоговую оценку и нахождение ее ковариации: 

( ) ( )

1

( ) ( ) ( ) ( )

1

ˆˆ ˆ ,
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Рис. 1. Структурная схема алгоритма классификации на основе системы со случайной скачкообразной структурой 
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, (15) 

где значение функций правдоподобия ( ) ( )[ | 0, ]i i
k kv V  

вычисляются по выражению (3). 
Величина ( )ˆ i

kW  представляет собой вероятность 
нахождения объекта в k-й момент времени в состоянии 

,ks j  то есть его принадлежность к j-му классу. 

Структурная схема алгоритма классификации воз-
душных целей на основе системы со ССС, учитывающе-
го информацию от внешних индикаторов и реализующе-
го операции (8)-(15), представлена на рис. 1. 

Нейросетевой индикатор осуществляет классифика-
цию целей по их радиолокационному изображению 
(РЛИ), сформированному методами инверсного синте-
зирования апертуры или по характеру доплеровского 
портрета отраженного сигнала, обусловленного особен-
ностями вращения винтов конкретного типа летательно-
го аппарата или взмахами крыльев птиц [16]. 
Динамические модели поведения объекта  
в системе со ССС 

Каждый класс объектов характеризуется траектор-
ными особенностями их полета. Так, например, беспи-
лотные летательные аппараты самолетного типа из-за 
использования автопилота, характеризуются в значи-
тельной степени прямолинейным полетом с постоянной 
скоростью. Мультикоптеры из-за своей специфики при-
менения, в основном управляются вручную с использо-
ванием системы стабилизации, что обусловливает зна-
чительное изменение скорости и траектории во время 
полета даже на достаточно непродолжительных вре-
менных промежутках. В проведенном исследовании [15] 
динамики полета птиц, выполненном с использованием 
радиолокационных измерений, представлены статисти-
ческие характеристики динамики их траекторных харак-
теристик для более чем 130 различных видов. Это поз-
воляет обеспечить выбор соответствующих моделей 

для решения задачи классификации объектов по тра-
екторным признакам на основе систем со ССС. 

Рассмотрим модели прямолинейного движения с по-
стоянной скоростью и постоянным ускорением [13]. Пер-
вая из них может применяться для описания траектории 
полета БпЛА самолетного типа, вторая – для описания 
траектории полета БпЛА мультикоптерного типа и птиц. 
Компонентами вектора состояния при этом будут яв-
ляться координаты объекта в прямоугольной системе 
координат и их первые и вторые производные, т.е. 

 T, , , , , .x x x y y y    x  Отличия моделей траектории поле-
та БпЛА мультикоптерного типа и птиц заключаются в 
различных значениях спектральной плотности форми-
рующего шума, которые задаются исходя из анализа 
статистических характеристик их полета. Для повыше-
ния достоверности их классификации при схожем харак-
тере полета необходимо также учитывать информацию 
нейросетевого классификатора, работа которого в этом 
случае может быть основана, например, на анализе до-
плеровского портрета отраженных сигналов. 

Модель движения цели с постоянной скоростью 
представляет собой уравнение (8), в котором матрица 
перехода и ковариационная матрица формирующего 
шума имеют вид 

 diag ,0, ,0cv cvF F F , 
1
0 1cv

T 
  
 

F , (16) 

 diag ,0, ,0cv cvqQ Q Q , 
4 2

2 2

3 2
2cv

T T
T T
 

  
 

Q , (17) 

где  1 2diag , ,a a   – оператор формирования диаго-

нальной матрицы с диагональными элементами 

1 2, ,a a  ; q  – спектральная плотность формирующего 

шума. 
Модель движения цели с постоянным ускорением 

также основана на уравнении (8), в котором ускорение 
цели представляется как винеровский процесс с незави-
симыми приращениями. Матрица перехода и ковариа-
ционная матрица формирующего шума задаются как 
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 diag ,ca caF F F , 

21 2
0 1
0 0 1

ca

T T
T

 
   
  

F , (18) 

 diag ,ca caqQ Q Q , 

5 4 3

4 3 2

3 2

20 8 6
8 3 2
6 2

ca

T T T
T T T
T T T

 
   
  

Q . (19) 

Моделирование работы алгоритма 
Проверка функционирования предложенного подхо-

да осуществлена путем имитационного моделирования 
в программном пакете Matlab. Радиолокатор осуществ-
ляет получение оценок координат цели с периодом 

0, 2T   с. Структура системы со ССС представляет 
собой два фильтра, первый основан на модели движе-
ния цели с постоянной скоростью, второй – на модели 
движения цели с постоянным ускорением. Спектральная 
плотность формирующего шума q  для первого филь-

тра принята равной 0,01, для второго – 1,0. Элементы 
матрицы вероятностей переходов заданы значениями 

(11) (22) 0,98q q  , (12) (21) 0,02q q  . Матрица измере-

ния задана в виде  1,0,0;1,0,0 ,H  а элементы кова-

риационной матрицы шума измерения R  приняты рав-
ными 0,1. 

Нейросетевой индикатор представляет собой 
нейронную сеть глубокого обучения, основанную на ар-
хитектуре SqueezeNet и реализованную с использова-
нием расширения Neural Networks Toolbox программного 
пакета Matlab. В качестве обучающей выборки исполь-
зовались РЛИ летательных аппаратов – мультикоптера 
DJI Matrice S900, БпЛА «Орлан-10» и «Bayraktar TB2», а 
также крылатой ракеты Tomahawk BGM-109, представ-
ленные на рис. 2. РЛИ сформированы в среде электро-
динамического моделирования CST Microwave Studio с 
использованием реализованного в ней метода инверс-
ного синтезирования апертуры.  

Обучающая выборка представляла собой набор из 

700 РЛИ для каждого летательного аппарата, получен-
ных с различных ракурсов наблюдения. Изображения 
сформированы для горизонтальной поляризации элек-
тромагнитной волны при моностатическом методе ра-
диолокации и средней длине волны зондирующего сиг-
нала – 5,5 см. Ширина спектра зондирующего сигнала – 
1 ГГц, что обеспечивает разрешение по горизонтальной 
дальности (координате х) около 15 см. Ширина сектора 
угла наблюдения при инверсном синтезировании апер-
туры принята равной 10 градусам, что также обеспечи-
вает получение разрешения по поперечной дальности 
(координате y) около 15 см. Нейросетевой индикатор 
осуществлял соотнесение объекта по его РЛИ к двум 
классом: БпЛА самолетного типа ( 1kr  ) и мультикопте-

роного типа ( 2kr  ). Вероятностные характеристики 
нейросетевого индикатора, определенные на основе 
тестовой выборки, представлены в табл. 1. 

Таблица 1. Вероятностные характеристики  
нейросетевого индикатора 

( | )k kr s  1ks   2ks   

1kr   0,78 0,22 
2kr   0,36 0,64 

Траектория полета цели моделировалась на основе 
выражений (8), (9), (16)-(19) и представляла собой набор 
участков маршрута, на которых цель имитировала полет 
различных типов летательных аппаратов – БпЛА само-
летного типа (участок 1 и 3 на рис. 3) и мультикоптерно-
го типа (участок 2 и 4 на рис. 3). Продолжительность 
полета на каждом участке – 10 с. Для первого и третьего 
участков характерен прямолинейный полет с постоян-
ной скоростью, для второго и четвертого – с эволюция-
ми как по скорости, так и по направлению. Элементы 

вектора состояния  T0 0 0 0 0 0, , , , , ,x x x y y y    x  характери-
зующие его начальное состояние, приняты равными: 

0 1x   м, 0 4y   м, 0 20x   м/с, 0 10y    м/с, 

0 3x   м/с2, 0 5y   м/с2. 

 
 а) б) в) г) 

Рис. 2. Вид летательных аппаратов и их радиолокационные изображения,  
сформированные методом обратного синтезирования апертуры в среде CST Microwave Studio: DJI Matrice S900 (а),  

«Орлан-10» (б), «Bayraktar TB2» (в), Tomahawk BGM-109 (г) 
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Рис. 3. Траектория полета цели и ее оценки, полученные системой со ССС 

 
Рис. 4. Вероятности соотнесения объекта к классу БпЛА самолетного (вверху) и мультироторного (внизу) типа  

без учета показаний индикатора (.— ), с учетом показаний индикатора ( — ) при истинном значении ( – – – ) 

На рис. 4 представлены временные зависимости ве-
роятности соотнесения цели к классу БпЛА самолетного 
или мультикоптерного типа, а также истинные значения 
классов. Анализ показывает, что подход, основанный на 
применении системы со ССС обеспечивает возмож-
ность классификации по статистическим характеристи-
кам траектории полета цели. Средняя вероятность 
классификации составила около 0,7…0,8 при запазды-
вании выдачи результата распознавания около 1,5…2 с. 
Дополнительное использование показаний нейросетево-
го классификатора обеспечивает повышение вероятно-
сти классификации до значений 0,95…0,98 при умень-
шении времени запаздывания результата классифика-
ции до 0,5…1 с. 

Заключение 

Таким образом, разработанный подход, основанный 
на объединении многомодельного байесовского и 

нейросетевого подходов с использованием положений 
систем со случайной скачкообразной структурой, обеспе-
чивает уверенную классификацию воздушных целей по 
траекторным признакам и их радиолокационным изобра-
жениям. Использование информации нейросетевых клас-
сификаторов обеспечивает повышение вероятности рас-
познавания в 1,2…1,4 раза при уменьшении времени за-
паздывания результата классификации в 2…3 раза. Ис-
пользование предложенного классификатора в средствах 
радиолокации позволит повысить эффективность выбора 
приоритета на противодействие c учетом степени опас-
ности целей и исключить из обработки второстепенные 
цели для предотвращения перегрузки каналов средств 
радиолокации и противодействия. 
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Цифровые антенные решетки: Монография. М.: Изд-во Радиотехника, 2020 г. 
240 с.: ил. 

Рассмотрен новый класс антенных систем – цифровых антенных решеток борто-
вых радиолокационных комплексов, позволяющих повысить энергетический потен-
циал за счет использования новых методов оптимизации режима работы высокоэф-
фективных активных устройств и обеспечения высокой точности формирования ам-
плитудно-фазового распределения с помощью предложенной системы автоматиче-
ской калибровки. Представлены результаты экспериментальных исследований воз-
можностей цифрового диаграммообразования  и точностных характеристик калиб-
ровки макета цифровой решетки. 

Для научных работников и инженеров, занимающихся исследованиями в области 
разработки, создания и применения цифровых решеток в современных радиоэлек-
тронных системах. Может быть рекомендована в качестве учебного пособия студен-
там радиотехнических специальностей, а также аспирантам и магистрантам по 
направлениям «Радиотехника», «Радиофизика и электроника». 

Уважаемые коллеги! 
В связи с ликвидацией АО «Роспечать» подписка на журнал «Цифровая обработка сигналов» открыта 
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Рассмотрен вопрос построения действительных дискретных 
полосовых и режекторных фильтров на основе заданных непрерыв-
ных фильтров-аналогов нижних и верхних частот с использованием 
билинейного z-преобразования. Целью работы является создание 
методики синтеза действительных перестраиваемых полосовых и 
режекторных фильтров с неизменными формой и шириной ампли-
тудно-частотных характеристик независимо от частоты 
настройки фильтров. 

Приведены выражения для частотных передаточных функций 
синтезированных действительных дискретных полосовых и ре-
жекторных фильтров. Произведен расчет их амплитудно-частот-
ных характеристик. Показано, что форма и ширина амплитудно-
частотных характеристик синтезированных фильтров остается 
постоянной при изменении частоты настройки фильтров.  

Разработанная методика синтеза перестраиваемых дискрет-
ных полосовых и режекторных фильтров с постоянными формой и  
шириной амплитудно-частотной характеристики будет весьма 
полезна при построении адаптивных систем и устройств обра-
ботки сигналов, таких как системы обнаружения и фильтрации 
сигналов с неизвестной частотой, доплеровских измерителей ско-
рости в условиях меняющейся частоты Доплера, систем селекции 
движущихся целей при наличии отражений от земной поверхности 
и перемещающихся гидрометеоров. 

УДК 621.396:681.323 

СИНТЕЗ ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ ДИСКРЕТНЫХ ПОЛОСОВЫХ  
И РЕЖЕКТОРНЫХ ФИЛЬТРОВ МЕТОДОМ БИЛИНЕЙНОГО Z – ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

Зиатдинов С.И., д.т.н., профессор кафедры информационно-сетевых технологий Санкт-Петербургского 
государственного университета аэрокосмического приборостроения, e-mail: ziat.53@mail.ru  

SYNTHESIS OF REAL DISCRETE BANDPASS  
AND NOTCH FILTERS BYBILINEAR Z – TRANSFORM 

Ziatdinov S.I. 
The problem of constructing real discrete bandpass and notch filters based on given continuous filters-analogs of low and high frequen-
cies using a bilinear z-transform is considered. The aim of this work is to create a method for synthesizing real tunable bandpass and 
notch filters with the same shape and width of the amplitude-frequency characteristics, regardless of the filter tuning frequency. By 
summing the transfer functions for the regions of positive and negative frequencies and multiplying the transfer functions data, the final 
transfer functions for real discrete bandpass and notch filters are obtained. Expressions for frequency transfer functions of synthesized 
real discrete bandpass and notch filters are given. Their amplitude-frequency characteristics are calculated. It is shown that the shape 
and width of the amplitude-frequency characteristics of synthesized filters remain constant when the filter tuning frequency changes. 
The developed method of synthesis of tunable discrete bandpass and notch filters with constant shape and width of the amplitude-
frequency response will be very useful in the construction of adaptive systems and signal processing devices, such as systems for de-
tecting and filtering signals with unknown frequency, Doppler speed meters in conditions of changing Doppler frequency, systems for 
selecting moving targets in the presence of reflections from the earth's surface and moving hydrometeors. 

Key words: discrete-time filters, frequency response, z-transform, the weighting coefficients. 

 
Ключевые слова: дискретные фильтры, ча-

стотные характеристики, z-преобразование, ве-
совые коэффициенты. 

Введение  

При разработке разнообразных радиоэлек-
тронных систем и устройств обнаружения и 
оценки параметров сигналов, систем селекции 
движущихся целей, систем автоматического 
сопровождения объектов по дальности, угловым 
координатам и скорости широко используются 
линейные системы в виде фильтров нижних и 
верхних частот, полосовых и режекторных 
фильтров [1-6].  

В общем виде линейные системы (фильтры) 
исчерпывающе описываются их передаточными 
функциями. В то же время в зависимости от так-
тических задач линейные системы могут быть 
заданы однозначно взаимосвязанными импуль-
сными и переходными характеристиками, диф-
ференциальными, интегральными и разностны-
ми уравнениями.  В зависимости от того, чем 
определена конкретная линейная система, су-
ществуют разнообразные методы синтеза, кото-
рые достаточно широко и подробно изложены в оте-
чественной и иностранной литературе.  

При построении дискретных фильтров задача синте-
за сводится к нахождению весовых коэффициентов 
разностного уравнения, определяющего алгоритм рабо-
ты конкретного фильтра. Так в [7-9] представлена мето-
дика вычисления весовых коэффициентов нерекурсив-
ного и рекурсивного дискретного фильтра по его отсче-
там импульсной характеристики. В [10] изложена мето-
дика синтеза дискретного фильтра по отсчетам пере-

ходной характеристики. В [11] показан синтез дискрет-
ного фильтра на основе использования дифференци-
ального и интегрального уравнений, определяющих 
работу фильтра. 

Наиболее часто синтез дискретных фильтров осу-
ществляется по заданной передаточной функции не-
прерывного фильтра-аналога с использованием били-
нейного z-преобразования [12-15]. Метод билинейного 
z-преобразования наиболее эффективен при разработ-
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ке фильтров нижних и верхних частот. Однако возника-
ют значительные трудности при синтезе полосовых и 
режекторных фильтров. 

Постановка задачи 

Полосовые и режекторные фильтры, как правило, 
являются узкополосными и характеризуются полосой 
пропускания (режекции) и частотой настройки. Измене-
ние формы и полосы пропускания (режекции) ампли-
тудно-частотной характеристики (АЧХ) в процессе пере-
стройки фильтров может привести к ухудшению отно-
шения сигнал/шум в системах обнаружения сигналов, 
росту динамических и флюктуационных ошибок в до-
плеровских системах измерения скорости, уменьшению 
коэффициента подавления пассивных помех в системах 
селекции движущихся целей. Представляет интерес 
разработка методики синтеза полосовых и режекторных 
перестраиваемых дискретных фильтров на базе задан-
ных непрерывных фильтров-аналогов с неизменными 
формой и шириной полосы пропускания или режекции. 
Решение данной задачи составляет основное содержа-
ние статьи. 

Частотные передаточные функции  
непрерывных фильтров 

В общем виде частотные передаточные функции 
фильтров n-го порядка описываются отношением сте-
пенных полиномов [12-15] 
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В выражении (1) ai, bi – весовые коэффициенты, 
определяющие конкретный вид амплитудно- и фазо-
частотных характеристик фильтров. Нахождение весо-
вых коэффициентов разностных уравнений дискретных 
фильтров по частотным характеристикам непрерывных 
фильтров – аналогов осуществляется на основе били-
нейного z – преобразования вида [9,11-14] 
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где Т – период следования отсчетов входных сигналов, 
ω .j Tz e  

Ранее отмечалось, что полосовые и режекторные 
фильтры, как правило, являются узкополосными и име-
ют конкретную частоту настройки. Частотные переда-
точные функции разнообразных действительных филь-
тров являются двухсторонними относительно нуля ча-
стот. Поэтому для действительных непрерывных поло-
совых и режекторных фильтров n-го порядка с неизмен-
ными формой и шириной полосы пропускания или ре-
жекции АЧХ предлагается использовать следующую 
математическую частотную передаточную функцию  
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.m n   
где ω0 – частота настройки фильтра. 

Частотная передаточная функция (2) является 
обобщающей и подходит для описания любых непре-

рывных фильтров. Если в соотношении (2) положить 
частоту настройки равной нулю (ω0 = 0), то получим 
частотную передаточную функцию действительных  
фильтров нижних или верхних частот. 

 
Рис. 1. Амплитудно-частотные характеристики  

полосовых фильтров:  
1 – f = 100 Гц; 2 – f = 200 Гц; 3 – f = 300 Гц 

Выражение (2) показывает, что математическая ча-
стотная передаточная функция действительных непре-
рывных фильтров симметрична относительно нуля ча-
стот, то есть расположена как в области положитель-
ных, так и отрицательных частот. 

Синтез дискретных полосовых фильтров 

В связи с тем, что полосовой фильтр имеет в полосе 
пропускания коэффициент передачи, близкий к едини-
це, а за ее пределами – близкий к нулю, на основании 
(2) частотную передаточную функцию полосового филь-
тра представим в виде следующей суммы 

п 1 2( ω) ( ω) ( ω),W j W j W j     (3) 
где 

1( ω)W j   (4) 
1

0 1 0 1 0 0
1

0 1 0 1 0 0

[ (ω+ω )] [ (ω+ω )] ... (ω+ω )
,

[ (ω+ω )] [ (ω+ω )] ... (ω+ω )

m m
m m

n n
n n

a j a j a j a
b j b j b j b







  


  
  

2 ( ω)W j   (5) 
1

0 1 0 1 0 0
1

0 1 0 1 0 0

[ (ω-ω )] [ (ω-ω )] ... (ω-ω )
.

[ (ω-ω )] [ (ω-ω )] ... (ω-ω )

m m
m m

n n
n n

a j a j a j a
b j b j b j b







  


  
  

Таким образом, непрерывный полосовой фильтр с 
двухсторонней частотной передаточной (2) представля-
ется в виде параллельно соединенных непрерывных 
комплексных полосовых фильтров с односторонними 
частотными передаточными функциями (4) и (5). 

В случае синтеза дискретного полосового фильтра с 
частотной передаточной функцией фильтра – аналога 
(4) воспользуемся следующим билинейным z – преоб-
разованием [7] 
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После подстановки выражения (6) в (4) получим дис-
кретную передаточную функцию в виде  
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где Ai, Bi – весовые коэффициенты разностного уравне-
ния, значения которых будут уточняться при рассмотре-
нии конкретных примеров. 

Аналогичным образом для частотной передаточной 
функции (5) необходимо использовать билинейное z – 
преобразование [7] 
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которому будет соответствовать дискретная передаточ-
ная функция вида  
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Тогда передаточная функция дискретного полосового 
фильтра на основании соотношений (3-9) принимает вид 
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Пример. Синтезируем дискретный полосовой 
фильтр на основе непрерывного фильтра – аналога с 
частотной передаточной функцией  
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где ωср – частота среза фильтра. 
Частотная передаточная функция (11) при нулевой 

частоте настройки фильтра (ω0 = 0) соответствует ча-
стотной передаточной функции фильтра нижних частот 
Баттерворта второго порядка. 

Согласно соотношениям (3), (4), (5) и (11), выраже-
ние для рассматриваемой частотной передаточной 
функции запишем в виде  
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После подстановки выражения (6) в (12) и выраже-
ния (8) в (13), опуская громоздкие промежуточные пре-
образования, получим 
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Результирующая передаточная функция действи-
тельного дискретного полосового фильтра согласно (10) 
с учетом выражений (14) и (15) принимает вид 
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После подстановки в выражение (16) соотношений 
1 ω ,j Tz e  2 2ω ,j Tz e  3 3ωj Tz e  и 4 4ωj Tz e   полу-

чим частотную передаточную функцию синтезированно-
го действительного дискретного полосового фильтра 
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Модуль данной частотной передаточной функции для 
трех частот настройки f0 = ω0 / 2π = 100, 200 и 300 Гц в 
области положительных частот показан на рис. 1. При 
расчетах были приняты значения частоты среза 
fср = ωср / 2π = 8 Гц и периода повторения Т = 10-3 с. 
Можно отметить, что изменение частоты настройки 
фильтра не приводит к изменению формы и полосы 
пропускания АЧХ фильтров. 

Синтез дискретных режекторных фильтров 

С учетом того, что режекторный фильтр в полосе 
задержания имеет коэффициент передачи, близкий к 
нулю, а за ее пределами – близкий к единице, частот-
ную передаточную функцию режекторного фильтра 
представим в виде произведения 
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Путем замены в выражении (18) 
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 и в выражении (19) 
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 после громоздких промежуточных 

преобразований были получены соответствующие дис-
кретные передаточные функции  
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где Ai, Bi – весовые коэффициенты разностного уравне-
ния. 

Тогда передаточная функция дискретного режектор-
ного фильтра на основании соотношений (17-21) при-
нимает вид 
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Пример. Синтезируем дискретный режекторный 
фильтр на основе непрерывного фильтра – аналога с 
частотной передаточной функцией   

2
0

р 2 2
0 ср 0 ср

[ (ω ω )]( ω) ,
[ (ω ω )] 2ω (ω ω ) ω

jW j
j j




   
   (23) 

где ωср – частота среза фильтра. 
Частотная передаточная функция (23) при нулевой 

частоте настройки фильтра (ω0 = 0) соответствует ча-
стотной передаточной функции фильтра верхних частот 
второго порядка. 

Согласно соотношениям (18) и (19), выражение (17) 
можно записать в виде  

р 1 2( ω) ( ω)* ( ω),W j W j W j  

где 
2 2

0 ср
1 2 2

0 ср 0 ср

[ (ω+ω )] ω
( ω) ,

[ (ω+ω )] 2ω (ω+ω ) ω

j
W j

j j


 
  (24) 

2 2
0 ср

2 2 2
0 ср 0 ср

[ (ω-ω )] ω
( ω) .

[ (ω-ω )] 2ω (ω-ω ) ω

j
W j

j j


 
  (25) 

После подстановки выражения (6) в (24) и выраже-
ния (8) в (25), опуская громоздкие промежуточные пре-
образования, получим 
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После перемножения дискретных передаточных 
функций (26) и (27) итоговая передаточная функция 

действительного дискретного режекторного фильтра 
принимает вид   
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где 2
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Аналогично ранее рассмотренному полосовому 
фильтру подставим в выражение (28) соотношения  

1 ω ,j Tz e  2 2ω ,j Tz e  3 3ωj Tz e  и 4 4ω .j Tz e   В 
результате  получим частотную передаточную функцию 
синтезированного действительного дискретного ре-
жекторного фильтра  

4
ω

0
р 4

ω

1

( ω) .
1

ij T

i

ij T

i

C ei
W j

D ei















 

Модуль данной частотной передаточной функции 
для трех частот настройки f0 = ω0 / 2π = 100, 200 и 
300 Гц в области положительных частот показан на 
рис. 2. При расчетах, как и ранее, были приняты значе-
ния частоты среза fср = ωср / 2π = 8 Гц и периода повто-
рения Т = 10-3с. Также, как и в случае полосового филь-
тра, можно отметить, что изменение частоты настройки 
фильтра не приводит к изменению формы и полосы 
пропускания АЧХ. 

 
Рис. 2. Амплитудно-частотные характеристики  

режекторных фильтров:  
1 – f = 100 Гц; 2 – f = 200 Гц; 3 – f = 300 Гц 

Представленные на рис. 1 и рис. 2 АЧХ действи-
тельных дискретных полосовых и режекторных филь-
тров имеют постоянные форму и ширину при различных 
значениях частоты настройки фильтров. Данный ре-
зультат является следствием того, что в основу синтеза 
положено представление действительных фильтров в 
виде двух самостоятельных  узкополосных комплексных 
фильтров, частотные передаточные которых располо-
жены относительно нуля частот как в области положи-
тельных, так и в области отрицательных частотах, с 
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последующим применением  для каждой частотной пе-
редаточной функции смещенного на частоту настройки 
билинейного z-преобразования.  

Заключение 

Предложенная и использованная в статье методика 
разбиения частотной передаточной функции действи-
тельного непрерывного фильтра-аналога на две со-
ставляющие, расположенные в области положительных 
и отрицательных частот, с последующим применением 
к каждой из них смещенного на частоту настройки били-
нейного z-преобразования позволяет синтезировать 
перестраиваемые по частоте действительные полосо-
вые и режекторные фильтры с постоянными формой и 
шириной АЧХ независимо от частоты настройки филь-
тров. Изложенная в статье методика синтеза действи-
тельных дискретных полосовых и режекторных филь-
тров, рассмотренные конкретные примеры построения 
подобных фильтров будут полезны при создании адап-
тивных и когерентных систем обработки информации, 
таких как устройства селекции движущихся целей, до-
плеровские измерители скорости движения разнооб-
разных объектов, обнаружители, устройства оценки 
параметров местоположения объектов и т.д. 
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НОВЫЕ КНИГИ 

 

Фильтрация и спектральный анализ радиосигналов. Алгоритмы. 
Структуры. Устройства. Под ред. Ю.В. Гуляева: Монография. М.: 
Изд-во Радиотехника, 2020 г. 504 с.: ил. 

Рассмотрены устройства на поверхностных и объемных акустиче-
ских волнах. Приведены принципы построения акустооптических 
Фурье-процессоров, даны методики их описания и характеристики. Син-
тезированы алгоритмы многоканальных частотных дискриминаторов, 
имеющих широкую дискриминационную характеристику с большой зо-
ной линейности, что повышает точность измерения частоты радиосигна-
лов, а также стабильность работы следящих измерителей частоты при 
интенсивных воздействиях помех. Обобщены результаты математиче-
ского моделирования и экспериментальных исследований волноводных  
СВЧ-фильтров и мультиплексоров Х-диапазона частот на основе прямо-
угольных и круглых волноводов. Показано, что устройства предназначе-
ны для работы в составе негерметизированных радиоэлектронных ком-
плексов спутниковых систем космической  связи.  Исследованы  двумер- 

ные периодические структуры в виде перфорированных тонких металлических экранов, малые размеры 
и масса которых делают их технологически привлекательными в технике миллиметрового и субмилли-
метрового диапазонов. 

Представленные известные и оригинальные авторские решения по широкому спектру вопросов про-
ектирования устройств селекции могут быть полезны широкому кругу научных работников и инжене-
ров, специализирующихся в области проектирования фильтров и аналоговых Фурье процессоров.   
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Рассмотрены системы квазиоптимальной обработки, осуществляющие 
когерентное накопление остатков режектирования. Показано, что системы 
такого типа вытекают из процедуры статистического синтеза, приводя-
щего в общем случае к матричной обработке и последующему когерентному 
накоплению. При марковских аппроксимациях помехи адаптивный матричный 
фильтр преобразуется в векторный адаптивный режекторный фильтр (РФ), 
приводя к традиционной квазиоптимальной структуре «режекторный 
фильтр – когерентный накопитель». На основе введенного критерия решена 
задача двухэтапной оптимизации. На первом этапе определяется оптималь-
ный вектор РФ, на втором этапе – многоканального фильтра (МФ) коге-
рентного накопления. Приведены результаты оптимизации в зависимости 
от корреляционных свойств помехи и проведено сравнение с эффективно-
стью оптимальной обработки. Получены зависимости оптимального поряд-
ка РФ от величины динамического диапазона помехи по отношению к уровню 
собственного шума, имеющие прямо пропорциональный характер. Установ-
лены условия, при которых достигается близкая к потенциальной эффек-
тивность системой фиксированной структуры, схема которой приводится. 
Рассмотрены условия применения систем перестраиваемой структуры, при 
которых приблизиться к потенциальной эффективности при изменении 
параметров помехи в сравнительно широком диапазоне возможно только при 
оптимизации порядка РФ путем соответствующей перестройки структуры. 
Предложен метод выбора порядков РФ и МФ, основанный на связи оптималь-
ного порядка РФ с величиной приращения коэффициента прохождения помехи 
на выходе РФ при изменении его порядка. В результате анализа зависимо-
стей приращений коэффициента прохождения установлено условие выбора 
оптимального порядка РФ. Приведена структурная схема системы адаптив-
ной обработки перестраиваемой структуры. 

УДК 621.391:621.396.96 

АДАПТАЦИЯ СИСТЕМ КВАЗИОПТИМАЛЬНОЙ ОБРАБОТКИ СИГНАЛОВ  
НА ФОНЕ ПАССИВНЫХ ПОМЕХ 

Попов Д.И., д.т.н., профессор кафедры радиотехнических систем Рязанского государственного радиотехничес-
кого университета, e-mail: adop@mail.ru 

ADAPTATION OF QUASI-OPTIMAL SIGNAL PROCESSING SYSTEMS AGAINST  
THE BACKGROUND OF CLUTTER 

Popov D.I. 
Quasi-optimal processing systems that carry out coherent accumulation of cutting residues are considered. It is shown that systems 
of this type follow from the procedure of statistical synthesis, which generally leads to matrix processing and subsequent coherent 
accumulation. With Markov approximations of interference, the adaptive matrix filter is transformed into a vector adaptive vector fil-
ter (RF), leading to the traditional quasi-optimal structure of the «vector filter – coherent storage». Based on the introduced criterion, 
a two-stage optimization problem has been solved. At the first stage, the optimal RF vector is determined, at the second stage – a 
multichannel filter (MF) of coherent accumulation. Optimization results are presented depending on the correlation properties of the 
interference and a comparison is made with the efficiency of optimal processing. The dependences of the optimal RF order on the 
magnitude of the dynamic range of interference in relation to the level of intrinsic noise are obtained. having a directly proportional 
character. The conditions are established under which a system of a fixed structure, the scheme of which is given, is achieved close 
to potential efficiency. The conditions for the use of tunable structure systems are considered, in which it is possible to approach the 
potential efficiency when changing the interference parameters in a relatively wide range only when optimizing the RF order by ap-
propriate restructuring of the structure. A method for choosing the RF and MF orders is proposed, based on the relationship of the 
optimal RF order with the increment of the interference transmission coefficient at the RF output when its order changes. As a result 
of the analysis of the dependences of the increments of the passage coefficient, the condition for choosing the optimal order of the 
RF is established. A block diagram of the adaptive processing system of the transferred structure is given. 

Key words: adaptation, quasi-optimal processing, coherent storage, optimization, clutter, restructuring of the struc-
ture, rejection filter, signal. 
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Введение 

Обнаружение сигналов движущихся целей на 
фоне пассивных помех, создаваемых мешающи-
ми отражениями от неподвижных или медленно 
перемещающихся объектов, является одной из 
актуальных радиолокационных задач [1-4]. Пас-
сивные помехи могут существенно нарушать 
нормальную работу радиолокационных систем, 
приводя к перегрузкам приемного тракта и, как 
следствие этого, к потере полезных сигналов. 
Априорная неопределенность спектрально-
корреляционных характеристик помехи, а также 
их неоднородность и нестационарность в зоне 
обзора дополнительно затрудняют реализацию 
эффективной защиты от пассивных помех. Пре-
одоление априорной неопределенности пара-
метров помехи основывается на методах адапта-
ции к неизвестным корреляционным параметрам 
помехи, что приводит, в частности, к алгоритмам 
адаптивного режектирования помехи с комплекс-
ными весовыми коэффициентами и соответствую-
щим адаптивным режекторным фильтрам (АРФ) [5]. Реа-
лизация данных АРФ в цифровом виде требует высокого 

быстродействия выполнения арифметических операций. 
Избежать указанных трудностей можно путем предвари-
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тельной компенсации доплеровского сдвига фазы поме-
хи. В работе [6] синтезированы алгоритмы оценивания и 
предложены принципы построения и структурные схемы 
автокомпенсаторов доплеровской фазы пассивных помех 
с прямой и обратной связью. Особенности адаптации к 
корреляционным свойствам помехи на выходе автоком-
пенсатора и последующего ее режектирования рассмот-
рены в работе [7]. Определенное упрощение процедуры 
адаптации достигается в АРФ каскадного типа [8]. Другим 
вариантом упрощения процедуры адаптации является 
переход от комплексных весовых коэффициентов к дей-
ствительным, что ограничивает область целесообразного 
применения соответствующих АРФ при ограниченной и 
сравнительно малой в зависимости от порядка фильтра 
и ожидаемых параметров помехи величине ее доплеров-
ской скорости [9]. Компромиссное решение достигается в 
фильтрах с частичной адаптацией к доплеровской фазе 
помехи и оптимизацией характеристик режекторных 
фильтров в априорном диапазоне изменения спектраль-
но-корреляционных параметров помехи [10]. Повышение 
эффективности режекторных фильтров высоких поряд-
ков достигается при оптимизации их параметров по ве-
роятностному критерию [11]. 

На практике находят применение системы квазиопти-
мальной обработки, осуществляющие когерентное 
накопление остатков режектирования. Данные операции 
вытекают из алгоритма оптимальной обработки и явля-
ются оптимальными только в крайнем случае сильно 
коррелированной помехи. В произвольном случае опти-
мальные операции помимо когерентного накопления 
включают матричную обработку, реализация которой 
наталкивается на проблему обращения эмпирической 
корреляционной матрицы помехи. При марковских ап-
проксимациях помехи адаптивный матричный фильтр 
преобразуется в векторный адаптивный режекторный 
фильтр (РФ), приводя к традиционной квазиоптимальной 
структуре «режекторный фильтр – когерентный накопи-
тель». Представляет интерес параметрическая и струк-
турная оптимизация систем квазиоптимальной обработки 
в условиях априорной неопределенности при произволь-
ных корреляционных свойствах помехи. 

Статистическое описание сигналов и помех 

Рассмотрим обработку N  отсчетов комплексных 

огибающих jjj yxU i  ( Nj ,1 ) аддитивной смеси 

пачки когерентных радиоимпульсов, пассивной помехи 
и собственного шума, следующих через период повто-
рения T  и образующих в одном элементе разрешения 
по дальности вектор-столбец т}{ jUU ). Сигнал и по-

меха являются узкополосными случайными процессами 
гауссовского типа. Статистические свойства вектора 

т}{ jUU  описываются с точностью до параметров его 

корреляционной матрицы R  совместной плотностью 
вероятности 







  WUUWU т

2
1exp)(det)2()( NP  ,  (1) 

где W  – матрица, обратная корреляционной матрице 

)(2 2
ш

2
п

т   UUR , которая для аддитивной смеси 
сигнала, пассивной помехи и собственного шума пред-
ставляется в виде пссп RRR  . 

Элементы матриц сR  и пR  при симметричных 
спектрах сигнала и помехи имеют соответственно вид 

)1/(e с)(icc    kj
jkjk qR  и 

)1/()e( п)(iпп    
jk

kj
jkjkR , 

где 2
п

2
c /q  – отношение сигнал/помеха; c

jk  и  

п
jk  – коэффициенты межпериодной корреляции соот-

ветственно сигнала и помехи; с  и п  – доплеровские 
сдвиги фазы соответственно сигнала и помехи за пери-

од повторения ;T  2
п

2
ш /   – отношение шум/поме-

ха; jk  – символ Кронекера. 

Алгоритмы и анализ обработки сигналов 

Алгоритм оптимальной обработки входных данных 
определяется в результате вычисления отношения 
правдоподобия )(/)()( псп UUU PP  [3], которое при 
использовании плотностей вероятности сигнала и по-
мехи )(сп P  и одной помехи ),(п P  соответствующих (1), 
принимает вид 







  QUUU т

2
1exp)( C ,    (2) 

где ;det/det псп WWC  спп WWQ   – матрица об-
работки входных данных. 

Отношение правдоподобия (2) является монотонной 
функцией статистики 

0
т uu   QUU , 

где 0u  – пороговый уровень обнаружения. 

Вычисляя матрицу Q  при 1q  и совместных 

флюктуациях сигнала ( 1c jk ), с точностью до посто-

янного множителя получаем статистику ,|| 2Xu   в 
основе которой лежит алгоритм оптимальной линейной 
фильтрации 
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j
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где п
jkjk WW   – элементы обратной корреляционной 

матрицы помехи. 
При симметричном спектре помехи jkW  

п)(ie kj
jkw  . Тогда алгоритм (3) принимает вид 
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Внутренняя сумма в алгоритме (4) соответствует опе-
рациям, реализуемым матричным фильтром. Для поме-
хи, описываемой марковской последовательностью, мат-
ричный фильтр трансформируется в одноканальный ре-
жекторный фильтр, приводя к традиционной квазиопти-
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мальной структуре «режекторный фильтр – когерентный 
накопитель». 

Режектирование помехи может быть осуществлено 
фильтром порядка m  с комплексными весовыми коэф-
фициентами [5], определяемыми по коэффициентам 

п
jk  и величине п  или их оценкам, или с предвари-

тельной автокомпенсацией доплеровских сдвигов фазы 
помехи, в результате которой вычисляются отсчеты  

пˆie~ j
jj UU   [6], и последующим режектированием 

помехи более простым фильтром с действительными 
весовыми коэффициентами kg  [7], обработка в котором 
описывается N -мерной матрицей режекции d  верхней 
треугольной формы с элементами jkjk gd   при 

mjk   и 0jkd  при .mjk   

Ввиду неопределенности величины пс ̂   ко-
герентное накопление остатков режектирования осу-
ществляется многоканальным фильтром (МФ), l -й ка-
нал которого описывается N -мерным вектор-столбцом 

весовых коэффициентов lH  с элементами 0l
kH  при 

mk 1  и   lmkl
mk

l
k hH 

 ie  при Nkm  . Порядок 
МФ, определяемый числом ненулевых элементов век-
тора lH , сокращается за счет обработки в РФ. 

Выигрыш в отношении сигнал-помеха на выходе l -го 
канала МФ определяется выражением 

       ,п
тт

с
тт

lllllll hdrdhhdrdh     (5) 

где )(}{ т mNhl
kl h -мерный вектор-столбец; 

),(с lr  lпr  – корреляционные матрицы, учитывающие 

погрешности автокомпенсации [6] и фазовые сдвиги 
МФ; причем  

      ,cos~сс
ljk

l
jk kjr    

   ,cos~пп
jkljk

l
jk kjr    

  ,2exp~ 2
ˆ

2пс,пс,
п kjjkjk   

где 2
ˆп

  – дисперсия оценки п̂  [6]; символ [·] означает 

операцию вычеркивания m  первых строк и столбцов 
матрицы rddт . 

Критерий оптимизации систем обработки сигналов 

Полагая распределение величины   равновероят-
ным в пределах полосы пропускания   l  любого 

канала МФ с центральным значением l  и исключая ее 
неопределенность путем усреднения выражения (5), 
критерий оптимизации представим в виде 
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где элементы матрицы сr  имеют вид с
jkr  

   .2sinc~с   kjjk  

Решение задачи (6) основывается на известных из 
теории матриц экстремальных свойствах собственных 
значений и осуществляется в два этапа. 

На первом этапе по алгоритмам работы [5] опреде-
ляется оптимальный вектор  ,kgg  который для РФ 
порядка m  является собственным вектором )1( m -

мерной матрицы ,~п
jk  соответствующим ее мини-

мальному собственному значению min  и реализующим 

на выходе РФ   1
minmax

  . В частности,  

– при 1m  110  gg ; 

– при 2m  120  gg ,  min
п
121 1~2  g , 

причем min  определяется коэффициентами п
12

~  и 
п
13

~ ; 

– при 3m  130  gg ,  21 gg  

.~1

~~
1 п

13

п
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На втором этапе при известной матрице d  по кри-
терию (6) оптимизируется вектор .lh  Величина maxl  
определяется путем решения характеристического 
уравнения 0]}[]det{[ п

т
с

т  drddrd ll  и является 

максимальным собственным значением матрицы 
.][][ с

т1
п

т drddrd 
l  Собственный вектор этой матрицы, 

соответствующий maxl  и определяемый из матрично-
го уравнения 

    ,maxс
т1

п
т

llll hhdrddrd 


 

представляет собой оптимальный вектор .lh  Данная 

процедура определения векторов g  и lh  при 
constm  соответствует параметрической оптимизации 

системы обработки. Варьирование величины 

1,0  Nm  приводит к структурной оптимизации си-
стемы. 

Рассмотрим результаты оптимизации системы РФ-
МФ для совместных флюктуаций сигнала ( 1с jk ) и 

корреляционной функции помехи в виде взвешенной 
суммы гауссовской и экспоненциальной функций: 

    1
0

1
01

п
1 1

2   ii
ii  , 

где весовой коэффициент 0  принимает значение  
от 0 до 1. 

Погрешности автокомпенсации принимаем несуще-
ственными, т.е. 02

ˆп
  и ii 11

~   . На рис. 1 при 

,8N  610  и нормированной ширине спектра по-
мехи 1,0пп  Tf  приведены зависимости    
для систем оптимальной и квазиоптимальной обработки 
соответственно штриховыми и сплошными кривыми. 
Кривые А, Б и В соответствуют значениям коэффициен-
та 0 =1; 0,9 и 0. Как видим, эффективность систем 
существенно зависит от корреляционных свойств поме-
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хи, а также от порядка РФ ,m  особенно при гауссовской 
функции корреляции ( 0 = 1, кривая А). В этом случае 
при 5m  эффективность системы достигает предель-
ной величины и приближается к эффективности опти-
мальной системы, проигрывая ей менее 1 дБ в большей 
части диапазона .  Дальнейшее увеличение m  вплоть 
до значения 71N  приводит к сужению скоростной 
характеристики системы и значительным проигрышам. 
При экспоненциальной функции корреляции помехи 

0), =( 0  как следует из кривых В, оптимальный поря-
док РФ, при котором эффективность системы практиче-
ски достигает потенциальной эффективности, соответ-
ствует .1m  С ростом 0  эффективность системы 

при 1m  и 2 сближается и при 9,00  (кривые Б) 

оказывается практически одинаковой. При 0 0,9 оп-

тимальный порядок РФ ,1m  что предполагает пере-
стройку структуры системы. 

 
Рис. 1. Зависимости    для систем оптимальной  

(штриховые кривые)  
и квазиоптимальной (сплошные кривые) обработки 

Оптимизация структуры 
и параметров системы обработки 

При оптимизации структуры и параметров системы 
обработки сигналов существенное значение имеет ди-
намический диапазон помехи 1  по отношению к уров-
ню собственного шума. На рис. 2 приведены зависимо-
сти оптимального порядка РФ оптm  от величины 1  

для различных значений ширины спектра помехи п  

при гауссовской функции корреляции ( 0 = 1). Как ви-

дим, оптимальный порядок РФ связан с величиной 1  
практически прямо пропорциональной зависимостью. 
При расширении спектра помехи порядок РФ вначале 
возрастает, а затем уменьшается, что обусловлено со-
ответствующим перераспределением эффективности 
подавления помехи в РФ и накопления сигнала в МФ. 

Из проведенных исследований следует, что в случае: 
– помех, соответствующих величине 9,00 ; 
– ограниченного или постоянного динамического 

диапазона помехи ( const1  ); 
– малого интервала изменения параметра п , 

величина оптm  является практически постоянной, а 
близкая к потенциальной эффективность достигается 
системой фиксированной структуры (рис. 3), реализуе-
мой в виде каскадного соединения автокомпенсатора 

(АК) доплеровской скорости помехи [6], а также адап-
тивных РФ и МФ фиксированных порядков. 

Адаптация весовых коэффициентов РФ kg  осуществ-
ляется по оценкам коэффициентов корреляции помехи 

ii 11 ˆ~̂    ( 1,2  mi ) на выходе АК [7], а весовых коэф-

фициентов МФ kh  – по оценкам коэффициентов корреля-

ции остатков помехи ia1ˆ  ( mNi  ,2 ) на выходе РФ [12]. 
Одинаковое взвешивание во всех доплеровских каналах  
( hh l ) позволяет реализовать МФ на базе алгоритма 
дискретного преобразования Фурье (ДПФ). 

Областью применения систем перестраиваемой 
структуры являются помехи, соответствующие 9,00  
и непостоянной величине динамического диапазона 

.1  В этих условиях приблизиться к потенциальной 
эффективности при изменении параметров помехи в 
сравнительно широком диапазоне возможно только при 
оптимизации порядка РФ путем соответствующей пере-
стройки структуры. Полученные в результате оптимиза-
ции зависимости оптm  от параметров помехи позволяют 
в процессе адаптации на основе классификации поме-
ховой обстановки выбирать порядок РФ и МФ. 

 
Рис. 2. Зависимости оптимального порядка РФ  
от величины динамического диапазона помехи 

Однако более удобным оказывается косвенный ме-
тод, основанный на связи оптимального значения оптm  
с величиной приращения коэффициента прохождения 
помехи   на выходе РФ при изменении его порядка. В 
результате анализа зависимостей приращений коэф-
фициента прохождения установлено, что в широком 
диапазоне изменения   условием выбора оптm  явля-
ется выполнение неравенства 

,11 mmmm      (7) 
где оптmm  ,   – пороговая величина приращения 
коэффициента прохождения помехи, выбираемая с уче-
том возможной помеховой обстановки согласно условию 

,minmax
оптопт

п
оптопт

п
1

,
1

,
mmmm 


   

приводящему к значению  = 6 дБ. Это значение 
определяет тот «остаточный» уровень помехи на входе 
МФ, который подавляется боковыми лепестками его 
АЧХ, обеспечивая максимум эффективности системы в 
целом. При этом независимо от динамического диапа-
зона и спектральных характеристик помехи реализуется 
требуемое по отношению к уровню шума подавление 
помехи, что позволяет в ряде случаев отказаться от 
адаптации весовых коэффициентов МФ. 
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Рис. 3. Структурная схема системы адаптивной обработки 

фиксированной структуры 

Учитывая связь величины m  с минимальным соб-
ственным значением min  оценочной корреляционной 
матрицы помехи [12] и вводя ограничения на норму ве-

сового вектора РФ 
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где n  – объем обучающей выборки, соответствующий 
числу усредняемых отсчетов со смежных элементов 
разрешения по дальности; kg  – коэффициенты, опре-
деляемые по оценкам i1̂  на основе адаптивных алго-
ритмов [5]. 

 
Рис. 4. Структурная схема системы адаптивной обработки 

перестраиваемой структуры 

Структурная схема системы адаптивной 
квазиоптимальной обработки сигналов 

Структурная схема системы адаптивной квазиопти-
мальной обработки сигналов перестраиваемой структу-
ры приведена на рис. 4. Прошедшие АК отсчеты задер-
живаются на интервалы T  и поступают в анализатор 
помехи и весовые сумматоры. В анализаторе помехи 
вычисляются оценки i1̂  и весовые коэффициенты kg  
для различных порядков РФ, а также эмпирическим пу-
тем в соответствии с алгоритмами (7), (8) определяется 
оптимальный порядок РФ оптm . Вектор весовых коэф-
фициентов },{ kg  соответствующий оптимальному по-
рядку РФ, используется для взвешивания в весовых 
сумматорах, выполняющих операцию свертки над по-
ступающими 1опт m  отсчетами со сдвигом на один 
отсчет в каждом последующем сумматоре (причем, в 
последнем весовом сумматоре ).1min  mNp  
Остатки режектирования взвешиваются оптmN   ко-

эффициентами ,kh  выбираемыми по команде анализа-
тора помехи из заранее рассчитанных групп в зависи-
мости от величины оптm  (на рис. не показано), что соот-
ветствует перестройке порядка МФ. В случае адаптив-
ного построения МФ коэффициенты kh  аналогично 
рис. 3 адаптируются к корреляционным свойствам ос-
татков режектирования. При одинаковом взвешивании в 
каналах МФ реализуется на основе процессора ДПФ. В 
целом, представленная на рис. 4 система является ква-
зиоптимальным вариантом системы, реализуемой по 
алгоритму (4). При этом вместо обращения корреляци-
онной матрицы помехи используются адаптивные алго-
ритмы работы [5] и осуществляется перестройка поряд-
ков РФ и МФ в зависимости от помеховой обстановки. 
Заключение 

Предложенная процедура оптимизации систем на основе 
комбинации режекторного и многоканального фильтров приво-
дит в условиях априорной неопределенности корреляционных 
параметров пассивной помехи к адаптивной перестройке весо-
вых коэффициентов фильтров или к совместной адаптивной 
перестройке порядка и весовых коэффициентов фильтров, что 
реализуется соответственно системами адаптивной обработки 
сигналов фиксированной или перестраиваемой структур, струк-
турные схемы которых приводятся. 

Анализ эффективности систем показывает, что адаптивная 
перестройка порядка и весовых коэффициентов или только ве-
совых коэффициентов режекторного и многоканального филь-
тров позволяет приблизиться к эффективности оптимальной 
системы в широком диапазоне изменения априорно неизвестных 
корреляционных параметров пассивной помехи. 
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Представлен адаптивный многоскоростной кодек широкополос-
ного речевого сигнала (AMR-WB), использованный Сектором стан-
дартизации Международного Союза электросвязи для кодирования 
широкополосного речевого сигнала со средней скоростью около 
16 кбит/с (Рекомендация G.722.2). AMR-WB кодирует речь в диапа-
зоне частот от 50 Гц до 7 кГц и обеспечивает высокое качество и 
натуральность речевого сигнала. Кодек функционирует на не-
скольких скоростях кодирования от 6,6 кбит/с до 23,85 кбит/с. Ско-
рость кодирования может быть изменена на любом кадре длитель-
ностью 20 мс. Статья детализирует алгоритмическое описание 
AMR-WB. 

УДК 621.391 

ЦИФРОВОЕ КОДИРОВАНИЕ ШИРОКОПОЛОСНОГО РЕЧЕВОГО СИГНАЛА  
В ЗАДАЧЕ ТЕЛЕФОНИИ 

Рыболовлев А.А., к.т.н., Академия Федеральной службы охраны Российской Федерации г. Орёл,  
e-mail: rybolovlev@rambler.ru 

DIGITAL CODING OF WIDEBAND SPEECH SIGNAL ON TELEPHONY TASK 

Rybolovlev A.A. 
The article describes the adaptive multirate wideband (AMR-WB) speech codec, which was used by the International Telecommuni-
cation Union – Telecommunication Sector (ITU-T) for wideband speech coding around 16 kbit/s (Recommendation G.722.2).  
AMR-WB uses an extended speech bandwidth from 50 Hz to 7 kHz and gives high speech quality and voice naturalness. Codec 
operates at a multitude of bit rates ranging from 6,6 kbit/s to 23,85 kbit/s. The bit rate may be changed at any 20-ms frame bounda-
ry. The paper details AMR-WB algorithmic description.     

Key words: speech signal, speech coding, codebook, linear prediction coefficients. 

 
Ключевые слова: речевой сигнал, кодиро-

вание речи, кодовая книга, коэффициенты ли-
нейного предсказания. 

Введение 

Частотное ограничение речевого сигнала 
(РС) в задаче телефонии диапазоном 300 – 
3400 Гц исторически было обусловлено необ-
ходимостью экономии частотно-временного 
ресурса, предназначенного для передачи РС на 
расстояние в режиме реального времени при 
сохранении требуемого уровня разборчивости 
речи. Используемый частотный диапазон в этом случае 
значительно ограничивает энергетику отдельных групп 
звуков, например – фрикативных согласных, точность 
передачи параметров основного тона и формантных 
областей РС [1, 2], что объективно ухудшает условия 
восприятия телефонной речи.  

Современный этап развития цифровых инфокомму-
никационных технологий и достигнутый уровень произ-
водительности микропроцессоров делают возможным 
передачу по телефонным сетям речевого сигнала с бо-
лее широким частотным диапазоном. Целью такого 
подхода является повышение субъективного качества 
телефонной (как правило – синтетической) речи без 
критического роста скорости кодирования и временнóй 
задержки на обработку сигнала. При этом под повыше-
нием качества речи подразумевается не только выпол-
нение требований по разборчивости, но и улучшение 
показателей её натуральности (естественности) и узна-
ваемости говорящего при согласовании со спектраль-
ными характеристиками слухового аппарата [3]. 

Исследования в направлении расширения частотно-
го диапазона телефонной речи привели к появлению 
ряда алгоритмов кодирования широкополосного речево-
го сигнала (ШРС), рассчитанных на использование  
широкого (WB – Wideband, до 8 кГц), сверхширокого  
(SWB – Super wideband, до 16 кГц) и полного (FB – 
Fullband, до 20 кГц) частотных диапазонов [4, 5]. В ста-
тье представлен адаптивный многоскоростной кодек 

широкополосного речевого сигнала (AMR-WB – Adaptive 
Multi-Rate Wideband) в варианте, изложенном в Реко-
мендации МСЭ-Т G.722.2 «Wideband coding of speech at 
around 16 kbit/s using Adaptive Multi-Rate Wideband».   

Общая характеристика кодека 

Кодек реализует технологию гибридного кодирования 
речи на основе метода линейного предсказания с воз-
буждением от алгебраического кода (ACELP) [6]. Струк-
турные схемы кодера и декодера со структурой кодового 
слова представлены на рис. 1 и рис. 2 соответственно. 
Особенности процедур обработки речевого сигнала за-
ключаются в следующем:   

– обработка и передача ШРС с диапазоном частот от 
50 Гц до 7 кГц; 

– предварительная дискретизация ШРС с частотой 
16 кГц и представление в формате 14-битной ИКМ, что 
формирует входной цифровой поток со скоростью пере-
дачи 224 кбит/с; 

– разделение ШРС на нижнюю (50 Гц – 6400 Гц) и верх-
нюю (6400 Гц – 7000 Гц) полосы частот с последующим при-
менением раздельных процедур (трактов) их обработки; 

– использование процедуры предыскажения с целью 
относительного выравнивания по мощности спектраль-
ных составляющих обрабатываемого ШРС в диапазоне 
частот 50 – 6400 Гц (обеливание речевого сигнала); 

– использование традиционной локально-стационар-
ной модели речевого сигнала с длительностью кадра в 
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20 миллисекунд, при этом кадр входного ИКМ-потока 
содержит 320 отсчетов дискретного ШРС, представлен-
ных 4480 битами;  

– применение режима прерывистой передачи (DTX  
Discontinuous Transmission) на основе использования 
детектора активности речи (VAD  Voice Activity 
Detector); выходной цифровой поток кодера в режиме 
паузы содержит информацию о фоновом шуме, необхо-
димую для функционирования генератора комфортного 
шума декодера, и имеет скорость 1,75 кбит/с; 

– моделирование сигнала ошибки предсказания 
(сигнала возбуждения) суммой масштабированных сиг-
налов (векторов) возбуждения адаптивной и фиксиро-
ванной кодовых книг; 

– разделение кадра ШРС на четыре подкадра дли-
тельностью 5 мс с целью определения параметров сиг-
нала возбуждения синтезирующего фильтра линейного 
предсказания;  

– реализация процедуры кратковременного линей-
ного предсказания (STP – Short Term Prediction) с рас-
четом линейных спектральных пар (ЛСП) на длительно-
сти кадра; 

– реализация процедуры долговременного линейного 
предсказания (LTP – Long Term Prediction) на основе 
определения периода основного тона (ОТ) и его исполь-
зования в адаптивной кодовой книге; 

– структурно-параметрическая степень адаптации; 
– использование девяти скоростных режимов коди-

рования активной речи: 23,85, 23,05, 19,85, 18,25, 15,85, 
14,25, 12,65, 8,85 и 6,6 кбит/с; кодовое слово, отобража-
ющее кадр речевого сигнала, составляет при этом 477, 
461, 397, 365, 317, 285, 253, 177 и 132 бита соответ-
ственно; детализация распределения бит кодового сло-
ва по кодируемым параметрам текущего кадра ШРС для 
различных скоростей кодирования представлена в табл. 
1; адаптивный выбор режимов кодирования использует-
ся для перераспределения информационных ресурсов 
между процедурами кодирования источника и канально-
го кодирования в зависимости от состояния канала свя-
зи и в данной статье не рассматривается;  

– активное использование при обработке ШРС стан-
дартных процедур цифровой обработки сигналов (деци-
мации, интерполяции, оконного взвешивания, фильтра-
ции и др.). 

 
Рис. 1. Структурная схема кодера AMR-WB и структура кодового слова,  

отображающего кадр широкополосного речевого сигнала 
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Рис. 2. Структура кодового слова, отображающего кадр ШРС,  

и структурная схема декодера AMR-WB 
Таблица 1. Распределение бит кодового слова кодека AMR-WB  

по кодируемым параметрам текущего кадра ШРС для различных скоростей кодирования 

Кодируемые параметры 
широкополосного речевого сигнала 

Количество бит 
1-й 

подкадр 
2-й 

подкадр 
3-й 

подкадр 
4-й 

подкадр 
Кадр 
ШРС 

1 2 3 4 5 6 
Для скорости кодирования 23,85 кбит/с 

Решение детектора активности речи – – – – 1 
Вектор линейных спектральных частот – – – – 46 

Решение о включении фильтра LTP 1 1 1 1 4 
Период основного тона 9 6 9 6 30 

Вектор алгебраического сигнала возбуждения 88 88 88 88 352 
Вектор квантователя масштабирующих  

коэффициентов векторов адаптивной  
и фиксированной кодовых книг 

7 7 7 7 28 

Коэффициент масштабирования сигнала  
возбуждения для синтезирующего фильтра  

высокочастотной области ШРС 
4 4 4 4 16 

Общее количество бит 109 106 109 106 477 
Для скорости кодирования 23,05 кбит/с 

Решение детектора активности речи – – – – 1 
Вектор линейных спектральных частот – – – – 46 

Решение о включении фильтра LTP 1 1 1 1 4 
Период основного тона 9 6 9 6 30 

Вектор алгебраического сигнала возбуждения 88 88 88 88 352 
Вектор квантователя масштабирующих  

коэффициентов векторов адаптивной  
и фиксированной кодовых книг 

7 7 7 7 28 

Общее количество бит 105 102 105 102 461 
Для скорости кодирования 19,85 кбит/с 

Решение детектора активности речи – – – – 1 
Вектор линейных спектральных частот – – – – 46 

Решение о включении фильтра LTP 1 1 1 1 4 
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Период основного тона 9 6 9 6 30 
Вектор алгебраического сигнала возбуждения 72 72 72 72 288 

Вектор квантователя масштабирующих  
коэффициентов векторов адаптивной  

и фиксированной кодовых книг 
7 7 7 7 28 

Общее количество бит 89 86 89 86 397 
Для скорости кодирования 18,25 кбит/с 

Решение детектора активности речи – – – – 1 
Вектор линейных спектральных частот – – – – 46 

Решение о включении фильтра LTP 1 1 1 1 4 
Период основного тона 9 6 9 6 30 

Вектор алгебраического сигнала возбуждения 64 64 64 64 256 
Вектор квантователя масштабирующих коэффици-
ентов векторов адаптивной и фиксированной ко-

довых книг 
7 7 7 7 28 

Общее количество бит 81 78 81 78 365 
Для скорости кодирования 15,85 кбит/с 

Решение детектора активности речи – – – – 1 
Вектор линейных спектральных частот – – – – 46 

Решение о включении фильтра LTP 1 1 1 1 4 
Период основного тона 9 6 9 6 30 

Вектор алгебраического сигнала возбуждения 52 52 52 52 208 
Вектор квантователя масштабирующих коэффици-
ентов векторов адаптивной и фиксированной ко-

довых книг 
7 7 7 7 28 

Общее количество бит 69 66 69 66 317 
Для скорости кодирования 14,25 кбит/с 

Решение детектора активности речи – – – – 1 
Вектор линейных спектральных частот – – – – 46 

Решение о включении фильтра LTP 1 1 1 1 4 
Период основного тона 9 6 9 6 30 

Вектор алгебраического сигнала возбуждения 44 44 44 44 176 
Вектор квантователя масштабирующих коэффици-
ентов векторов адаптивной и фиксированной ко-

довых книг 
7 7 7 7 28 

Общее количество бит 61 58 61 58 285 
Для скорости кодирования 12,65 кбит/с 

Решение детектора активности речи – – – – 1 
Вектор линейных спектральных частот – – – – 46 

Решение о включении фильтра LTP 1 1 1 1 4 
Период основного тона 9 6 9 6 30 

Вектор алгебраического сигнала возбуждения 36 36 36 36 144 
Вектор квантователя масштабирующих коэффици-
ентов векторов адаптивной и фиксированной ко-

довых книг 
7 7 7 7 28 

Общее количество бит 53 50 53 50 253 
Для скорости кодирования 8,85 кбит/с 

Решение детектора активности речи – – – – 1 
Вектор линейных спектральных частот – – – – 46 

Решение о включении фильтра LTP 8 5 8 5 26 
Период основного тона 20 20 20 20 80 

Вектор алгебраического сигнала возбуждения 6 6 6 6 24 
Общее количество бит 34 31 34 31 177 

Для скорости кодирования 6,6 кбит/с 
Решение детектора активности речи – – – – 1 

Вектор линейных спектральных частот – – – – 36 
Решение о включении фильтра LTP 8 5 5 5 26 

Период основного тона 12 12 12 12 48 
Вектор алгебраического сигнала возбуждения 6 6 6 6 24 

Общее количество бит 26 23 23 23 132 
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Анализ широкополосного речевого сигнала  
в диапазоне частот 50-6400 Гц 
Этап предварительной обработки сигнала 

На этапе предварительной обработки текущий кадр 
исходного цифрового ШРС, представленный в формате 
14-битной ИКМ, преобразовывается в цифровой сигнал с 
диапазоном частот 50-6400 Гц и частотой дискретизации 
12,8 кГц последовательным выполнением следующих 
процедур: 

– интерполяции с коэффициентом L = 4, повышаю-
щей частоту дискретизации до 64 кГц; 

– низкочастотной фильтрации с частотой среза  
6,4 КГц; 

– децимации с коэффициентом М = 5, понижающей 
частоту дискретизации до 12, 8 кГц; 

– высокочастотной фильтрации фильтром с частотой 
среза 50 Гц, обеспечиваемой передаточной функцией 

21

21
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Сформированный кадр 255.,..,2,1,0),(op nns  по-

ступает на детектор активности речи и фильтр 
предыскажений. 

Так как спектральная плотность мощности ШРС ха-
рактеризуется бóльшей неравномерностью (наклоном), 
чем в узкополосной телефонии, для относительного вы-
равнивания по мощности спектральных составляющих 
используется предыскажение обрабатываемого сигнала 
нерекурсивным цифровым фильтром первого порядка с 

передаточной функцией 1
emph-pre 68.01)(  zzH . Ам-

плитудно-частотная характеристика фильтра представ-
лена на рис. 3.   

 
Рис. 3. Амплитудно-частотная функция  

фильтра предыскажения 

Таким образом, в результате предварительной об-
работки формируется кадр речевого сигнала 

255.,..,2,1,0),( nns  с частотным диапазоном 50 – 

6400 Гц, частотой дискретизации 12,8 кГц и относитель-
но плоской спектральной плотностью мощности.  

Этап идентификации фильтра  
кратковременного линейного предсказания 

Параметрическая идентификация фильтра STP-
анализа осуществляется однократно на длительности 
кадра и содержит последовательно выполняемые про-
цедуры оконного взвешивания текущего кадра ШРС, 
расчета его автокорреляционной функции, расчёта ко-
эффициентов линейного предсказания, определения и 
квантования линейных спектральных пар (линейных 
спектральных частот). Многовариантность представле-
ния параметров голосового тракта в этом случае объяс-
няется удобством и меньшей вычислительной сложно-
стью требуемых расчётных операций. 

Формирование текущего кадра )(ns  осуществляется 
ассиметричной оконной функцией длительностью 30 мс, 
представляющей собой комбинацию из двух вариантов 
обобщенного окна Хэмминга (рис. 4):  
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при этом обеспечивается перекрытие соседних кадров 
на 5 мс, как показано на рис. 5. 

Для взвешенного кадра 383.,..,2,1,0),(  nns  рас-

считывается автокорреляционная функция )(kr  

.16..,2,1,,0),()(
383




kknsns
kn

, по которой алго-

ритмом Левинсона-Дарбина определяются коэффици-
енты линейного предсказания (КЛП) 16-го порядка 

.16.,. 1,, mam  Использование для расчёта КЛП 
предыскаженного речевого кадра позволяет в дальней-
шем получить требуемую СПМ сигнала ошибки кванто-
вания.  

 
Рис. 4. Оконная функция взвешивания текущего кадра ШРС 

 
Рис. 5. Принцип оконного взвешивания кадров ШРС с перекрытием 
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Рис. 6. Модель формирования сигнала возбуждения фильтра STP-синтеза 

 
Конвертация КЛП в линейные спектральные пары 

(ЛСП) реализована на основе полиномов Чебышева. 
В дальнейших процедурах кодирования ШРС ис-

пользуются как неквантованные, так и квантованные 
линейные спектральные частоты, для их квантования 
используется комбинация расщеплённого векторного 
квантования (SVQ – split vector quantization)  и каскадно-
го векторного квантования (MSVQ – multistage vector 
quantization). При этом неквантованные ЛСЧ определя-
ют передаточную функцию анализирующего фильтра 
линейного предсказания ),(zA  а квантованные ЛСЧ – 

её квантованную версию ).(ˆ zA  Существенно, что рас-
считанные неквантованные и квантованные ЛСЧ в 
дальнейшей обработке используются только для чет-
вёртого подкадра текущего кадра, а в первом – третьем 
подкадрах используются значения, полученные линей-
ной интерполяцией ЛСЧ смежных кадров.  

Этап формирования сигнала возбуждения  
для синтезирующего фильтра линейного 
предсказания 
Модель сигнала возбуждения  
синтезирующего фильтра 

Значимость оптимального выбора сигнала возбуж-
дения для требуемого качества синтезированной речи 
подтверждается долей информационных ресурсов 
(размерности кодового слова), выделяемых для его 
двоичного представления: от 71,97 % при скорости ко-
дирования 6,6 кбит/с до 89,8 % при скорости кодирова-
ния 23,05 кбит/с (табл. 1). Формирование сигнала воз-
буждения для различных скоростей кодирования имеет 
свои особенности, ниже представлены лишь наиболее 
общие процедуры.  

Используемая модель формирования сигнала воз-
буждения для текущего подкадра ШРС определяется 
выражением ),(ˆ)(ˆ)( nugnvgnc uv   ,63,,0 n  

где vĝ  и uĝ  – квантованные масштабирующие коэф-
фициенты, и представлена на рис. 6.  

Непериодическая составляющая )(ˆ nugu   сигнала 
возбуждения формируется масштабированием сигна-
лов (векторов, кодовых слов) ),(nu содержащихся в 
фиксированной кодовой книге, построенной по алгеб-
раическому принципу. 

Периодическая (тоновая) составляющая )(ˆ nvgv   
сигнала возбуждения формируется масштабированием 
векторов )(nv  адаптивной кодовой книги, которые 

определяются для каждого подкадра анализа с учётом 
текущего значения периода основного тона. 

Определение периода основного тона 

Определение периода ОТ, соответствующего теку-
щему кадру ШРС, осуществляется в два этапа: 

на первом этапе определяется «грубое» значение 
периода ОТ методом «разомкнутой петли»; 

на втором этапе методом «замкнутой петли» уточня-
ется ранее полученное «грубое» значение. 

Анализ методом «разомкнутой петли» осуществля-
ется на длительности 20 мс (при скорости кодирования 
6,6 кбит/с) или 10 мс (в других скоростных режимах) на 
основе анализа кадра ШРС ),(nsw  формируемого филь-
тром перцептуального взвешивания. Процедура перцеп-
туального взвешивания традиционно нацелена на пере-
нос шумов квантования речевого сигнала в формантные 
области, что обеспечивает маскировку указанных шумов 
и улучшает слуховое восприятие речи. В рассматривае-
мом кодере с учётом значительного наклона СПМ широ-
кополосного речевого сигнала процедура перцептуаль-
ного взвешивания осуществляется последовательным 
выполнением следующих операций: 

– относительным выравниванием СПМ речевого сиг-
нала фильтром предыскажения )(zH emphpre ; 

– расчётом коэффициентов линейного предсказания 
по предыскажённому ШРС; 

– использованием модифицированного фильтра 
перцептуального восприятия с передаточной функцией  

)()(
)(
)(

)( emph-de1 zHzA
zS
zSzW w   , 

где )(zA  – передаточная функция анализирующего 
фильтра линейного предсказания, сформированная на 
основе КЛП ,ma  полученных конвертацией из некван-
тованных значений ЛСП, и отображающая формантную 
структуру текущего кадра; 

– 92,01   – коэффициент перцептуального взве-
шивания; 

– 
1

1
emph-de 68,01

1)()( 






z

zHzH emphpre – передаточ-

ная функция фильтра, устраняющего предыскажение 
исходного ШРС. 

Тогда  
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Рис. 7. Модель реализации двухэтапной процедуры анализа через синтез 
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Таким образом, на выходе фильтра перцептуального 
взвешивания формируется сигнал 
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где длительность L соответствует 256 или 128 отсче-
там.  

Для уменьшения вычислительной сложности расче-
та периода ОТ предварительно используется децима-
ция сигнала )(nsw  с коэффициентом ,2L  при этом в 
дециматоре используется КИХ-фильтр 4-го порядка. 
Выходной сигнал )(nswd  дециматора содержит 128 или 
64 отсчета на длительности кадра. 

На заключительном этапе метода «разомкнутой 
петли» на основе анализа взвешенной автокорреляци-
онной функции )(dC  сигнала )(nswd  в диапазоне от 
17T до 115Т (что соответствует диапазону частот ос-
новного тона примерно от 56 Гц до 377 Гц) определяет-
ся «грубое» значение орT  периода ОТ и коэффициент 

масштабирования ,g  соответствующие процедуре дол-
говременного линейного предсказания (LTP). 

Процедура анализа через синтез 

Для определения оптимальных сигналов (векторов) 
возбуждения в адаптивной и фиксированной кодовых 
книгах (КК) используется процедура анализа через син-
тез, в которой в качестве синтезирующего фильтра 
применяется взвешивающий фильтр STP-синтеза с пе-
редаточной функцией 

)(ˆ)()()()( emph-de1 zAzHzAzWzH   ,   

где )(1)( zAzH


  – передаточная функция фильтра 
STP-синтеза, определенная по квантованным КЛП 
(ЛСЧ). Импульсная характеристика )(nh  взвешивающе-
го фильтра STP-синтеза рассчитывается для каждого 
подкадра ШРС фильтрацией вектора коэффициентов 
КИХ-фильтра с передаточной функцией ),( 1zA  до-
полненного нулями, последовательно соединенными 

фильтрами с передаточными функциями )(1 zA


 и 

),(zH emphde  в дальнейшем она используется в проце-

дурах определения оптимальных сигналов возбуждения 

адаптивной и фиксированной кодовых книг. Схематично 
реализация двухэтапной процедуры анализа через син-
тез представлена на рис. 7. 

Критерием определения оптимальных сигналов воз-
буждения из адаптивной и фиксированной кодовых книг 
является минимум среднеквадратической взвешенной 
ошибки между оригинальной и синтезированной речью. 
Для каждого этапа реализации процедуры анализа че-
рез синтез для этого формируются целевые векторы, 
характеризующие оригинальный ШРС.  

Первый этап анализа через синтез предназначен для 
определения оптимального вектора адаптивной кодовой 
книги и обеспечивается переводом переключателей П1 
и П2 в положения 1. Целевой вектор ),(nx  используе-
мый на этом этапе, формируется реакцией взвешиваю-
щего фильтра STP-синтеза на сигнал ошибки линейного 
предсказания текущего подкадра 





16

1

,63,...,0),(ˆ)()(
m

m nmnsansnr  рассчитанный 

по квантованным КЛП (рис. 8).  

 
Рис. 8. Формирование целевого вектора )(nx    

Первоначально в блоке определения оптимальных 
значений основного тона и масштабирующего коэффи-
циента методом «замкнутой петли» осуществляется 
дальнейшее уточнение значения периода орT  в диапа-

зоне от 34 до 231 периодов частоты 12800 Гц на основе 
использования целочисленных ( 7орT ) и дробных зна-

чений. Адаптация сигналов возбуждения )(nv  адаптив-
ной КК реализуется фильтрацией исходных векторов на 
основе уточненного значения периода ОТ. Существен-
но, что при обработке ШРС целесообразен частотно-
зависимый характер процедуры LTP, с этой целью на 
завершающем этапе формирования сигналов возбуж-
дения в скоростных режимах   6,6 кбит/с и 8,85 кбит/с 
используется нерекурсивный ФНЧ с передаточной 

функцией 118,064,018,0)(  zzzBLTP . При других 
скоростных режимах критерием принятия решения об 
использовании или неиспользовании данного фильтра 
является обеспечение минимальной мощности целевого 
вектора ),(2 nx  принятое решение отображается одним 
битом кодового слова на каждом подкадре анализа, что 
соответствует 4 битам кодового слова текущего кадра 
ШРС (табл. 1). 
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Определение оптимального коэффициента масшта-
бирования сигнала возбуждения адаптивной кодовой 
книги осуществляется в процессе анализа через синтез 
в диапазоне значений 2,10  vg . 

Второй этап процедуры анализа через синтез пред-
назначен для поиска оптимального вектора фиксиро-
ванной кодовой книги и реализуется переводом пере-
ключателей П1 и П2 в положения 2. На этапе использу-
ется целевой вектор 

63,...,0),()()(2  nnygnxnx v ; 
где y(n) = v(n)*h(n) – реакция взвешивающего фильтра 
STP-синтеза на выбранный сигнал возбуждения адап-
тивной кодовой книги; vg  – неквантованный коэффи-
циент масштабирования вектора адаптивной кодовой 
книги. Таким образом, из целевого вектора )(nx  вычи-
тается реакция взвешивающего фильтра STP-синтеза, 
обеспечиваемая выбранным вектором сигнала возбуж-
дения адаптивной КК.  

Фиксированная кодовая книга относится к классу 
алгебраических, в различных скоростных режимах 
имеет различный объём алфавита (табл. 1) и характе-
ризуется следующими особенностями формирования 
векторов :)(nu  

– 64-мерные векторы разделяются на 2 (для скоро-
сти кодирования 6,6 кбит/с) или 4 (в остальных скорост-
ных режимах) трека (сектора, дорожки) размерностью 
32 или 16 отсчетов соответственно; 

– в каждом треке, в основном состоящем из нулевых 
отсчётов, назначается фиксированное количество от-
счётов, равных 1;    

– позиции и значения ненулевых отсчётов любого  
k-го вектора )(nuk  определяются особым («алгебраи-

ческим») способом по его номеру k и отображаются на 
определённых битовых позициях итогового кодового 
слова; такой способ формирования векторов )(nu  тре-
бует значительно меньшего объёма памяти в отличие 
от стохастических кодовых книг, в которых кодовые век-
торы хранятся в табличном виде.    

В табл. 2 представлен пример формирования фикси-
рованной кодовой книги для скоростного режима 12, 65 
кбит/с. В этом режиме вклад фиксированной кодовой книги 
в кодовое слово текущего кадра ШРС (табл. 1) составляет 
144 бита (по 36 бит для каждого подкадра: для каждого 
ненулевого отсчёта – 4 бита на номер позиции и 1 бит на 
значение первого ненулевого отсчёта в каждом треке).  

Одновременно с формированием вектора )(nu  

определяется оптимальный коэффициент его масшта-
бирования ,ug  обуславливающий энергию непериоди-

ческого компонента )(nugu   сигнала возбуждения 
фильтра STP- синтеза. 

Векторное квантование  
коэффициентов масштабирования 

Рассчитанные коэффициенты масштабирования vg  

и ug  подвергаются процедуре двумерного векторного 
квантования и отображаются в кодовом слове текущего 
кадра анализа 24 битами (для режимов 6,6 кбит/с и 8,85 
кбит/с) или 28 битами (для остальных режимов). Кванто-
ванный сигнал возбуждения синтезирующего фильтра, 
как показано на рисунке 6, имеет вид 

),(ˆ)(ˆ)( nugnvgnc uv   63,...,2,1,0n . 

Этап обновления состояния  
взвешивающего фильтра STP-синтеза 

Расчёт целевого сигнала )(nx  для текущего подкад-
ра анализа требует предварительного обновления 
начального состояния взвешивающего фильтра STP-
синтеза. Обновление может быть достигнуто фильтра-
цией взвешенным фильтром STP-синтеза сигнала, 
представляющего разность между сигналом ошибки 
предсказания )(nr  и сигналом возбуждения ),(nc
,сформированным по результатам анализа предыдуще-
го подкадра, с сохранением финального состояния 
фильтров. Такой подход требует тройного последова-
тельного осуществления процедуры цифровой филь-

трации фильтрами с передаточными функциями ),(1 zA


 

)/( zA  и )(zH emphde .  

На практике используется упрощённая процедура 
обновления, требующая однократного применения про-
цедуры фильтрации: 

– фильтрацией фильтром с передаточной функцией 

)(1 zA


 при сигнале возбуждения ),(nc  полученном по 
результатам анализа предыдущего подкадра, формиру-
ется кадр синтезированной речи );(ˆ ns  

– очевидно, что разностный сигнал )(ˆ)()( nsnsne   

эквивалентен требуемой разности ),()( ncnr   при этом 

начальное состояние фильтра )(1 zA


 определяется 

значениями сигнала 63,...,49,48),( nne ;   

Таблица 2. Формирование векторов 63,...,2,1,0),( nnu  фиксированной кодовой книги  
для скоростного режима 12,65 кбит/с 

Номер 
трека 

Номера ненулевых  
отсчётов 

Потенциальные позиции n  ненулевых отсчётов в треках вектора )(nu   

1 40, ii  0, 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, 48, 52, 56, 60 
2 51, ii  1, 5, 9, 13, 17, 21, 25, 29, 33, 37, 41, 45, 49, 53, 57, 61 
3 62, ii  2, 6, 10, 14, 18, 22, 26, 30, 34, 38, 42, 46, 50, 54, 58, 62 
4 73, ii  3, 7, 11, 15, 19, 23, 27, 31, 35, 39, 43, 47, 51, 55, 59, 63 
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– обновление состояния фильтра 
)()/( zHzA emphde  может быть достигнуто фильтра-

цией сигнала )(ne  с формированием сигнала взвешен-

ной ошибки );(new  однако указанный сигнал может 
быть получен расчетным путём: 

)(ˆ)(ˆ)()( nzgnygnxne uvw   

где )(nz  = u(n)*h(n) – реакция взвешивающего фильтра 
STP-синтеза на выбранный сигнал возбуждения фикси-
рованной кодовой книги; при этом начальное состояние 
фильтра )()/( zHzA emphde  определяется значения-

ми сигнала 63,...,49,48),( nnew .   

Анализ широкополосного речевого сигнала 
в диапазоне частот 6400 –7000 Гц 

Тракт анализа речевого сигнала с диапазоном ча-
стот от 6400 Гц до 7000 Гц используется только в ско-
ростном режиме 23,85 кбит/с и формируется цифровым 
полосовым фильтром с конечной импульсной характе-
ристикой, работающим на частоте дискретизации 16 
кбит/с. Сигнал )(isHB  с выхода фильтра поступает на 

блок расчёта коэффициента масштабирования ,HBg  
назначение которого обусловлено используемым в де-
кодере AMR-WB способом синтеза высокочастотной 
части ШРС (рис. 2), предусматривающим последова-
тельное выполнение следующих процедур: 

– генерирование дискретного сигнала белого шума 
79.,..,1,0),(1 iiuHB с частотой дискретизации 16 кГц; 

– формирование шумового сигнала )(2 iuHB  на ос-

нове выравнивания мощностей сигнала )(1 iuHB  и сиг-

нала возбуждения ),(nc  используемого для синтези-
рующего фильтра в диапазоне частот 50-6400 Гц:  
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– формирование сигнала возбуждения )(iuHB  мас-

штабированием сигнала )(2 iuHB  квантованным коэф-

фициентом ,ˆ HBg  неквантованная версия которого рас-
считана в кодере: 

)(2ˆ)( iHBHBHB ugiu  ; 

– синтез подкадра широкополосного дискретного 
сигнала 79.,..,1,0),(~ iisHB  на основе синтезирующе-
го фильтра  

)(ˆ
1)(

zA
zH

HB
HB   

с последующим выделением цифровым полосовым 
фильтром высокочастотной составляющей ),(ˆ isHB  

79.,..,1,0i  ШРС с диапазоном частот 6400 – 7000 Гц.   

Передаточная функция )(ˆ zAHB  рассчитывается на 
основе рассчитанных  ранее квантованных КЛП (ЛСЧ) с 
пересчетом частоты дискретизации с 12,8 кГц на 16 кГц:  

)8,0/(ˆˆ zAzAHB  . 
Подобное преобразование обеспечивает пересчет 

частотной характеристики:  

  





  fHfH

16
8.12

8.1216 ,  

что соответствует отображению частотной области  
5,12 – 5,6 кГц фильтра )(ˆ zA  на частотную область 6,4 – 

7,0 кГц фильтра )(ˆ zAHB .  

Таким образом, очевидно, что реализация в декоде-
ре процедуры синтеза речевого сигнала в диапазоне 
частот 6,4 – 7 кГц требует предварительного определе-
ния в кодере коэффициента масштабирования HBg : 
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где )(2 isHB  – речевой сигнал в полосе частот 6400 – 
7000 Гц, синтезированный фильтром с передаточной 
функцией )(zH HB  при возбуждении его сигналом 

).(2 iuHB  Квантованное значение HBĝ  коэффициента 
масштабирования, рассчитанное для текущего подкадра 
в скоростном режиме 23,85 кбит/с, отображается 4-мя 
битами кодового слова. 

Для иных скоростей кодирования ШРС коэффициент 

HBg  кодером не определяется, его значение в декодере 
рассчитывается автономно по параметрам сегментов 
активной речи.   

Заключение 

Анализ процедур, применяемых в представленном кодеке, 
позволяет сформировать оценку уровня технологий, применяе-
мых для адаптивного кодирования широкополосного речевого 
сигнала с переменной скоростью в задаче телефонии. Однако 
следует иметь в виду, что процедуры аналого-цифрового пре-
образования ШРС продолжают совершенствоваться, а в прак-
тику широкополосной телефонии внедряются новые алгоритмы 
обработки речи. С этой точки зрения значительный интерес для 
специалистов представляет широкополосный кодек для улуч-
шенного речевого сервиса (EVS – Enhanced Voice Services), 
разработанный группой исследователей в рамках проекта 
3GPP (3rd Generation Partnership Project) [5].      
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Рассмотрен способ разработки программируемого устройства, 
основанный на модельно-ориентированном проектировании. Приве-
ден пример использования данного способа при разработке как 
классического коррелятора с перемножением сигналов, накоплени-
ем и фиксированным порогом, так и для адаптивного коррелятора, 
на который недавно был выдан патент и который обеспечивает 
постоянный уровень ложных тревог. Впервые получены аналитиче-
ские выражения для расчета вероятности ложной тревоги для 
малых выборок наблюдения. Эти аналитические расчеты с их ве-
рификацией моделированием выполнены в MATLAB, что является 
надежной основой для проверки работоспособности нового адап-
тивного программируемого корреляционного устройства. 

УДК 621.396 

МОДЕЛЬНО-ОРИЕНТИРОВАННОЕ ПРОЕКТИРОВАНИЕ  
АДАПТИВНОГО КОРРЕЛЯТОРА 

Бартенев В.Г., профессор, д.т.н., МИРЭА – Российский технологический университет,  
e-mail: syntaltechno@mail.ru 
Бауточко А.В., аспирант в/ч 15644 

MODEL-BASED DESIGN OF AN ADAPTIVE CORRELATOR  

Bartenev V.G. Bautochko A.V. 
A method for developing a programmable device based on Model-Based Design is considered. An example of the use of this meth-
od in the development of both a classical correlator with multiplication of signals, accumulation and a fixed threshold, and for an 
adaptive correlator, for which a patent was recently issued and which provides a constant level of false alarms, is given. For the first 
time, analytical expressions have been obtained for calculating the false alarm probability for small observation samples. These 
analytical calculations with their simulation verification are performed in MATLAB, which is a reliable basis for testing the perfor-
mance of a new adaptive programmable correlation device. 

Key words: adaptive correlator, Model-Based Design, multiplication of signals, level of false alarms. 

 
Ключевые слова: адаптивный коррелятор, 

проектирование модельно-ориентированное, 
перемножение сигналов, вероятность ложной 
тревоги.  

Введение 

В недавно выпущенной книге по модельно-
ориентированному проектированию программи-
руемых радиотехнических устройств [1] рас-
смотрены различные примеры проектирования 
адаптивных устройств, в том числе и обнаружи-
телей с адаптивным порогом. В данном случае 
адаптивный порог добавлен в двухканальный 
корреляционный обнаружитель, что в соответ-
ствии с полученным недавно на него патентом, можно 
рассматривать как важное дополнение к указанной книге.   

С чего начнем наше проектирование? Конечно с со-
здания модели корреляторов в MATLAB. В случае нели-
нейных преобразований радиолокационных сигналов в 
корреляторах особенно при малых выборках наблюдения 
возникают большие трудности при использовании моде-
лирования для расчета порогов при малых вероятностях 
ложных тревог. Моделирование, даже при большом чис-
ле испытаний для малых значений вероятностей ложных 
тревог, не обеспечивает требуемую точность расчетов. В 
таких случаях может помочь аналитический подход. В 
данном исследовании впервые получены аналитические 
выражения, рассчитанные в MATLAB для малых вероят-
ностей ложной тревоги при малых (4,8) выборках наблю-
дения как для классического коррелятора с перемноже-
нием сигналов и накоплением и фиксированным порогом, 
так и для адаптивного коррелятора, который обеспечи-
вает постоянный уровень ложных тревог. Моделирова-
ние в MATLAB при таком раскладе использовалось для 
верификации результатов аналитических расчетов в до-
пустимых пределах точности расчета вероятностей лож-
ных тревог и для преобразования программы из MATLAB 
в СИ для программируемого микроконтроллера. Преоб-

разованная программа в SIMULINK с помощью HDL коде-
ра позволила реализовать адаптивный коррелятор на 
FPGA. 

Постановка задачи и аналитические расчеты 

Если создание модели коррелятора в MATLAB не со-
ставляет труда, то основное внимание в данном исследо-
вании было сосредоточено на аналитическом подходе, 
без которого не рассчитать корректно пороги для вероят-
ности ложной тревоги меньше 0,001. 

Как известно, классический корреляционный обнару-
житель строится по схеме умножителя-накопителя. Алго-
ритм работы такого устройства может быть представлен в 
следующем виде [1]: 

*
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где R  – огибающая сигнала на выходе умножителя-нако-
пителя, N  – число накоплений. 1 1 1 ,j j jZ x iy   2 jZ   

2 2j jx iy   комплексные выборки наблюдений на входе 
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умножителя-накопителя, действующие в двух каналах. 
Покажем, что такое построение не обеспечивает ста-

билизацию вероятности ложной тревоги. 
Для нахождения распределения R нужно было бы 

воспользоваться  исходным четырехмерным Гауссовым 
распределением 4 1 1 2 2( , , , ).j j j jp x y x y  Мы же используем 
более простой новый способ нахождения распределение 
R на основе свойства эллиптической симметрии распре-
деления на выходе умножителя-накопителя [2]. При этом 
пороги для заданной вероятности  ложной тревоги при 
воздействии белого шума найдем аналитически, а вери-
фикацию результатов расчета произведем методом мо-
делирования в MATLAB. 

Сначала рассмотрим простейший случай, когда после 
перемножения не производится накопления, т.е. 1.N   
Для некоррелированного белого шума распределение 
произведения двух случайных сигналов с Гауссовым 
распределением с нулевым средним и дисперсией σ² 
можно получить методом функционального преобразо-
вания  из исходного двумерного распределения 

2 2 2
2 1 2 1 22
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Полученное распределение, выраженное через мо-
дифицированную функцию Бесселя нулевого порядка R

0 ( )K r  (функция Макдональда), относится к частному 
случаю распределения Лапласа, обладающего свой-
ством эллиптической симметрии. Воспользуемся этим 
свойством [3]. 

Для этого сначала найдем характеристическую функ-
цию от полученного одномерного распределения  
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тогда двумерное распределение огибающей и фазы на 
выходе умножителя из одномерного может быть получе-
но следующим образом 
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Усредняя по фазе   от 0 до 2π, получаем искомое 
распределение огибающей шума на выходе умножителя 
без накопления 
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Вероятность ложной тревоги, как вероятность превы-
шения порога ПОРR  огибающей R  можно получить, инте-
грируя 

1
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Моделирование 
Для проверки полученного выражения сравнивались 

аналитические расчеты в MATLAB с результатами моде-

лирования умножителя в MATLAB. Результат представ-
лен в виде графика на рис. 1, который подтверждает сов-
падение моделирования и аналитических расчетов. 

 
Рис.1 Вероятности превышения порога огибающей шума  
для N = 1 и σ² = 1 для моделирования (о) и аналитически(x)  

Усложним задачу, рассмотрев дополнительно накоп-
ление N множителей и произвольную мощность шума σ².  
Используя туже методику на основе свойств эллиптиче-
ской симметрии распределений, при которой усложне-
ние отразится на характеристической функции. Теперь 
для независимых N множителей будет использовано 
произведение N характеристических функций. В резуль-
тате всех преобразований получим выражение для ве-
роятности ложной тревоги  
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    (7) 

Для проверки полученного выражения сравнивались 
аналитические расчеты в MATLAB с помощью функции 
besselk протестированной с помощью справочника [4] и 
полученные моделированием в MATLAB умножителя-
накопителя. Результат представлен в виде графиков на 
рис. 2 и рис. 3 соответственно для N = 4 и N = 8, которые 
подтверждают совпадение моделирования и аналитиче-
ских расчетов. В выражение (7) входит гамма функция, 
модифицированная функция Бесселя порядка N и мощ-
ность шума σ². Откуда следует, что вероятность ложной 
тревоги зависит от мощности шума σ². Иными словами, 
такой коррелятор не обеспечивает стабилизацию ложных 
тревог.  

Именно поэтому и было предложено производить 
оценку мощности шума, и с учетом этой оценки ввести 
адаптивный порог для стабилизации вероятности лож-
ной тревоги. Воспользуемся материалами недавно по-
лученного патента на «Способ адаптивного обнаруже-
ния по корреляционному признаку» [5]. 

Необходимую оценку мощности шума в двух каналах  
производят так 
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Рис. 2.  Вероятности превышения порога огибающей шума 

для N = 4 для моделирования (о) и аналитически(x)  

 
Рис. 3. Вероятности превышения порога огибающей шума 

для N = 8 для моделирования (о) и аналитически(x)  

Суммирование оценок мощности 1 2( )sZ z z  и 
умножение на коэффициент, определяющий вероятность 
ложной тревоги α, позволяет сделать порог адаптивным 

.SR Z  

Считая независимыми оценки модуля коэффициента 
корреляции  и оценки мощности шума можно получить 
выражение для вероятности ложной тревоги предло-
женного адаптивного коррелятора, взяв двойной инте-
грал:    
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Учитывая, что оценка мощности Zs  имеет распреде-
ление χ², вероятность ложной тревоги F(α) примет вид 
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После взятия интеграла получаем 
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где 12F  гипергеометрическая функция. Полученное вы-
ражение (7) говорит о главном – в нем не присутствует 
мощность шума σ². Ниже приводится таблица порогов для 
корреляторов с фиксированным порогом (два левых 
столбца) и с адаптивным порогом (два правых столбца) 
при разных ложных тревогах и разных N. Здесь представ-
лены впервые полученные точные результаты для раз-
ных вероятностей ложной тревоги и малых выборок 
наблюдения. 

Таблица 1 

N 4 8 4 8 
10-1 6,196 8,674 0,474 0,474 
10-4 15,684 20,093 2,2045 2,2045 

Для проверки полученного выражения сравнивались 
аналитические расчеты в MATLAB и полученные моде-
лированием в MATLAB умножителя-накопителя c адап-
тивным порогом. Результат представлен в виде графи-
ков на рис. 4 и рис. 5 соответственно для N = 4 и N = 8, 
которые подтверждают совпадение моделирования и 
аналитических расчетов. 

 
Рис. 4. Вероятности превышения порога огибающей шума 

для N = 4 для моделирования (о) и аналитически(x)  
в адаптивном корреляторе 

Завершающим этапом моделирования стала реали-
зация адаптивного коррелятора на FPGA семейства 
Cyclone IV (рис. 6). В данном случае для чипа 
EP4CE6E22C8N.  

Для правильной работы модели на FPGA необходи-
мо было переделать модель SIMULINK, а именно приве-
сти модель к единому тактовому генератору, а также 
посчитать необходимое количество тактов на выполне-
ние расчета одного значения и отправки его по UART на 
компьютер. 

Модель состоит из: блока «синхронизатор», обеспе-
чивающего синхронизацию всей модели относительно 
входного   тактового  сигнала,  блока  «квадратуры  кана- 
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Рис. 5. Вероятности превышения порога огибающей шума 

для N = 8 для моделирования (о) и аналитически(x)  
в адаптивном корреляторе  

 
Рис.6. Отладочная плата Cyclone IV EP4CE6E22C8N 

лов», выполняющего выборку наблюдений, блока 
корреляционной обработки, блока «расчет адаптивного 

порога» и блока «вычисления уровня ложных тревог». 
Временная диаграмма работы модели относительно 
входного тактового сигнала представлена на рис. 7. 

Синхронизатор отсчитывает четыре периода такто-
вой частоты, что соответствует четырем выборкам 
наблюдения. После каждой выборки выполняется кор-
реляционная обработка и в последующем расчет веро-
ятности ложной тревоги с накоплением результата отно-
сительно основного тактового сигнала. По достижению 
четырех выборок наблюдения производится сброс блока 
вычисления уровня ложных тревог и берутся следующие 
четыре выборки наблюдения.  

Теперь, когда модель привязана к тактовому сигналу, 
преобразуем её в язык описания аппаратуры Verilog при 
помощи HDL Coder. Для этого произведем необходимые 
настройки в панели HDL Workflow Advisor.  

Полученный код на языке Verilog применим в созда-
нии проекта в среде Quartus (Quartus Prime 20.1) Lite 
Edition для нашей отладочной платы семейства Cyclone 
IV (рис.6). В проекте указываем наши сгенерированные 
при помощи HDL Coder файлы, а также выбираем чип 
FPGA EP4CE6E22C8N/. После успешной компиляции 
производим настройку портов в Pin-planer среды Quartus 
и завершаем окончательное компилирование проекта. 
Далее производим прошивку отладочной платы и на 
экране компьютера видим результат выполнения нашей 
модели в программе Terminal. 

Полученные результаты подтверждают правильность 
работы нашего устройства и соответствуют результа-
там, представленным в тексте. 
Заключение 

Подведем итог рассмотрению модельно-ориентиро-
ванного проектирования адаптивного коррелятора. 
Прежде всего обращаем внимание читателя на то, что в 
статье изложены новые результаты, полученные в ходе 
исследования  адаптивного   коррелятора   как  аналити- 

 
Рис. 7.  Временные диаграммы работы модели тактовый сигнал – график 1, сигнал разрешающий выборк – график 2,  

сигнал сброса счетчика выборок – график 3 
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чески, так и моделированием. При этом аналитические 
формулы для верификации модельно-ориентирован-
ного проектирования получены в радиолокационной 
практике впервые. В заключение приведем модель кор-
реляторов в SIMULINK для 4 выборок наблюдения.  

Модель Simulink совмещает в себе два корреляци-
онных обнаружителя. На дисплее внизу выводится ве-
роятность ложной тревоги для фиксированного порога, 
на верхнем дисплее для адаптивного порога. Пороги  
разные и взяты из таблицы для вероятности ложной 
тревоги 0,1 и 4 выборок наблюдения. Как видим, модель 
SIMULINK подтверждает результаты аналитики и моде-
лирования в MATLAB. 
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Проводится анализ кодов с малой плотностью проверок (МПП) 
на чётность из наиболее распространённых в настоящее время 
стандартов спутниковой и космической связи. Рассматриваются 
подходы для оперативной оценки энергетического выигрыша от 
кодирования (ЭВК) в области быстрого изменения вероятности 
ошибки от отношения сигнал-шум, а также в зоне насыщения 
ошибки декодирования. Приводится сопоставление имитационного 
моделирования в канале связи для МПП-кодов, взятых из различных 
стандартов, с двумя методами статической физики с целью срав-
нения относительных ЭВК и делаются выводы о целесообразности 
применения подобного рода качественных оценок. В области насы-
щения вероятности ошибки декодирования предлагается ввести 
косвенный критерий оценки наличия замедления спада частоты 
появления ошибок, основанный на свойства циклов разной длины в 
графах Таннера. Приводится сопоставление между минимальными 
метриками связанности результатами имитационного моделиро-
вания для ряда высокоскоростных МПП-кодов, R > 0,5. Ключевым 
результатом работы является большой набор экспериментальных 
данных, которые были получены на основе специализированного 
программного обеспечения, разработанного, в том числе, автора-
ми публикации. В дальнейшем планируется продолжить исследова-
ние в этом направлении, чтобы установить более чёткие законо-
мерности, связывающие свойства кодов, с результатами получае-
мыми в ходе имитационного моделирования. 
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In this paper, the analysis of codes with a low-density parity checks (LDPC) of the currently most common standards of satellite and 
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ments. In the area of saturation of the decoding error probability, it is proposed to introduce an indirect criterion for assessing the 
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graphs. A comparison is made between the extrinsic message degree (EMD) of the simulation results for a number of high-speed 
MPP codes, R > 0,5. The key result of the work is a large set of experimental data, which were obtained on the basis of specialized 
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in order to establish clearer patterns linking the properties of codes with the results obtained during simulation. 
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Ключевые слова: помехоустойчивое кодиро-

вание, итеративное декодирование, низкоплот-
ностные коды, граф Таннера, обхват графа, 
связанность циклов графа, энергетический вы-
игрыш от кодирования (ЭВК). 

Введение 

В настоящее время методы и алгоритмы по-
мехоустойчивого кодирования внедрены практи-
чески во все без исключения стандарты связи и 
передачи данных. Крайне важное значение такие 
системы имеют в тех случаях, когда требуется 
обеспечить предельно высокую энергетическую и 
спектральную эффективность. На сегодняшний 
день конкурируют между собой три основных 
класса помехоустойчивых кодов – турбо, коды с 
малой плотностью проверок (МПП) или низ-
коплотностные коды (НП), а также полярные ко-
ды, причём последние два класса становятся всё 
более предпочтительными с точки зрения вычис-
лительной сложности алгоритмов декодирова-
ния. В тоже время при кодовой длине 
n > 1000 бит и скорости кодирования R ≥ 0,5 
МПП-коды занимают лидирующие позиции и 
внедрены в такие стандарты, как 5G, Wifi 4-7, 
DVB-S2(X), CCSDS и многие другие. Стоит отме-
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тить, что при фиксированном алгоритме декодирования, 
который де-факто используется в большинстве аппарат-
ных и программных реализаций дополнительные пре-
имущества в помехоустойчивости можно получить путём 
изменения структуры проверочных матриц МПП-кодов. В 
данной работе предлагается анализ таких кодов в при-
вязке к стандартам спутниковой и космической связи по 
нескольким критериям. Цель исследования состоит в 
демонстрации текущих показателей современ-ных поме-
хоустойчивых LDPC кодов, а также возможных направле-
ний для их дальнейшего усовершенствования. 

Методы и алгоритмы анализа. Постановка задачи 

Результатом оценки помехоустойчивости тех или 
иных кодовых конструкций в системах связи чаще всего 
выступают зависимости вероятности ошибки от отноше-
ния сигнал-шум (ОСШ). При работе с квантованными по 
уровню дискретными сигналами наиболее удобными яв-
ляются показатели цифрового ОСШ вида Eb/N0 и вероят-
ности битовых и пакетных ошибок. В тоже время получе-
ние зависимости pb(Eb/N0) по методу Монте Карло требу-
ет построения модели системы передачи данных при 
малых значениях вероятности ошибки и близким к 100 % 
доверительному интервалу для получения характеристик 
может быть затрачено очень много времени, а также не 
определена причина низкой помехоустойчивости или 
наличие эффекта насыщения ошибки, который часто 
возникает для итеративно-декодируемых кодов. Таким 
образом, требуется альтернативные способы анализа, 
позволяющие выявить причины сравнительно малой 
корректирующей способности или энергетического выиг-
рыша от кодирования (ЭВК) на различных участках зави-
симости pb(Eb/N0). 

Если перейти от описания конкретного помехоустой-
чивого кода к ансамблю, т.е. отказаться от порождающих 
и проверочных матриц в пользу весовых распределений 
ненулевых элементов по строкам и столбцам H-матрицы, 
то возникает переход к методам асимптотической оценки 
свойств МПП-кодов. В настоящее время наибольшей 
эффективностью обладает метод статистической физи-
ки, предложенный Ричардсоном и Урбанке в работе [1], 
который получил название «Эволюции плотности рас-
пределения вероятности» (ЭП). Пусть заданы распреде-
ления весов столбцов и строк проверочной матрицы, 
канал с аддитивным белым гауссовским шумом (АБГШ) с 
установленным значением ОСШ, а также в качестве ин-
формационного сообщения в системе передаётся нуле-
вое кодовое слово, что допустимо при рассмотрении ли-
нейных кодов. Суть метода ЭП состоит в пересчёте ве-
роятностей надёжности мягких оценок демодулятора при 
переходе от одной итерации декодирования к другой. 
Таким образом, подход, основанный на изменении плот-
ностей распределения вероятности ошибки в процессе 
итеративного декодирования, позволяет находить такое 
значение ОСШ, порог декодирования (ПД), при котором 
для заданного числа итераций декодирования вероят-
ность ошибки стремится к нулю при бесконечно большой 
длине кодового слова и обозначенных выше ограничени-
ях. Порог декодирования можно интерпретировать как 
аналог пропускной способности канала в классе итера-

тивного алгоритма декодирования с распространением 
доверия. Альтернативным способом оценки ПД являются 
так называемые EXIT диаграммы, основанные на анализе 
изменения априорной и апостериорной взаимной инфор-
мации случайных величин при различных весовых рас-
пределениях. Применение этого подхода оказывается 
более удобным и точным [2] по сравнению с методом ЭП, 
когда граф Таннера помехоустойчивого МПП-кода содер-
жит выкалываемые вершины, а также относительно низ-
кую скорость кодирования R < 0,5. Для оценки ПД в EXIT 
диаграммах используется графический метод, суть кото-
рого состоит в определении точки пересечения кривых, 
описывающих итеративное изменение апостериорной и 
априорной информации. Наличие единственной общей 
точки между двумя функциями на графике EXIT диаграм-
мы определяет искомую величину ПД. Аналитическое 
описание методов ЭП и EXIT диаграмм представлено в 
работах [1] и [3].  

Существенным недостатком рассмотренных подходов 
к анализу МПП-кодов является игнорирование структуры 
графа Таннера по циклам и дистантных свойств кода, что 
на конечных длинах является важным ограничением. 
Оценка минимального кодового расстояния, а тем более 
дистанционного спектра для МПП-кодов, используемых в 
космической связи чрезвычайно вычислительно затратны. 
Поэтому требуются альтернативный, в том числе косвен-
ные критерии определения свойств графов Таннера. Су-
щественной проблемой итеративно-декодируемых поме-
хоустойчивых кодов является наличие так называемого 
эффекта насыщения ошибки декодирования, который 
проявляется резким замедлением скорости спада зави-
симости вероятности ошибки от ОСШ. Природа этого эф-
фекта кроется в множестве различных факторов, таких 
как тип канала связи, алгоритм декодирования, а также 
способах квантования мягких оценок и внутренних данных 
декодера. Одним из ключевых факторов, влияющих на 
уровень насыщения ошибки декодирования, являются 
подграфы в графе Таннера МПП-кода, состоящие из а и b 
символьных узлов инцидентных чётному и нечётному 
числу проверочных узлов соответственного, которые 
называются множества ловушек (МЛ) или trapping set 
(TS). При выполнении процедуры мягкого декодирования 
по алгоритму распространения доверия наличие ошибок в 
b символьных узлах подграфа, относящегося к категории 
TS [4] может вызывать неисправимую ошибку, даже если 
она должны быть исправлена согласно величине мини-
мального кодового расстояния. Сложность анализа топо-
логических связей множеств ловушек для заданных па-
раметров МПП-кода сопоставима с определением ди-
стантных свойств кода, поэтому на практике обычно ис-
пользуют косвенные критерии, к котором относится спектр 
связанности (ACE spectrum [5]) графа Таннера, а также 
профиль обхватов [6] – последовательность значений 
обхвата gi, i = 1, 2 … для частей проверочной матрицы H, 
состоящей из первых i столбцов. Метрика связанности, 
являющая основой первого из критериев, показывает ко-
личество символьных узлов, содержащихся в цикле дли-
ны li со значение связанности γi, которое определяется 
согласно формуле: 
γi = ∑(dk - 2), k = 1, 2, …m. 
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В силу того, что большинство классов множеств ловушек со-
стоит из одного или нескольких циклов, то их анализ в классе 
нерегулярных МПП-кодов, используемых в стандартах спутнико-
вой и космической связи, фактически позволяет исследовать 
структуру графа Таннера, а также оценивать взаимосвязь спек-
тра связанности с помехоустойчивостью в области насыщения 
вероятности ошибки декодирования. Использование спектра 
связанности показало свою практическую значимость [5], а также 
по сравнению с профилем обхватов является более информа-
тивным, т.к. позволяет оценить для каждого из символьных уз-
лов в графе метрики связанности для циклов разной длины, что 
точнее отражает ансамбль имеющихся множеств ловушек. Для 
оценки показателей γi требуется предварительно пронумеровать 
циклы с двудольном графе, что при общем числе вершин поряд-
ка 105 и кратно большем числе рёбер в МПП-кодах из стандар-
тов спутниковой и космической связи является сложной задачей 
как с точки зрения вычислительных затрат, так и требуемой па-
мяти. Поэтому в рамках дальнейшего анализа производилась 
нумерация только тех циклов, которые для заданной длины об-
ладают минимальным значением γi > 1. Фактически это означает, 
что в работе рассматривается только часть спектра связанности 
соответствующая циклам, для которых γi > 1 и минимально. Та-
кой поход обусловлен тем, что наиболее опасные для алгоритма 
декодирования нерегулярных МПП-кодов множества ловушек 
чаще всего содержат в своём составе именно такие циклы.  

Таким образом, задача анализа МПП-кодов из спутниковых и 
космических систем связи в представленной работе сводится к 
применению трёх независимых подходов для определения каче-
ственных показателей таких кодовых конструкций и выработки 
направления для их возможного улучшения. Предлагается ис-
пользовать следующие методы. 

1. Оценка порога декодирования методами ЭП и EXIT диа-
граммой. 

2. Определение минимального спектра связанности циклов в 
графе Таннера. 

3. Имитационного моделирования в канале с АБГШ по мето-
ду Монте Карло. 

Последний пункт исследования является связующим и инте-
грирующим звеном для получения интерпретируемого финаль-
ного результата. 

Оценка порога декодирования методами ЭП  
и EXIT диаграммой 

Как было сказано ранее выбор того или иного метода анали-
за сопряжён с предварительным определением весовых рас-
пределений по символьным λ(x) и проверочным ρ(x) вершинам в 
графах Таннера кодов из стандартов CCSDS [7], DVB-S2X [8, 9], 
а также GMR – 1 [10]. Помимо этого, следует выявить наличие 
выкалываемых вершин в используемых двудольных графах, т.к. 
от этого зависит выбор способа оценки порога декодирования. 
Т.к. выкалываемые вершин графа Таннера присутствуют исклю-
чительно в МПП-кодах стандарта CCSDS, то для их анализа 
применялись EXIT диаграммы, для прочих спецификаций подхо-
дит метод ЭП. Используя программные реализации методов ЭП 
и EXIT диаграммы, рассчитаны значения ПД ((Eb/N0)thr), а также 
вычислены значения предела Шеннона для заданной скорости 
кодирования ((Eb/N0)lim). Разность между этими показателями 
является мерой асимптотического приближения ансамбля МПП-
кодов к границе Шеннона. В табл. 1 представлены результаты 
расчёта для всех кодовых конструкций из рассматриваемых 
стандартов. Для удобства анализа кодов по первому критерию 
данные из первой таблицы сгруппированы во второй таким об-
разом, чтобы сравнение проводилось при фиксированной скоро-
сти кодирования. Рассматриваемые стандарты обладают сле-
дующим общим множеством кодовых скоростей: 1/2, 2/3, 3/4 и 
4/5. С точки зрения минимизации показателя ∆ лидирующие 

позиции занимают МПП-коды, включённые в состав DVB-S2X и 
CCSDS. Следует также отметить, что графы Таннера обладаю-
щие минимальным числом символьных узлов n = 128, 256 и 512, 
а также n = 976 обладают наихудшими показателями ∆ = 1,257 и 
∆ = 1,321 соответственно. 

Стандарты спутниковой и космической связи в значительной 
степени отличаются по длинам используемых кодовых конструк-
ций, поэтому для корректного сравнения ПД и ЭВК при имитацион-
ном моделировании были выбраны проверочные матрицы из спе-
цификаций DVB-S2(X), в которых имеются одинаковые скорости 
кодирования. В результате анализа результатов измерений значе-
ний ПД в табл. 3 для всех кодов со скоростями кодирования R ≥ 1/2 
новое поколение цифрового телевидения превосходит предыду-
щее по показателю ∆ на 0,03 до 0,25 дБ. В то же время для R < 1/2 
коды стандарта DVB-S2 оказываются более предпочтительными 
по сравнению с DVB-S2X, хотя преимущество оказывается незна-
чительным и составляет в лучшем случае порядка 0,1 дБ. 
Для оценки практической применимости оценок ЭВК методами 
статистической физики было проведено имитационное модели-
рование в канале с аддитивным белым гауссовским шумом. Дво-
ичная фазовая модуляция была взята за основу модели, в каче-
стве оценок принимаемых решений использовали логарифмиче-
ские отношения правдоподобия, а декодирование МПП-кодов 
проводилось по алгоритму распространения доверия с ограниче-
нием на максимальное число итераций в 50. При фиксированной 
скорости, длине кода и числе итераций декодирования сравнива-
лись коды из стандартов DVB-S2 и DVB-S2X. В соответствии с 
рис. 1 значения ПД, полученные методами статистической физи-
ки, достаточно точно согласуются с результатами имитационного 
моделирования, что говорит о целесообразности их применения 
для кодов длиной более 16000 бит. В силу того, что между стан-
дартами спутниковой и космической связи нет полного соответ-
ствия по параметрам помехоустойчивых кодов второй экспери-
мент был проведён при фиксированной скорости кодирования 
R = 1/2 и длине блока N ~ 1000 бит для проверочных матриц, 
полученных из спецификаций CCSDS и GMR-1. Разница в ПД 
равная 0,886 при моделировании по методу Монте Карло при 
обозначенных выше начальных установках преобразуется со-
гласно рис. 2 к несколько иному виду, по сравнению с кодами 
семейства DVB-S2. Уменьшение параметра ∆ изменяет угол 
наклона зависимости вероятности битовой ошибки pb от отноше-
ния сигнал-шум. Однако, для более детального изучения возни-
кающего эффекта требуется проанализировать большее количе-
ство графиков, что затруднительно сделать для рассматривае-
мых ансамблей кодов. 

Определение минимального спектра связанности 
циклов в графе Таннера 
Любой цикл в графе Таннера обладает метрикой связанности, 
поэтому при наличии алгоритма нумерации циклов возможно рас-
считать этот параметр для каждого из циклов. Цель настоящего 
исследования заключается в сопоставлении обхвата и спектра 
метрик связанности с наличием насыщения вероятности ошибки 
на соответствующих характеристиках помехоустойчивости МПП-
кодов. Определение параметра γi для циклов длиной 12 и более 
является крайне ресурсоёмкой задачей. Известные алгоритмы 
нумерации циклов предлагают различные компромиссы между 
вычислительными затратами и памятью, однако все они не позво-
ляют за разумное время на персональном компьютере провести 
анализ вплоть до gi = 22 и более. Поэтому было принято решение 
ввести принципиальное ограничение – оценивать исключительно 
минимальные показатели γi для всех  интересующих циклов. Кроме  
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Таблица 1. Сопоставление предельной эффективности декодирования для заданной скорости кодирования  
с показателем ПД для МПП-кодов из стандартов CCSDS, DVB-S2 и GMR-1 

Стандарт Длина кодового 
слова, n 

Скорость 
кодирования, R 

Предел Шеннона для заданной скоро-
сти кодирования, (Eb/N0)lim 

Порог декодирования, 
(Eb/N0)thr 

∆ = (Eb/N0)thr -  
- (Eb/N0)lim 

CCSDS 

2048 – 32768 1/2 0,187 0,622 0,435 
1536-24576 2/3 1,059 1,464 0,405 
1280-20480 4/5 2,04 2,418 0,378 

8160 7/8 2,838 3,355 0,517 
128, 256, 512 1/2 0,187 1,444 1,257 

DVB-S2 

64800 

1/4 -0,794 0,404 1,198 
1/3 -0,495 0,3358 0,8308 
2/5 -0,238 0,3707 0,6087 
1/2 0,187 0,7527 0,5657 
3/5 0,679 1,1487 0,4697 
2/3 1,059 1,6247 0,5657 
3/4 1,626 2,0734 0,4474 
4/5 2,04 2,4194 0,3794 
5/6 2,362 2,7357 0,3737 
8/9 3,033 3,4814 0,4484 
9/10 3,1977 3,6336 0,4359 

16200 

1/5 -0,963 0,3041 1,2671 
1/3 -0,495 0,2048 0,6998 
2/5 -0,238 0,2935 0,5315 
4/9 0,056 0,6631 0,6071 
3/5 0,679 1,0782 0,3992 
2/3 1,059 1,5493 0,4903 

11/15 1,503 2,0675 0,5645 
7/9 1,8474 2,4065 0,5591 

37/45 2,25 2,701 0,451 
8/9 3,033 3,408 0,375 

DVB-S2X 

64800 

2/9 -0,889 1,1358 2,0248 
13/45 -0,657 0,2306 0,8876 
9/20 -0,0324 0,5023 0,5347 
11/20 0,423 0,839 0,416 
26/45 0,562 0,9633 0,4013 
28/45 0,8 1,2115 0,4115 
23/36 0,894 1,3425 0,4485 
25/36 1,235 1,5873 0,3523 
13/18 1,423 1,7778 0,3548 
7/9 1,8474 2,1723 0,3249 

90/180 0,187 0,6569 0,4699 
96/180 0,342 0,7723 0,4303 
100/180 0,45 0,8782 0,4282 
104/180 0,562 0,9538 0,3918 
116/180 0,926 1,2825 0,3565 
124/180 1,199 1,5208 0,3218 
128/180 1,346 1,6646 0,3186 
132/180 1,5 1,8081 0,3081 
135/180 1,626 1,9403 0,3143 
140/180 1,847 2,135 0,288 
154/180 2,606 2,8565 0,2505 

18/30 0,678 1,0468 0,3688 
20/30 1,059 1,3869 0,3279 
22/30 1,5 1,7994 0,2994 

16200 

11/45 -0,813 0,1881 1,0011 
4/15 -0,736 0,0721 0,8081 
14/45 -0,577 0,1505 0,7275 
7/15 0,039 0,4338 0,3948 
8/15 0,342 0,6664 0,3244 
26/45 0,562 0,8841 0,3221 
32/45 1,346 1,6561 0,3101 

32400 
1/5 -0,963 0,3295 1,2925 

11/45 -0,813 0,2552 1,0682 
1/3 -0,495 0,3099 0,8049 

GMR-1 

976 1/2 0,187 1,508 1,321 
4464 0,972 0,785 

960, 4440 2/3 1,059 1,5244 0,4654 
8880 1,5186 0,4596 
2400 3/4 1,626 2,1235 0,4975 
11136 2,036 0,41 

950 – 11100 4/5 2,04 2,4946 0,4546 
960 9/10 3,1977 3,602 0,4043 

1920 – 8880 3,563 0,3653 
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Таблица 2. Сравнительный анализ стандартов спутниковой и космической связи по минимуму показателя ∆  
при фиксированных скоростях кодирования 

R Стандарт  n  (Eb/N0)lim ∆ ∆min 

1/2 

CCSDS 2048 – 32768 

0,187 

0,435 

0,435 

128, 256, 512 1,257 
DVB-S2 64800 0,5657 

DVB-S2X 0,4699 

GMR-1 976 1,321 
4464 0,785 

2/3 

CCSDS 1536-24576 

1,059 

0,405 

0,3279 
DVB-S2 64800 0,5657 

16200 0,4903 
DVB-S2X 64800 0,3279 

GMR-1 960, 4440 0,4654 
8880 0,4596 

4/5 
CCSDS 1280-20480 

2,04 
0,378 

0,378 DVB-S2 64800 0,4474 
GMR-1 950 – 11100 0,4546 

Таблица 3. Сравнительный анализ стандартов DVB-S2 и DVB-S2X по минимуму показателя ∆  
при фиксированных скоростях кодирования 

R Стандарт  n  (Eb/N0)lim ∆ ∆min 

1/3 DVB-S2 64800 
-0,495 

0,8308 
0,6998 16200 0,6998 

DVB-S2X 32400 0,8049 

1/2 DVB-S2 64800 0,187 0,5657 0,4699 DVB-S2X 0,4699 

2/3 DVB-S2 64800 
1,059 

0,5657 
0,3279 16200 0,4903 

DVB-S2X 64800 0,3279 

3/4 DVB-S2 64800 1,626 0,4474 0,3143 DVB-S2X 0,3143 

3/5 
DVB-S2 64800 

0,679 
0,4697 

0,3688 
DVB-S2 16200 0,3992 

DVB-S2X 64800 0,3688 

11/15 DVB-S2 16200 1,503 0,5645 0,2994 DVB-S2X* 64800 0,2994 

1/5 DVB-S2 16200 -0,963 1,2671 1,2671 DVB-S2X 32400 1,2925 
* – выбрано значение для скорости кодирования R = 22/30. 

  

Рис. 1.  Зависимости вероятности битовой ошибки  
от ОСШ в АБГШ канале связи  

для МПП-кодов из стандартов DVB-S2 и DVB-S2X 

Рис. 2.  Зависимости вероятности битовой ошибки  
от ОСШ в АБГШ канале связи для МПП-кодов  

из стандартов GMR-1 и CCSDS 
 

того, вводится ограничение на максимальное значение gmax = 22, в 
силу большого числа анализируемых кодов и высоких требовани-
ях к памяти выбранного алгоритма нумерации циклов [5]. В табл. 4-
8 в зависимости от стандарта, скорости кодирования и длины кода 
оценены обхваты графов Таннера и минимальные метрики связан-
ности для всех циклов от gmin до gi_max. При этом для каждой прове-
рочной матрицы значение gi_max определяется в индивидуальном 
порядке в зависимости от общего числа вершин в соответствующем 
графе Таннера и, как следствие, затратах памяти на нумерацию. В 
качестве примера рассмотрим первую строку табл. 4, где в столбце 

с параметрами γi_min указан вектор следующего содержания: [3, 4, 5, 6, 
7, 8, 9]. Значение γ0_min = 3 оценивается для всех циклов длиной, со-
ответствующей обхвату g0 = gmin = 6, далее γ1_min = 4 рассчитывается 
для циклов с числом ветвей g1 = 8 и т.д.  

Для оценки взаимосвязи между минимальными метриками 
связанности циклов, обхватами и наличием эффекта насыщения 
ошибки был проведён следующий эксперимент. Из разных стан-
дартов для различных скоростей кодирования были выбраны 
проверочные матрицы характеризующиеся очень низкими метри-
ками связанности, γi_min ≤ 3, i ≥ 0. Параметры моделирования были 
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выбраны по аналогии с предыдущим пунктом, т.е. вид модуля-
ции – двоичная фазовая, алгоритм декодирования – распро-
странение доверия с максимальным числом итераций 50 и канал 
связи – АБГШ. На рис. 3 для кодов из стандартов семейства 
DVB-S2 и DVB-S2X показано, каким образом проявляется эф-
фект на насыщения ошибки. Для сопоставления результатов 
следует обратиться к характеристикам, представленным для 
CCSDS кодов [7], где вплоть до вероятности битовой ошибки 
pb = 1e-9 подобного рода проблем с декодирование не наблюда-
ется. В тоже время представленные на рис. 3 результаты пока-
зывают, что прямой зависимости между значениями γi_min и уров-
нем «полки» не существует, что подтверждается кодом из стан-
дарта DVB-S2X с длиной N = 16200 и скорость R = 26/45. При 
сопоставлении векторов γi_min из табл. 6 и 7 видно, что все без 
исключения значения этого показателя для кода из стандарта 
DVB-S2X превосходят аналогичные значения для любого из трёх 
МПП-кодов стандарта DVB-S2. Однако, уровень насыщения 
ошибок при этом оказывается выше в случае использования 
проверочной матрицы, полученной из спецификации DVB-S2X, 
см. рис. 3. Таким образом, рассматриваемый показатель следует 

считать косвенным и требующим дополнительных уточнений. В 
качестве гипотезы для дальнейших экспериментов следует рас-
смотреть число циклов с минимальным значением метрики свя-
занности, а также определить границу по величине gmax, по кото-
рой следует выполнять максимизацию элементов вектора γi_min. 

 
Рис. 3.  Зависимости вероятности битовой ошибки  

от ОСШ в АБГШ канале связи  
для МПП-кодов из стандартов DVB-S2 и DVB-S2X 

Таблица 4. Оценки обхвата графа Таннера и минимальных метрик связанности циклов в кодах стандарта CCSDS 

Стандарт Скорость кодирования Длина инфо. части, k Обхват графа Таннера, g Минимальные метрики 
связанности, γi_min 

CCSDS 

1/2 

64 6 [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9] 
128 6 [5, 6, 5, 6, 7, 8, 9] 
256 6 [5, 4, 6, 7, 7, 8, 9] 

1024 6 [9, 4, 4, 4, 4, 5, 5, 5] 
4096 8 [7, 5, 5, 5, 5, 5, 6] 
16384 10 [11, 8, 5, 5, 5, 6] 

2/3 
1024 4 [6, 4, 4, 4, 4, 4, 5, 5] 
4096 6 [6, 5, 5, 4, 5, 5, 5] 
16384 6 [7, 5, 6, 5, 5, 5, 5] 

3/4 
1024 4 [5, 4, 4, 4, 4, 4, 4] 
4096 4 [6, 5, 5, 5, 4, 5, 5] 
16384 6 [6, 5, 5, 5, 5, 5, 5] 

4/5 
1024 4 [4, 4, 3, 4, 4, 4] 
4096 4 [6, 5, 4, 4, 4, 4] 
16384 4 [6, 5, 5, 5, 5, 5] 

Таблица 5. Оценки обхвата графа Таннера и минимальных метрик связанности циклов в кодах стандарта GMR-1 

Стандарт Скорость 
кодирования Длина кода, n Обхват графа Таннера, g Минимальные метрики 

связанности, γi_min 

GMR-1 

1/2 976 4 [8, 4, 6, 4, 4, 4, 4, 4] 
4464 [8, 6, 6, 4, 4, 4, 4, 4] 

2/3 
960 4 [12, 3, 2, 2, 2, 2, 2] 

4440 4 [12, 5, 3, 3, 2, 2, 2] 
8880 6 [6, 3, 3, 2, 2, 2, 2] 

3/4 2400 4 [8, 3, 2, 2, 2, 2] 
11136 6 [2, 2, 3, 2 1] 

4/5 

950 4 [8, 1, 1, 1, 2, 1] 
1920 4 [8, 2, 1, 2, 1, 2] 
2400 4 [8, 2, 1, 2, 1, 1] 
4440 4 [8, 2, 2, 2, 2, 2] 
8880 4 [8, 1, 2, 2, 2, 2] 
11100 6 [2, 2, 2, 2, 2] 

9/10 

960 4 [4, 1, 1, 1, 1] 
1920 4 [6, 1, 1, 2, 1] 
4480 4 [6, 1, 2, 2, 1] 
8880 6 [1, 1, 2, 2] 

Таблица 6. Оценки обхвата графа Таннера и минимальных метрик связанности циклов в кодах стандарта DVB-S2 

Стандарт Скорость 
кодирования Длина кода, n Обхват графа Таннера, g Минимальные метрики 

связанности, γi_min 

DVB-S2 

1/2 64800 6 [7, 7, 7, 2, 3, 3, 3] 

1/3 64800 8 [20, 11, 13, 12, 4, 3] 
16200 6 [20, 11, 11, 4, 12, 4, 6] 

1/4 64800 8 [11, 21, 11, 3, 11, 12] 

2/3 64800 6 [2, 4, 2, 2, 2] 
16200 6 [12, 2, 2, 3, 2] 

2/5 64800 6 [20, 20, 12, 3, 4, 3] 
16200 6 [20, 12, 11, 4, 11, 3] 
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3/4 64800 6 [11, 2, 2, 3, 2] 

3/5 64800 6 [11, 11, 3, 3, 3] 
16200 8 [11, 10, 11, 2] 

4/5 64800 6 [2, 2, 2, 2] 
5/6 64800 6 [12, 2, 2, 2] 

8/9 64800 6 [2, 2, 2, 2, 2] 16200 
9/10 64800 6 [2, 2, 2, 2, 2] 
1/5 16200 8 [30, 11, 20, 11, 13, 11] 

11/15 16200 8 [2, 2, 2, 2] 
4/9 16200 6 [12, 7, 8, 3, 3, 3, 3] 
7/9 16200 6 [2, 2, 2, 2, 2] 

37/45 16200 6 [2, 2, 2, 2] 

Таблица 7. Оценки обхвата графа Таннера и минимальных метрик связанности циклов в кодах стандарта DVB-S2X, часть 1 

Стандарт Скорость 
кодирования 

Длина 
кода, n 

Обхват графа 
Таннера, g Минимальные метрики связанности, γi_min 

DVB-S2X 

1/5 
32400 

6 [22, 22, 22, 13, 14, 13, 12, 12] 
1/3 6 [20, 13, 13, 4, 3, 4, 4, 3, 3] 

11/45 8 [16, 16, 17, 9, 10, 10, 6, 5] 

16200 

8 [16, 16, 17, 12, 9, 10, 4] 
14/15 6 [17, 10, 8, 9, 9, 10, 5, 4] 
4/15 8 [58, 20, 20, 21, 20, 20, 8] 
7/15 6 [66, 23, 23, 23, 7, 3, 3, 3] 
8/15 6 [40, 19, 19, 19, 3, 3, 2, 3] 
26/45 6 [11, 11, 3, 3, 3, 3] 
32/45 6 [3, 2, 2, 2, 2, 2, 2] 

 
Проведение имитационного моделирования по методу Мон-

те Карло требует значительных вычислительных затрат и время 
для оценки эффекта насыщения ошибки для одного кода при 
использовании быстрых инструментов анализа [11] может со-
ставлять от суток и более в зависимости от выбранного довери-
тельного интервала и, как следствие, числа ошибочно принятых 
бит на каждую точку вычислительного эксперимента. Ускорение 
процесса оценки уровня «полки» на зависимостях вероятности 
ошибки от ОСШ для итеративно декодируемых кодов возможно 
путём перехода от метода Монте Карло к выборке по значимо-
сти [12], что в свою очередь требует создания соответствующего 
эффективного программного обеспечения. 

Заключение 
В работе проведён анализ МПП-кодов в привязке к стандар-

там спутниковой и космической связи по нескольким критериям. 
Качественным показателями для сравнения были выбраны 3 
различные метрики – порог декодирования, минимальный спектр 
связанности и зависимость вероятности ошибки от ОСШ. В ре-
зультате исследования для всех кодов из стандартов CCSDS, 
DVB-S2X и GMR-1 получены весовые распределения по сим-
вольным и проверочным вершинам, а также сопоставлены зна-
чения ПД при фиксированной скорости кодирования в привязке к 
теоретической границе Шеннона. Анализ показал, что наилуч-
шие коды по первому критерию присутствуют в спецификациях 
CCSDS. Кроме того, с уменьшением параметров R и n наблюда-
ется заметное увеличение показателя ∆. Этот факт говорит о 
потенциальной возможности для получения новых кодовых кон-
струкций, обладающих меньшим ПД, с особенности при R < 0,5. 
Во второй части исследования показано, что при повышении 
показателя γi_min можно добиться существенного снижения уров-
ня насыщения ошибок декодирования, однако прямая взаимо-
связь между этим параметром и положением «полки» на рис. 3 
выявлено не было. В дальнейшем необходимо провести более 
глубокое исследование проблемы медленного снижение вероят-
ности ошибки с ростом ОСШ, используя методы анализа так 
называемых множеств ловушек [12]. 

Исследование выполнено за счет гранта Российского 
научного фонда (проект 17-79-20302) в Рязанском государ-

ственном радиотехническом университете. 
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