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Предложен новый метод мягкого декодирования кодовой комби-
нации помехоустойчивого кода и разработана методика определе-
ния надежности связи при жестком (HDD) и мягком (SDD) методе 
декодирования помехоустойчивого кода (ПК), зависящей от удель-
ной скорости передачи сигналов ( ), принадлежащих АС с QAM, и 
кодовой скорости ( ) ПК. Показано, что что при малых значениях 

 применение метода SDD обеспечивает энергетический выиг-
рыш, равный 2 дБ, по отношению к методу HDD. Этот выигрыш 
уменьшается до 1 дБ при больших значениях . Сформулированы 
рекомендации по выбору энергетических параметров системы свя-
зи, выбор которых позволяет уменьшить длину кодовой комбинации 
при заданной надежности приема сообщений, практически не по-
вышая энергетику линии связи.  

Определены возможные энергетические потери систем связи с 
ПК по отношению к пределу Шеннона. Показано, что эти потери 
могут быть незначительны только для низкоскоростных систем 
связи. Для высокоскоростных систем связи они оказываются зна-
чительными, особенно при применении ПК с небольшой кодовой 
скоростью. Отмечено, что в перспективных системах связи, пред-
назначенных для передачи сообщений с высокой скоростью и высо-
кой энергетической эффективностью целесообразно применять 
оптимальные по Шеннону многомерные АС, которые позволяют 
обеспечить высокую надежность приема сообщений без использо-
вания помехоустойчивых кодов. 
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Введение  

Одним из важных направлений исследова-
ний, связанных с повышением надежности пе-
редачи сообщений в современных системах 
связи, является разработка методов построе-
ния помехоустойчивых кодов (ПК) и эффектив-
ных алгоритмов их декодирования. Шенноном 
было установлено [1], что одной из возможно-
стей повышения помехоустойчивости приема в 
системах связи является применение ПК, име-
ющих большую длину кодовых комбинаций (КК), 
которые позволяют исправлять количество 
ошибок в КК, пропорциональное их длине. Со-
здание эффективных алгоритмов декодирова-
ния длинных кодов, имеющих достаточно про-
стую техническую реализацию является акту-
альной задачей.   

В данной работе описан новый метод мягко-
го декодирования ПК и выполнен анализ 
надежности связи, которая может быть обеспе-
чена при использовании методов жесткого де-
кодирования и мягкого декодирования ПК. Кроме 
того, в ней разработана методика, позволяющая 
определить энергетику линии связи, в которой приме-
няются определенные ансамбли сигналов (АС), а также 
помехоустойчивые коды с определенными параметра-
ми: длиной кодовых комбинаций, кодовой скоростью и 

способностью исправлять ошибки, возникающие при 
демодуляции принятого сигнала. Оценены энергетиче-
ские потери (ЭП) рассмотренных систем связи с ПК по 
отношению к пределу Шеннона, который, как было им 
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установлено, может быть достигнут, если в системе 
связи для передачи сообщений применяются только 
оптимальные многомерные АС сигналов, а ПК не ис-
пользуются.   

Многопозиционные ансамбли сигналов, 
используемые для передачи символов кодовых 
комбинаций помехоустойчивых кодов 

В современных системах связи для передачи сим-
волов КК по каналу связи используются, как правило, 
двумерные ансамбли сигналов (АС), такие, например, 
как многопозиционные сигналы с квадратурно-амп-
литудной (М-QAM), амплитудно-фазовой (М-APSK) мо-
дуляцией и др. Такие сигналы могут быть представлены 
сигнальными точками в двумерном евклидовом про-
странстве [2]. Ансамбли сигналов М-QAM и М-APSK 
используются, в частности, в системах наземного и 
спутникового вещания, параметры которых определены 
международными стандартами DVB-T2 и DVB-S2. Ниже 
рассмотрен случай, когда каждый сигнал такого АС ис-
пользуется для передачи одного 2q-ичного символа КК. 
Каждой КК длиной в n символов при использовании для 
передачи сообщений по каналу связи двумерных сигна-
лов соответствует многомерный сигнал (МС), имеющий 
2n координат. В 2n-мерном евклидовом пространстве 
такому сигналу соответствует одна сигнальная точка. 

В теории связи для определения значений инфор-
мационных символов в принятой КК разработаны две 
разные процедуры – алгоритм жесткого декодирования 
(HDD – Hard decision decoding) и мягкого декодирования 
(SDD – Soft decision decoding) [2, 3]. При процедуре HDD 
осуществляется полная посимвольная жесткая демоду-
ляция принятого сигнала, входящего в АС, который ис-
пользуется для передачи символов, входящих в КК. При 
этом в демодуляторе выносится решение о значении 
каждого принимаемого символа, причем некоторые из 
таких решений могут оказаться ошибочными. В резуль-
тате на входе декодера формируется последователь-
ность символов принятой КК. В декодере эта последо-
вательность обрабатывается с учетом известных соот-
ношений между информационными и избыточными 
символами в ПК, и осуществляется исправление оши-
бок, возникших при демодуляции принимаемых симво-
лов. По сути HDD КК на приемной стороне линии связи 
представляет собой процедуру определения принадле-
жащей ПК кодовой комбинации, которая в n-мерном 
хэмминговом пространстве расположена на минималь-
ном расстоянии до последовательности символов, 
сформированных на выходе демодулятора. Установле-
но [2, 3], что из-за того, что решения в демодуляторе о 
значении каждого символа принимаются независимо, 
процедура HDD имеет ЭП по отношению к SDD – опти-
мальному методу декодированию методом максималь-
ного правдоподобия (МП), равные, примерно, 2 дБ, т.е. 
в системах связи, в которых применяется HDD, для 
обеспечения одной и той же надежности приема требу-
ется обеспечить на входе демодулятора сигнал, уро-
вень которого на 2 дБ выше, чем в системах связи, в 
которых применяется SDD.  

Разработан ряд процедур SDD [2, 3], основанных на 

поиске максимально правдоподобной КК. В настоящее 
время в системах связи часто используются итерацион-
ные методы декодирования, основанные на последова-
тельном многократном уточнении значения апостериорной 
вероятности для каждого символа принятой КК. Оконча-
тельное решение о значении символов КК принимается на 
последнем шаге итерационной процедуры. Итерационные 
методы достаточно сложны, так как количество итераций 
для принятия надежного решения составляет, обычно, ве-
личину N ≈ 50. Разработаны также эффективные процеду-
ры декодирования по составленному определенным обра-
зом списку КК, в котором максимально правдоподобная 
КК находится путем перебора [3, 4].   

Основные параметры помехоустойчивых кодов 

Начиная с первого помехоустойчивого кода (ПК), 
предложенного в 1947 г. знаменитым американским уче-
ным Ричардом Хэммингом, были созданы ряд эффек-
тивных линейных кодов, в которых символы кодовой 
комбинации (КК) представляют собой последователь-
ность 2q-ичных символов, имеющие длину n. В таких ПК 
каждый символ в КК может быть представлен последо-
вательностью из q двоичных символов и, следователь-
но, может принимать 2q значений. В этих ПК по опреде-
ленному правилу из Mn = 2qn всех возможных последо-
вательностей длины n, для передачи информационных 
сообщений в этих последовательностях выбирают k по-
зиций, на которых передаются информационные симво-
лы, а на остальных (n-k) позициях передаются прове-
рочные символы, представляющие собой разные линей-
ные суммы по модулю 2q значений информационных 
символов, расположенных на различных позициях в КК 
[2, 3, 5]. Количество различных КК в таком коде равно, 
очевидно, Mk = 2qk. Величина Rc = (k∕n) представляет 
собой кодовую скорость передачи сообщений по дис-
кретному q-ичному каналу связи. При жесткой демоду-
ляции сигналов на приеме с определенной вероятно-
стью в КК появляются ошибки в оценке значений от-
дельных символов, которые должны быть исправлены 
при ее декодировании.  

Код способен исправить тем больше ошибок в КК, 
чем большее значение имеет минимальное хэммигово 
расстояние (dH) между двумя последовательностями  
2q-ичных символов в КК, однако при увеличении dH ко-
довая скорость ПК уменьшается. Расстояние dH равно 
количеству позиций, на которых в этих КК стоят разные 
символы. Те КК, расстояние между которыми равно dH, 
называются соседними. Величина dH связана с величи-
ной tH – количеством ошибок, которое ПК позволяет ис-
править в КК, соотношением dH = (2tH+1), а также с ко-
довой скоростью ПК. Если количество ошибок, возник-
ших при демодуляции принимаемого сигнала, превыша-
ет tH, то вместо переданной КК будет принята одна из 
других КК кода. Важной характеристикой ПК является 

величина ˆ ( / )H Hd d n  – относительная величина ми-
нимального кодового расстояния – чем она больше, тем 
большую надежность приема сообщений обеспечивает 
ПК, выбранный для системы связи [5], т.е. тем меньшее 
значение имеет вероятность ошибки декодирования КК 
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при заданном отношении сигнал∕шум (ρs) на входе де-
модулятора. В [2, 3, 5 и др.] указаны конструкции эф-
фективных ПК, позволяющие обеспечить высокую 
надежность связи при минимальном значении ρs. Важ-
ным свойством ПК является то [5], что, если расстояние 
Хэмминга между ближайшими его КК равно dH, то такой 
код позволяет полностью восстановить любые стертые 
в КК комбинации символы, если количество позиций, на 
которых они расположены, не превышает (dH-1). Это 
свойство обусловлено тем, что все символы КК связа-
ны друг с другом (n-k) линейными уравнениями и неиз-
вестные стертые символы, расположенные на извест-
ных позициях в КК, могут быть найдены при решении 
этих уравнений. Отметим, что, как будет показано в 

следующих разделах статьи, значения Rc и ˆ
Hd  опреде-

ляют важный параметр ρb – отношение сигнал∕шум на 
входе демодулятора, приходящееся на одни бит приня-
того сигнала, которое определяет надежность системы 
связи – значение вероятности ошибки при декодирова-
нии принятой КК, от которого зависит энергетика линии 
связи.  

Приведем формулы, определяющие Rc и ˆ
Hd  для 

нескольких ПК [5]: для кода Боуза – Чоудхури – Хоквин-
гема (БЧХ), для кодов с максимально достижимым рас-
стоянием (МДР) между КК, к которым относиться код 
Рида-Соломона (RS), для кодов c низкой плотностью 
проверок на четность (LDPC) и кодов Рида-
Маллера (RM).  

Для кодов БЧХ – 22(1 ) log ( )ˆ ,H cd R n  �  для  

2q-ичных кодов RS с МДР – (1 ).ˆ
H cd R   Исследования 

зависимости ˆ ( )Hd R  для длинных двоичных кодов 
(LDPC) показало [6], что она незначительно отличается 
от границы Плоткина [5] для двоичных кодов, т.е. 

( ) 0,5(1 )ˆ .H cd R R   В [7] рассмотрены 2q-ичные коды 

LDPC и получена зависимость ˆ ( )Hd R  для таких кодов с 
компонентным кодом RS при q = 8, которая оказалась 
весьма близка к границе Варшамова – Гилберта и мо-
жет быть весьма точно аппроксимирована формулой 

( ) (ˆ ( )) ,1 1H c c q cd R R R    где 6 = 0,57; 8 = 0,45 и  

10 = 0,371.  

Для двоичных кодов RM установлено [5], что длина 
КК, количество в ней информационных символов и ми-
нимальное хэммингово расстояние между КК опреде-

ляются следующими уравнениями: 2 ,mn   
0
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2 2[ ( )],log e log n   и ( )( ) 2ˆ .cr R
H cd R   Сравнение ис-

правляющих способностей кодов БЧХ и RM показывает, 
что коды RM при любой длине КК исправляют больше 

ошибок, чем коды БЧХ. Так, например, при cR = 0,5 и 
n = 1000 или 10000 для кода RM соответственно, 

3ˆ ( )10Hd = 0,115 и 3ˆ ( )10Hd = 0,048, а для кода БЧХ – 
3ˆ ( )10Hd = 0,1 и 3ˆ ( )10Hd = 0,01, т.е. исправляющая спо-

собность сравниваемых кодов при n > 10000 может от-
личаться более, чем в 5 раз. Отметим, что для длинных 

кодов параметры ˆ
Hd  и Ĥt  связаны соотношением 

2ˆ ˆ .H Hd t   

В данной работе предложен новый метод SDD, осно-
ванный на исследованиях Чейза [4], разработавшего 
несколько процедур составления ограниченного списка 
КК, перебором которых можно определить максимально 
правдоподобную ККХ, для которой многомерный сигнал 
МСХ находится на минимальном евклидовом расстоя-
нии от принятого сигнала МСr. Принятую кодовую ком-
бинацию необходимо определить в результате обработ-
ки сигнала МСr. Кроме того, в статье представлена ме-
тодика оценки вероятностей ошибки декодирования ПК с 
кодовой скоростью Rc, у которого минимальное хэммин-
гово расстояние между КК равно dH, а длина КК равна n. 
Предполагается, что в системе связи для символов КК 
применяется АС с М-QAM. В такой системе обеспечива-
ется удельная скорость передачи сообщений равна 
Rf = q бит∕сек∙Гц. В статье получены формулы, позволя-
ющие определить зависимости отношения сиг-
нал∕помеха на входе демодулятора, приходящегося на 
один бит принятого сообщения (ρb = ρs ∕ Rf), от кодовой 
скорости Rc. Такие зависимости характеризуют энерге-
тическую эффективность (ЭЭ) систем связи, в которых 
используются методы HDD и SDD.   

В работе определены также ЭП рассмотренных в ней 
систем связи с ПК по отношения к пределу Шеннона [1]. 
Анализ показал, что даже при использовании SDD при-
менение ПК приводит к большим ЭП, которые особенно 
значительны в высокоскоростных системах связи. Это 
соответствует результатам, полученным в книге [8], в 
которой рассматривались возможности создания систем 
связи, имеющих незначительные ЭП по отношению к 
пределу Шеннона. В таких системах высокая надежность 
приема сообщений и малые ЭП обеспечиваются за счет 
применения в них ансамблей многомерных объемно- 
или поверхностно-сферических сигналов, вследствие 
чего отпадает необходимость использования для этих 
целей ПК.  
Алгоритм Чейза мягкого декодирования двоичных 
помехоустойчивых кодов 

Для понимания процедуры мягкого декодирования 
(SDD) целесообразно рассматривать, как уже отмеча-
лось, отдельные КК, символы которых передаются с 
помощью двумерных АС, как многомерные сигналы (МС) 
в 2n-мерном евклидовом пространстве. Такой подход 
позволяет свести задачу оптимального декодирования 
принятой КК по критерию МП в хэмминговом простран-
стве к задаче нахождения в евклидовом пространстве 
соответствующего ей МС, для которого расстояние от 
принятого МСr имеет минимальное значение. 

Если АС с М-QAM (М = 2q) предназначен для пере-
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дачи значений 2q-значных символов, то возможные ко-
ординаты сигналов АС ( 1x  и 2x ) могут принимать сле-

дующие 20,5q значений [2]: 0,5
1 1(2 1 2  )q

Еx d m    и 
0,5

2 2(2 1 2 ),q
Еx d m    где 11 m  и 0,5

2 2 qm   [2], Еd  – 
минимальное значение между сигналами в АС с  

М-QAM, равное 2 ,Еd V  где V  – энергетический 

параметр, равный 3 / (2 1) 3 / (2 1)f fR R
s f bV R      

(здесь s f bR   – отношение сигнал∕шум на входе де-

модулятора, b  – отношение сигнал∕шум, приходящее-
ся на одни бит принятого сигнала). Значения евклидо-
вых координат МСi для i-й ККi (i = 1…2qk), состоящей из 
n символов, представляют собой последовательности 

чисел 1 ,i
jx  2 ( 1... ).i

j j nx    
При этом евклидово расстояние между двумя МС 

(МСk и МСl) определяется следующей формулой: 

2 2
, 1 1 2 2

1

(  )  .( )
n

k l k l
k l j j j j

j

D x x x x


     Отметим, что в том 

случае, если хэммингово расстояние между этими КК 
равно ,Hd  то в сумме, стоящей под знаком квадратного 

корня, отличаются от нуля только Hd  слагаемых. По-
этому, если в n-мерном хэмминговом пространстве ми-
нимальное расстояние между двумя разными КК равно

,Hd  а минимальное евклидовое расстояние между 
двумя разными сигналами двумерного ансамбля сигна-
лов (АС) равно ,Еd  то минимальное евклидовое рас-
стояние между двумя разными МС в 2n-мерном евкли-

довом пространстве будет равно .M H ЕD d d  Это 

расстояние пропорционально квадратному корню из 
хэммигова расстояния между КК, которым соответству-
ют эти МС.  

Если по каналу связи была передана ККr, а на вход 
демодулятора поступил соответствующий ей сигнал 
МСr, то на выходе синхронных детекторов (СД1 и СД2) в 
демодуляторе будут действовать сигналы, равные 

1 1 1
r r
j j jy x n   и 2 2 2 ,r r

j j jy x n   где 1 jn  и 2 jn  независи-

мые гауссовские величины, у которых 1 2 0,j jn n   и 

2 2
1 1 0,5j jn n   (черта сверху означает статистическое 

усреднение и предполагается, что мощность шума на 
входе демодулятора, нормированная к мощности при-
нимаемого сигнала, равна 1). В системах связи с SDD 
значения 1

r
jy  и 2

r
jy  запоминаются в блоке памяти и 

затем используются для вычисления расстояния между 
МСr и МСi  по формуле 

2 2
, 1 1 2 2

1

(  ) ( ) 
n

r i r i
r i j j j j

j

D y x y x


     (1) 

Отметим, что величина ,r iD  пропорциональна Еd  и 

с увеличением отношения сигнал∕шум (значений ρs или 
ρb) на входе демодулятора она увеличивается. При 
этом с увеличением Еd  уменьшаются как вероятность 
ошибки при демодуляции отдельных символов ККr, так 

и ошибки при ее декодировании.  
Для каждого МС, соответствующего одной из КК ис-

пользуемого кода, в 2n-мерном евклидовом простран-
стве существует зона правильного приема, представля-
ющая собой 2n-мерный шар, радиус которого равен 

1 ,z H ЕD d d  где 1 (0,5 )H Hd int d  (здесь ( ))int x  – це-

лая часть числа x ).  
Если при передаче ККr из-за действия шума, посту-

пающего на вход демодулятора, координаты принятого 
МСr не выйдут за пределы зоны правильного приема, то 
даже при жесткой демодуляции принятого сигнала МСr 
он будет преобразован в последовательность ККo  

2q-значных символов, у которой хэммингово расстояние 
до переданной кодовой последовательности не превы-
сит 1,H Ht d  т.е. количество ошибок при приеме от-

дельных символов не превысит Ht  – исправляющей 
способности ПК. Эти ошибки будут устранены при деко-
дировании и переданная ККr будет принята правильно.   

Оптимальным алгоритмом декодирования принятой 
ККr, является, как известно, метод МП [3, 4], в результа-
те которого следует найти МСХ, соответствующий опре-
деленной ККХ, для которого принятый сигнал МСr ока-
жется в зоне правильного приема сигнала МСХ, т.е. ев-
клидово расстояние ,r ХD  между МСr и МСХ не превысит 

.zD  В этом случае в результате декодирования можно 
будет принять, что ККr = ККХ. При достаточно большом 
значении отношения сигнал∕шум на входе демодулято-
ра, использовании метода SDD в результате декодиро-
вания информационная последовательность символов 
принятой ККr будет определена без ошибок.  

Тривиальным алгоритмом оптимального декодиро-
вания является полный перебор всех возможных ККi 
(i = 1…Mk), где Mk = 2qk – количество кодовых комбина-
ций, принадлежащих используемому в системе связи 
ПК, с вычислением на каждом этапе перебора значений 

,r iD  и выборе той МСХ, для которой , ,( ).r Х i r iD min D  
Реализовать такой подход к декодированию практически 
невозможно из-за технической сложности, так как для 
ПК, у которого 1,k   объем перебора всех возможных 
ККi огромен.  

В теории кодирования разработан ряд алгоритмов 
SDD, позволяющих сократить объем этого перебора. 
Одну из оригинальных и плодотворных идей SDD для 
двоичных кодов выдвинул в 1972 г. американский иссле-
дователь Д. Чейз [3, 4]. Она позволяет существенно со-
кратить объем перебора и приблизиться по качеству 
приема сообщений к тому, который обеспечивает деко-
дирование принимаемого МСr методом МП. Идея Чейза 
состояла в составлении существенно ограниченного 
списка КК, в котором почти наверняка содержится кодо-
вая комбинация ККХ, для которой соответствующей ей 
МСХ находился бы на минимальном евклидовом рассто-
янии от принятого МСr. Ниже в этом разделе рассмат-
ривается применение идеи Чейза к декодированию  
2q-ичных ПК, символы которых передаются по каналу 
связи с помощью сигналов с М-QAM.  

Для пояснения сути предложения Чейза рассмотрим 
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рис. 1. На этом рисунке представлена схема располо-
жения зон правильного приема многомерных сигналов, 
соответствующих нескольким кодовым комбинациям 
ККA, ККB, ККХ и ККD, а также МСr, соответствующей 
принимаемой ККr, и МСо – многомерного сигнала, соот-
ветствующего ККо – последовательности символов на 
выходе демодулятора, определявшего жесткие решения 
по каждому символу ККr. Как показано на рис. 1, коор-
динаты МСо могут существенного отличаться при невы-
соком отношении сигнал∕шум на входе демодулятора от 
координат МСr. Может оказаться, что МСо попадет в зо-
ну правильного приема ККA, тогда как МСr находится в 
зоне правильного приема ККХ. Отметим, что при высоких 
отношениях сигнал∕шум евклидово расстояние между 
МСr и МСо может оказаться весьма незначительным. 
При этом оба эти сигнала могут оказаться в области пра-
вильного приема МСХ, соответствующего переданной 
ККr. Для очень низкого значения отношения сигнал∕шум 
МСr может оказаться в зоне правильного приема МС, 
соответствующего КК, находящейся на значительном 
хэмминговом расстоянии от переданной. В этом случае 
при декодировании МСr окажется невозможным испра-
вить возникшие при демодуляции ошибки. 

 
Рис. 1. Схема расположения зон правильного приема  

многомерных сигналов (МС), соответствующих нескольким 
кодовым комбинациям, а также МСr и МСо 

Исследования Чейза показали [4], что, если в ре-
зультате алгебраического декодирования МСо была 
получена ККA и при этом расстояние между МСA и МСr 

превышает ( , )( ,z r А zD D D  то с весьма большой веро-

ятностью принятая ККr будет находиться в списке тех, 
которые являются ближайшими к ККA (на рис. 1 это 
ККB, ККХ и ККD и др.). Все такие КК находятся от ККA 
на расстоянии Хэмминга, равном Hd . Чейз сделал важ-

ный вывод, что, если определить ( Hd -1) позиций, на 
которых могут оказаться ошибочно принятые символы, 
то с помощью ПК правильные значения этих символов 
могут быть восстановлены.   

Для того, чтобы найти в этом списке ККr Чейз пред-
ложил использовать метод перебора для выполнения 
поэтапных изменений значений символов в ККо на 1Hd  
выбранных позициях. При этом, на каждом этапе пере-
бора после внесения таких изменений в ККо, осуществ-

ляется алгебраическое декодирование полученной по-
следовательности и находится определенная ККХ, рас-
положенная на хэмминговом расстоянии Hd  от ККA. 

Затем для нее формируется соответствующая МСХ, 
вычисляется по формуле (1) величина ,r XD  – евклидово 

расстояние между МСХ и МСr, и проверяется выполне-
ние условия , .r X zD D  Если это условие не выполняет-
ся, то указанные выше операции повторяются при выбо-
ре других 1Hd  позиций в ККо. Перебор возможных ККХ 

продолжается до тех пор, пока условие ,r X zD D  не 
будет выполнено. Тогда процедура декодирования за-
вершается и принимается, что ККr = ККХ.  

Для того, чтобы оценить объем перебора, отметим, 
что в АС с М-QAM у каждого сигнала имеются четыре 
ближайших, расположенных от него на евклидовом рас-
стоянии, равном .Еd  Таким образом, на каждом этапе 
перебора для каждой выбранной в ККо позиции имеются 
пять возможных вариантов изменения в ней символа и, 
следовательно, соответствующих евклидовых координат 
МСо: эти координаты могут принять значение, равное 

1( )о
j Еx d U  или 2( ),о

j Еx d U  где 1,U   если один из 

символов 1
о
jx  или 2

о
jx  в ККо должен быть изменен, или 

же эти координаты не изменяются и тогда 0.U    
Первый алгоритм SDD Чейза предусматривает вы-

бор любых 1Hd  позиций в ККо, имеющей длину n. Коли-
чество вариантов такого выбора равно, очевидно,  

1Hd
nC  – числу сочетаний 1Hd  из .n  Так как на каждой из 

выбранных позиций в системах, в которых применяется 
АС с М-QAM, возможны пять вариантов выбора значе-
ний символов, то список для поиска ККr, являющейся 
максимально правдоподобной, будет содержать 

1 1
1 5 H Hd d

nМ C  разных кодовых комбинаций.  
Второй предложенный Чейзом алгоритм SDD, также 

весьма близкий по качеству приема сигналов к алгорит-
му МП, заключался в том, что в демодуляторе при жест-
ких решениях о значениях символов в ККо оценивается 
также и надежность этих решений. Это позволяет вы-
брать в этой кодовой комбинации 1( 1)Hd   позиций, на 
которых расположены наименее надежные символы, и 
составить список КК, в которых символы, расположен-
ные на этих позициях, могут быть изменены. Такой спи-
сок содержит 1

2 5 HdМ   разных кодовых комбинаций. 

Отметим, что 2 1 2 .qkМ М   Алгоритмы Чейза суще-
ственно сокращают объем перебора по сравнению с 
полным перебором при поиске максимально правдопо-
добной ККr, хотя он остается значительным. Суще-
ственным их недостатком является то, что в них не ис-
пользуются соотношения, которые связывают между 
собой все символы КК, принадлежащие ПК, выбранному 
для системы связи, а также то, что на каждом этапе пе-
ребора требуется осуществлять декодирование ККо в 
которой изменены значения символов на 1Hd  опреде-
ленных позициях. Отметим, что исследованиям второго 
алгоритма Чейза посвящены ряд исследований [9…12], 
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в которых рассматривались, в основном, методы упро-
щения процедуры перебора КК, внесенных в ограни-
ченный список для поиска ККХ. 

Новый алгоритм мягкого декодирования  
2q-ичных помехоустойчивых кодов 

Предлагаемый в этом разделе метод SDD основан 
на важной закономерности появления определенного 
количества ошибок в принятой КК௥  при демодуляции 
соответствующего ей rМС  в зависимости от n -длины 

ККr и erp  – вероятности ошибки определения значения 
принимаемого символа при жесткой демодуляции сиг-
налов М-QAM.  

В ККо – последовательности из n  символов, появ-
ляющейся на выходе демодулятора, количество ert  
ошибочно принятых символов является случайным, 
имеющим при 1n  гауссово распределение вероятно-
стей. Среднее значение величины ert  равно, очевидно, 

,er ern np  а среднеквадратическое значение – 

(1 ).er er ernp p    Причем, так как ( )er ern   

(1 ) 1er erp np    при 1n , то диапазон флуктуа-

ций количества ошибок в КК существенно меньше их 
среднего значения. Это означает, что в rКК  с большой 

степенью вероятности практически только для ern  сим-
волов их значения определены с ошибкой, а значения 
остальных символов определены точно. Причем можно 
утверждать, что количество символов, значение кото-
рых определены с низкой надежностью в этой rКК , с 

большой вероятностью не превышает 2 .er erd t  Если 
для исправления ошибок в КК௥ применить ПК, у которо-
го минимальное хэммингово расстояние между разными 
КК равно [ 1],H erd d   а длина КК имеет большое 
значение ( 1n ), то, используя ПК, можно обеспечить 
высокую надежность связи, выбрав энергетику линии 
связи так, чтобы на входе демодулятора отношение 

сигнал∕шум было бы таким, что ˆ( / 2).er Hp d  При этом 

вероятность ошибки при декодировании КК ( decP ) будет 
весьма незначительна, так как с помощью ПК все ошиб-
ки в определении значений символов в демодуляторе 
будут устранены. Для выполнения условия 

ˆ( / 2)er Hp d  следует значение erp  выбирать равным 

ˆ( / 2),er Hp d  где величина ,  как показывают выпол-
ненные в последующих разделах статьи расчеты, может 
быть принимать значения  = 0,7…0,9. При выборе па-
раметра ߛ следует иметь ввиду, что при меньших зна-
чениях ߛ требуется на входе демодулятора обеспечить 
большее отношение сигнал∕шум, т.е. необходимо уве-
личить энергетический потенциал линии связи.  

Новый метод SDD имеет, как и алгоритм Чейза, два 
этапа. На первом этапе выполняется жесткая демоду-
ляция сигналов М-QAM и формируется последователь-
ность символов ККо. Затем, в соответствии с отмечен-
ными выше правилами, определяются евклидовы коор-

динаты 1
о
jx  и 2

о
jx  многомерного сигнала МСо, с помо-

щью которого символы переданной ККr с использовани-
ем сигналов с М-QAM были переданы по каналу связи. 
На втором этапе находятся номера позиций символов в 
ККо, на которых значения символов определены с низ-
кой надежностью. Для этого, используя оценки коорди-
нат 1

r
jy  и 2

r
jy  МСr, значения которых получены в ре-

зультате мягкой демодуляции МСr и хранятся в памяти 
демодулятора, а также координаты 1

о
jx  и 2

о
jx  многомер-

ного сигнала МСо, вычисляются величины 

1 1 1 r о
j j jy x    и 2 2 2 ,r о

j j jy x    с помощью которых 

вычисляется евклидово расстояние между МСо и МСr, 

равное 2 2
, 1 2

1

( ).
n

r А j j
j

D


     Если условие ,r А zD D  

выполняется, то процедура декодирования считается 
завершенной и оценки значений всех символов, входя-
щих в последовательность ККо, сделаны без ошибок и 
равны символам принятой rКК .  Если же это условие не 
выполняется, то ККо содержит ряд ошибочно принятых 
символов, для исправления которых с помощью ПК тре-
буется найти номера позиций, на которых они располо-
жены. Выше было показано, что, определив энергетику 
линии связи так, чтобы выполнялось условие 

ˆ( / 2),er Hp d  можно с большой вероятностью гаранти-
ровать, что в ККо количество символов, значения кото-
рых в демодуляторе могли быть определены неверно, 
будет меньше, чем ( 1Hd  ), а значения остальных  

( 1Hn d  ) символов в ККо приняты без ошибок. Опре-
делить номера позиций символов, принятых с ошибкой, 
можно, вычисляя ,r АD  по формуле (1). Вклад символа, 

расположенного на j-й позиции в последовательности 
ККо, в величину ,r АD  равен 2 2 2

1 2( ).j j j     Поэтому 

номера позиций, на которых расположены ( 1Hd  ) са-

мые большие значения величин 2
j  в последовательно-

сти 2
j  ( 1j n  ), дают номера всех позиций символов 

в ККо, значения которых были, возможно, в демодуля-
торе определены с ошибкой. В последовательности ККо 
на этих позициях следует поставить знак стирания. Зна-
чения этих символов могут быть восстановлены, так как 
ПК, у которого хэммингово расстояние между КК равно 

Hd , позволяет, как уже отмечалось выше, восстановить 

значения ( Hd -1) стертых символов.  
Отметим преимущества данного метода по сравне-

нию с методом Чейза. Описанный выше метод является 
универсальным и применим к любым 2q-ичным ПК. В 
отличии от алгоритмов, предложенных Чейзом, этот ме-
тод не является переборным. Кроме того, он не требует 
исправления ошибок последовательности ККо символов 
и определения кодовой комбинации ПК, соответствую-
щей этой последовательности. Он основан на опреде-
лении ( 1Hd  ) номеров позиций в ККо, на которых рас-
положены стертые символы, и нахождения их значений 
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путем решения системы линейных уравнений, пред-
ставляющих собой суммы по модулю 2q неизвестных 
значений стертых символов и значений других  
( 1Hn d  ) известных информационных и проверочных 
символов в принятой кодовой комбинации. Поскольку 
положение стертых символов в ККо известны, то для 
декодирования линейных кодов может быть использо-
ван простой метод. Количество вычислений, которые 
необходимы для исправления ( H 1d  ) стираний в КК, 

пропорционально 2 2
H( 1)serG q d   [13, cтр. 50]. Из 

оценки serG  – сложности данного метода SDD, видно, 

что с увеличением кодовой скорости ( сR ), когда умень-

шается количество ошибок (т.к. H ~ (1 ) ,ˆ )сd R  исправ-
ляемых ПК, количество вычислений для определения 
КК௥ этим методом SDD также уменьшается.  

Отметим, что во втором переборном алгоритме SDD 
Чейза количество вычислений, необходимых для опре-
деления наиболее правдоподобной КК, составляет 

H1
2 .5d

serМ G   Реализации SDD в системах связи, в 
которых применяются итерационные методы, также 
требует весьма большого объема вычислений, так как 
обработка принятой ККr требует N -кратного опреде-
ления апостериорных вероятностей символов принима-
емой КК ( 50N  ).  

Из приведенного анализа следует, что техническая 
реализация предлагаемого метода SDD является, по-
видимому, самой простой из тех, которые сегодня приме-
няются в системах связи. Следует обратить внимание на 
еще одно преимущество предлагаемого этого метода – 
он обеспечивает минимальное время, необходимое для 
декодирования принятой кодовой комбинации, обеспечи-
вая минимальную задержку между поступлением сигнала 
на вход демодулятора и появлением информационных 
символов на выходе декодера. В ряде случаев к систе-
мам связи предъявляются весьма жесткие требования к 
величине такой задержки. 

Оценка надежности приема сообщений  
в системах с HDD и SDD 

Получим оценки надежности приема сообщений в 
системах с HDD и SDD, в которых используется ПК, а 
для передачи сигналов – АС с M-QAM. Будем считать, 
что для передачи 2q-ичных символов ПК применяются 
M = 2q-позиционные АС с M-QAM, обеспечивающие 
удельную скорость передачи сообщений по каналу свя-
зи, равную  fR q  бит∕сек∙Гц. Известно [2], что для АС с 
M-QAM нормированное к мощности шума минимальное 
расстояние ݀Е  разными сигналами равно 2 ,Еd V  

где 3 / (2 1) 3 / (2 1)f fR R
s f bV R      (здесь s  – от-

ношение сигнал∕шум на входе демодулятора, b  – от-
ношение сигнал∕шум, приходящееся на одни бит приня-
того сигнала).  

В системах с HDD в демодуляторе сигналов с  
M-QAM имеются два квадратурных канала приема, в 
которых установлены синхронные детекторы (СД) [2]. 
При детектировании принятого сигнала на их выходах 

появляются напряжения, определяющие координаты 
сигнальной точки принятого сигнала с M-QAM. Эти 
напряжения при отсутствии шума могут принимать 2q/2 
разных опорных уровней, причем соседние уровни отли-
чаются друг от друга на величину, равную .Еd  Опорные 
уровни сигналов с M-QAM, определяющие двумерные 
координаты сигнальной точки, на выходах СД дают зна-
чения символов, которые могли быть переданы по кана-
лу связи. Из-за действия шума при приеме конкретного 
сигнала уровни напряжения на выходах СД отличаются 
от опорных. В каждом канале приема в демодуляторе 
между уровнями устанавливаются пороги, равные 
0,5 Еd V  – половине расстояния между соседними 
уровнями. Решение о том, какой символ был принят, 
выноситься путем сравнения с порогом каждого из при-
нятых уровней на выходе СД. Если из-за действия шума 
смещение координат сигнальной точки не превысило 
порога, ошибки в оценке значения символа в демодуля-
торе не произойдет, в противном случае, это значение 
будет определено с ошибкой. Так как в системах связи 
шум, действующий на входе демодулятора, распреде-
лен по гауссову закону, то вероятность ошибки при 
определении значения принятого символа определяется 
следующей формулой [2]: 

21 [1 ( 2)] ,erp erfc V     (2)  

где 
22( ) x

x

erfc x e dx



 

  
 

  – функция Крампа. Из (2) 

следует, что ( 2) 1 (1 ) .ererfc V p      Для того, что-

бы определить из (2) энергетический параметр ,V  при 
котором обеспечивается требуемое значение вероятно-
сти ,erp  воспользуемся формулой для вычисления 

функции ( ),Z  обратной функции ( ).Z erfc x  Функцию 

( )Z  с высокой точностью можно рассчитать таким 
образом [8]:  

2
0 1 2

2 3
1 2 3

( ) ( )
( ) ( )

1 ( ) ( ) ( )
c c u Z c u Z

Z u Z
d u Z d u Z d u Z

 
  

  
,  (3) 

где 1( ) 2 ln[( ) ],u Z Z   0  2,525517,c   1  0,802853,c    

2  0,010328,c   1 1 , 432788,d   2  0,189269,d   

3  0,001308.d   В рассматриваемом случае величина ,Z  

как видно из (2), зависит от : ( )er erp Z p   

0,5 1 1 .( )erp      При этом, энергетический пара-

метр ܸ можно рассчитать по формуле  2([ .)]erV Z p   

Из (3) следует соотношение, по которому можно опре-
делить параметр ߩு௕ – отношение сигнал∕шум, приходя-
щееся на одни бит принятого сигнала при жестком деко-
дировании КК помехоустойчивого кода: 

 2(2 1) ( )
3

[ ]
fR

b er
f

Z p
R

 
  .  (4) 

Величина erp  в (4) определяет значение энергетиче-
ского параметра V – энергетику линии связи, которую 
при проектировании линии связи важно выбрать таким 
образом, чтобы ПК, который используется для передачи 
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сообщений, мог бы с большой вероятностью исправить 
те ошибки в определении значений символов КК, кото-
рые возникли при демодуляции принятых сигналов.  

Последовательность 2q-ичных символов, сформиро-
ванных на выходе демодулятора, поступает на вход 
декодера. Для каждой КК эта последовательность име-
ет длину ,n  а распределение вероятностей количества 
ошибок в КК является биномиальным [2]. Вероятность 

decHP  – ошибки при HDD, равна вероятности того, что 
количество ошибок в этой последовательность окажет-
ся больше Ht  – количества ошибок, которое может быть 
исправлено кодом. Эта вероятность определяется 
формулой: 

 ˆ ˆ

1

1
1

ˆ l ˆn 1 ln

(1 )

. 

H

H H
H H

er er

n
i i n i

decH n er er
i t

t t
n t t

p p

P C p p

e



 

    
              

  




   (5) 

Приближенное соотношение в (5) получено в резуль-
тате оценки суммы методом Чернова [2].  

Метод SDD, предложенный Чейзом, основан на опре-
делении ( 1Hd  ) позиций тех символов в КК, значения 
которых надежно оценить в жестком демодуляторе ока-
залось невозможно, и они оказались стертыми. Поэтому 
для нахождения значений этих символов он предложил 
использовать метод перебора. Однако, вместо перебора 
для этого можно использовать, как показано выше, го-
раздо более простую процедуру решения системы ли-
нейных уравнений, связывающих значения стертых сим-
волов в КК со значениями нестертых, которые с весьма 
высокой вероятностью являются достоверными. Извест-
но [5], что ПК, у которого минимальное расстояние между 
КК в ПК равно ,Hd  способен полностью восстановить 

2 ( 1) er er Hd t d    стертых символов.  

Если обозначить esrp  – вероятность появления в КК 
стертых символов, то вероятность ошибки декодирова-
ния при использовании метода SDD, предложенного 
Чейзом, может быть определена по формуле, анало-
гичной (4):  

 
ˆ ˆ

ˆ ˆ 1
ln 1 ln

1

(1 )

,

H

H H
H H

esr esr

n
i i n i

decS n esr esr
i d

d d
n d d

p p

P C p p

e





    
              

  




 (6) 

в которой )ˆ ( .H Hd d n  Величина esrp  в (6) определяет 
значение энергетического параметра ܸ  для метода 
SDD. Из рассуждений, аналогичных тем, которые были 
приведены после формулы (4), следует, что для того, 
чтобы обеспечить малое значение вероятности decSP  
при использовании ПК с достаточно большой длиной 
КК, необходимо, чтобы при выборе энергетики линии 
связи было бы обеспечено выполнение условия 

ˆ
esr Hp d , где величина ߛ может быть выбрана равной 

 = 0,7…0,9. 
Таким образом, если применяются методы HDD или 

SDD, то значения Hb  и Sb  – отношений сигнал∕шум, 
приходящихся на одни бит принятого сигнала, можно 

определить по формулам: 

 2(2 1) ( )
3

[ ]
fR

bH er
f

Z p
R

 
   и 

 2(2 1) ( )
3

[ ] .
fR

bS esr
f

Z p
R

 
   (7)  

При проектировании системы связи весьма важно 
знать насколько их ЭЭ к близка предельной, определяе-
мой границей Шеннона [1]. В системах связи, в которых 
применяются ПК с кодовой скоростью cR  и АС, обеспе-
чивающие передачу сигналов с удельной скоростью, 
равной ,fR  удельная скорость передачи информацион-
ных символов по линии связи составляет 

о f cR R R  бит∕сек∙Гц. Предел Шеннона [1] для системы 
связи, обеспечивающей передачу сообщений с такой 
удельной скоростью, равен  

2 .( 1)оR
bsh оR     (8) 

Анализ полученных результатов 

В этом разделе представлен анализ результатов 
расчетов по формулам (5…8) для кодов с МДР, для ко-
торых (1 ).ˆ

H cd R   Аналогичные расчеты можно вы-
полнить и для других видов ПК, используя для этого 
формулы, приведенные в предыдущем разделе. На 
рис. 2 представлены зависимости ( , ),bH f cR R  

( , )bS f cR R  и ,( ,)bsh f cR R  рассчитанные для ПК с 
большой длинной КК, которые позволяют обеспечить 
малые значения вероятностей ошибки при декодирова-
нии ПК методом HDD и SDD. Анализ этих зависимостей 
показывает, что для любых значений fR  и для сравни-

тельно низких значениях кодовой скорости ( 0,5)cR   
использование метода SDD позволяет получить энерге-
тический выигрыш по отношению к методу HDD равный, 
примерно, 3 дБ. Этот результат соответствует общей 
теории кодирования [2, 3].  

С увеличением cR  этот выигрыш уменьшается и при 

cR  0,9 он составляет величину ≈1 дБ. Такой характер 

изменения выигрыша с увеличением cR  естественен, 

так как при cR = 1 (т.е. когда ПК не применяется) этот 
выигрыш вообще отсутствует (равен 0 дБ). Сравнение 
графиков, приведенных на рис. 2 а) и рис. 2 b), при раз-
ных значениях параметра ߛ, от которого зависят необхо-
димые для обеспечения надежной связи вероятности 

erp  и ,esrp  определяющие энергетику линии, показыва-
ет, что его уменьшение с  = 0,85 до  = 0,75, повышает 
ее примерно на 0…0,5 дБ. 

Сопоставление штрих-пунктирных зависимостей 
рис. 2 для систем с SDD и точечными, определяющими 
порог Шеннона, показывает, что для любых значениях 

fR  и cR  энергетические потери (ЭП) систем связи, в 
которых используются сигналы АС с M-QAM и ПК, значи-
тельны. При этом для высокоскоростных систем связи, 
когда fR  имеет большие значения, эти потери суще-
ственно  выше,  чем  для  систем,  в которых  сообщения 
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 a) b) 

Рис. 2. Зависимости ( , ),bH f cR R  ( , )bS f cR R  и ,( ,)bsh f cR R  (рис. 2 а) –  = 0,85; рис. 2 b) –  = 0,75) 

 
 a) b) 

Рис. 3. Зависимости lg[ ( , )]decH cP n R  и (g[ ]l , )decS cn RP  от n  – длины КК 

передаются с меньшей скоростью. Следует также отме-
тить, что особенно высоки ЭП в системах, в которых 
применяются ПК с небольшой кодовой скоростью .cR  

Так, например, при fR = 8 бит∕сек∙Гц ЭП систем с ПК 

составляют 5…6 дБ при любых значениях ;cR  если же 

fR = 4 бит∕сек∙Гц, то ЭП систем с ПК составляют 

0,5…1 дБ при cR = 0,5 и ≈3 дБ при cR = 0,9. Отсюда 
следует, что только в сравнительно низкоскоростных 
системах связи, в которых параметры АС ( )fR  и ПК 

( )cR  имеют небольшие значения, можно обеспечить 
высокую надежность приема сообщений и малые ЭП по 
отношению к пределу Шеннона.  

Отметим, что в первых публикациях, посвященных 
перспективам применения в системах связи новых тур-
бокодов [14] и кодов LDPC [15], указывалось, что эти 
коды обеспечивают исключительно низкие ЭП по отно-
шению к пределу Шеннона. Однако следует обратить 
внимание на то, что данные утверждения относились к 
системам связи, в которых для передачи сообщений 
использовались сигналы с простой  фазовой  модуляци- 

ей (PSK) и ПК с cR = 0,5. В технической литературе в 
ряде случаев утверждается, что применение таких кодов 
большой длины при любых значениях fR  и cR  позволя-
ет обеспечить высокую надежность связи и низкие ЭП по 
отношению к пределу Шеннона. Это не соответствует 
действительности и результаты данной статьи показы-
вают, что применение ПК в высокоскоростных системах 
связи всегда приводит к большим ЭП по отношению к 
пределу Шеннона. Это важное положение впервые было 
обосновано в [8].  

Для надежной передачи сообщений в системах связи 
целесообразно, как было показано Шенноном [16], ис-
пользовать оптимальные многомерные поверхностно- и 
объемно-сферических ансамбли сигналов, при примене-
нии которых отпадает необходимость применения ПК. В 
[8] предложена конкретная конструкция таких сигналов и 
рассмотрены вопросы построения для них модуляторов 
и демодуляторов.   

На рис. 3 представлены зависимости вероятностей 

H ( , )dec cP n R  и ( , )decS cnP R  от n  – длины КК. 

Сплошные кривые относятся к системам с HDD, а 
пунктирные – к системам с SDD. На рисунках указаны 
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значения параметров ,  от которых, как указывалось 
выше, зависит энергетика линии, обеспечивающая вы-
сокую надежность связи. Зависимости на рис. 3 а) по-
строены при cR = 0,5, а на рис. 3 b) – при cR = 0,9. Из 
рис. 3 видно, что при декодировании ПК по методу HDD 
длина КК, необходимая для получения высокой надеж-
ности приема сообщений, почти в два раза больше, чем 
при декодировании ПК по методу SDD. Кроме того, из 
рис. 3 видно, что для ПК, у которых cR = 0,9, длина КК 

почти в 10 раз больше, чем для ПК, у которых cR = 0,5. 
Значительное влияние на длину КК при заданном зна-
чении Pdec оказывает параметр  – при изменении его 

значения от  = 0,75 до  = 0,9 необходимая длина КК 
увеличивается примерно в 8 раз. 

Отметим, что при применении ПК с длинными КК 
сложности технической реализации систем связи возрас-
тают. Следует также иметь в виду, что в системах с ПК с 
длинными КК существенно увеличивается задержка при 
приеме сообщений, что является недопустимым в ряде 
специальных систем связи. Поэтому при проектировании 
системы связи значение параметра   следует выбирать 
как можно меньшим. При обсуждении зависимостей, 
представленных на рис. 2, указывалось, что при умень-
шении этого параметра с  = 0,85 до  = 0,75 энергетика 
линии связи увеличивается на небольшую величину – 
примерно на 0,5 дБ. Поэтому целесообразно значение 
параметра   выбирать в этом интервале.   

Заключение 

В данной статье предложен новый метод мягкого де-
кодирования кодовой комбинации помехоустойчивого 
кода и разработана методика определения надежности 
связи при жестком (HDD) и мягком (SDD) методе деко-
дирования. Надежность связи зависит от удельной ско-
рости передачи сигналов ( fR ), принадлежащих АС с 

QAM, кодовой скорости ( cR ) ПК и длины ( )n  КК. Пока-

зано, что что при малых значениях cR  применение ме-
тода SDD обеспечивает по отношению к методу HDD 
энергетический выигрыш, равный 2 дБ. Этот выигрыш 
уменьшается до 1 дБ при больших значениях .cR  
Сформулированы рекомендации по выбору энергетиче-
ских параметров системы связи, выбор которых позво-
ляет при заданной надежности приема сообщений 
уменьшить длину кодовой комбинации, практически не 
повышая энергетику линии связи. 

Определены возможные энергетические потери си-
стем связи с ПК по отношению к пределу Шеннона. По-
казано, что эти потери могут быть незначительны толь-
ко для низкоскоростных систем связи. Для высокоско-
ростных систем связи они оказываются значительными, 
особенно при применении ПК с небольшой кодовой ско-
ростью.  

Создание систем связи с характеристиками, близки-
ми к предельным по Шеннону, имеет большое практи-
ческое значение. В 2017 г. в Международном Союзе 
Электросвязи были сформулированы требования к пер-

спективным системам беспроводного доступа, пользова-
тели которой должны иметь возможность передачи со-
общений в канале с ограниченной полосой частот до 
100 Мбит/с. В статье отмечено, что в перспективных си-
стемах связи, предназначенных для передачи сообще-
ний с высокой скоростью и высокой энергетической эф-
фективностью целесообразно применять оптимальные 
многомерные АС, которые позволяют обеспечить высо-
кую надежность приема сообщений без использования 
помехоустойчивых кодов. 
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