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Рассмотрена разработка математического и алгоритмическо-
го обеспечения для спектрального анализа сигналов на основе вы-
числения и усреднения периодограммных оценок спектральной 
плотности мощности (СПМ). Особенностью данной разработки 
является формирование псевдоансамбля подлежащих обработке 
сегментов с применением бинарно-знакового стохастического 
квантования реализации анализируемого сигнала. Использование 
данного вида квантования позволило осуществить аналитическое 
вычисление интегральных операций при переходе от аналоговой 
формы модифицированных периодограмм к их вычислению в дис-
кретном виде. Вследствие этого вычисление оценки СПМ свелось к 
обработке дискретных значений функций, вид которых определя-
ется только видом применяемых оконных функций. Основными опе-
рациями такой обработки являются операции сложения и вычита-
ния. Практически исключена необходимость выполнения операций 
умножения, что повышает оперативность проведения спектраль-
ного анализа. Результаты численного эксперимента показали, что 
разработанный подход позволяет осуществлять спектральный 
анализ при достаточно низком отношении сигнал/шум. 
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The article discusses the development of mathematical and algorithmic support for the spectral analysis of signals based on the cal-
culation and averaging of periodogram estimates of the power spectral density (PSD). A special feature of this development is that 
the formation of a pseudo-ensemble of segments to be processed is carried out using binary-sign stochastic quantization of the ana-
lyzed signal. The use of this type of quantization made it possible to carry out analytical calculation of integral operations in the tran-
sition from the analog form of modified periodograms to their calculation in discrete form. As a result, the calculation of the PSD es-
timate has been reduced to processing discrete values of functions, which are determined only by the type of window functions 
used. The main operations of such processing are addition and subtraction operations. The need to perform multiplication opera-
tions is practically eliminated, which increases the efficiency of spectral analysis. The results of the numerical experiment showed 
that the developed approach allows performing spectral analysis at a sufficiently low signal-to-noise ratio. 
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Введение 

Спектральный анализ сигналов представля-
ет практический интерес во многих областях 
современной науки и техники. Исследование 
частотного состава сигналов позволяет контро-
лировать текущее состояние различных по сво-
ему назначению технических систем и техноло-
гического оборудования в режиме их штатного 
функционирования. При этом анализируемые 
сигналы, как правило, являются сложными по 
своему частотному составу. Это выражается в 
том, что они представляют собой совокупность 
гармонических составляющих и шумовых по-
мех. Последние могут быть, как собственными 
шумами, сопровождающими технологические 
процессы, так и внешними по отношению к ним 
шумами различного физического происхождения, 
носящими случайный характер. Спектральный анализ 
таких сигналов предполагает оценивание спектральной 
плотности мощности (СПМ), которая дает представле-
ние о его средней мощности, приходящееся на единич-
ный частотный интервал [1, 2]. 

С развитием средств вычислительной техники оце-
нивание СПМ преимущественно осуществляется в 
цифровом виде. При этом широкое применение получил 
периодограммный метод вычисления оценок СПМ на 
основе выполнения алгоритмов быстрого преобразова-
ния Фурье (БПФ). Периодограммный метод предполага-

ет вычисление оценки СПМ по одной реализации сигна-
ла при условии, что он обладает свойствами стационар-
ности и эргодичности. В общем случае такая оценка 
СПМ будет давать статистически неустойчивые резуль-
таты спектрального анализа. Это приводит к тому, что 
периодограммные оценки СПМ для сильно зашумлен-
ных сигналов будут иметь значительные флуктуации 
относительно истинных значений частотных составляю-
щих. Следствием этого может стать потеря в оценке 
спектра слабых гармонических составляющих при низ-
ком отношении сигнал/шум. Кроме того, ввиду анализа 
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реализации сигнала конечной длительности, имеет ме-
сто эффект «утечки» энергии в боковые лепестки. Такой 
эффект приводит к наложению и искажению спектраль-
ных линий в оценке СПМ, и слабые спектральные ком-
поненты могут маскироваться боковыми лепестками 
более сильных спектральных компонент [1, 2]. 

С целью улучшения оценки СПМ используют метод 
усредненных модифицированных периодограмм. Со-
гласно этому методу реализация сигнала на интервале 
времени его анализа представляется в виде псевдоан-
самбля сегментов. Тогда оценка СПМ вычисляется 
усреднением периодограммных оценок, которые вычис-
ляются для каждого сегмента псевдоансамбля. Для 
увеличения числа сегментов при ограниченной дли-
тельности наблюдаемой реализации сигнала допуска-
ется их частичное перекрытие. При этом чтобы осла-
бить утечку в боковые лепестки используют оконные 
функции для сглаживания сегментов [1, 2]. Нетрудно 
видеть, что такой подход к оцениванию СПМ представ-
ляет собой достаточно сложный вычислительный про-
цесс. При этом особенностью этого процесса является 
то, что основными операциями вычислительных проце-
дур являются операций умножения. Поэтому алгорит-
мы, реализующие метод усредненных модифицирован-
ных периодограмм в цифровом виде, даже при исполь-
зовании БПФ могут потребовать существенных времен-
ных затрат. Отсюда следует, что разработка эффектив-
ных цифровых алгоритмов для вычисления оценок СПМ 
на основе метода усредненных модифицированных 
периодограмм остается актуальной задачей. 
Предлагаемый подход  
к вычислению периодограммной оценки СПМ 

Одним из путей повышения вычислительной произ-
водительности цифровых алгоритмов является сниже-
ние разрядности обрабатываемых отсчетов анализиру-
емого сигнала. Исходя из этого, в предельном случае 
для представления сигналов в цифровой форме ис-
пользуют грубое бинарное квантования [3, 4]. В [5, 6] 
показано, что в процессе решения задач статистической 
обработки сигналов получить эффективные решения 
позволяет применение бинарно-знакового стохастиче-
ского квантования. Особенностью процедуры такого 
квантования является ее рандомизация за счет исполь-
зования в качестве пороговой функции вспомогательно-
го случайного сигнала ).(t  При этом вспомогательный 
сигнал )(t  должен имеет равномерное распределение 

и принимать значения в пределах от max  до ,max  

где значение величины max  определяется исходя из 
динамического диапазоном изменения квантуемой реа-
лизации сигнала. 

При спектральном анализе практический интерес 
представляют частотные составляющие сигнала. По-
этому в процессе его осуществления обработке подвер-

гается центрированная реализация сигнала ),(tx
o

 име-
ющая нулевое среднее значение. Результат бинарно-
знакового стохастического квантования такой реализа-
ции будет равен: 

( ) 1, если ( ) ( );

( ) 1, если ( ) ( ).

o

o

z t x t t

z t x t t





  

  
 (1) 

На основе данного вида квантования в [7] разработан 
алгоритм для оценки СПМ на основе прямого преобра-
зования Фурье с использованием временных весовых 
функций. Однако этот алгоритм предполагает вычисле-
ние оценки СПМ только по одной реализации сигнала. 
При этом его разработка осуществлена в результате 
перехода к оценке корреляционной функции, вследствие 
чего требуется осуществлять две независимых процеду-
ры бинарно-знакового стохастического квантования сиг-
нала при подготовке исходных данных. В [8] на основе 
метода усреднения преобразования Фурье псевдоан-
самбля сегментов разработан алгоритм для цифрового 
гармонического анализа. Однако при этом не рассмот-
рен вопрос применения оконных функций при обработке 
сегментов результата бинарно-знакового стохастическо-
го квантования. С учетом этих работ рассмотрим разра-
ботку математического и алгоритмического обеспечения 
для оценивания СПМ на основе метода усредненных 
модифицированных периодограмм, когда для преобра-
зования в цифровой код используется бинарно-знаковое 
стохастическое квантование. 

Согласно методу усредненных модифицированных 
периодограмм в процессе оценки СПМ обработке под-
вергается совокупность сегментов анализируемого сиг-
нала. В общем случае эти сегменты могут перекрывать-
ся, образуя так называемый псевдоансамбль. В соот-
ветствии с этим рассмотрим псевдоансамбль, который 
сформирован из сегментов результата бинарно-
знакового стохастического квантования. Для иллюстра-
ции такого псевдоансамбля за основу возьмем рисунок, 
приведенный в [8] (см. рис. 1).  

Представленный на рис. 1 псевдоансамбль состоит из 
М сегментов длительностью T  каждый. Смещение этих 
сегментов друг относительно друга равно .0T  Если за 

начальное время анализа принять ,00 t  то для m-го 
сегмента будем иметь: 

),(),( tztmz   где TTmtTm  00 )1()1(   
и Mm 1 .   (2) 

Периодограммная оценка для m-го сегмента будет 
иметь вид: 

2
2
max |),,(ˆ|),,(ˆ TfmS

TW
TfmS kZZkXX


 ,  (3) 

 
T

kkZZ dttfjtwTmtzTfmS
0

0 )2exp()())1(( ),,(ˆ  ,  (4) 

где 0kffk   и .1
0

 Tf  

В (4) )(tw  оконная функция, а W средняя мощность 
оконной функции. 

Усредненная модифицированная периодограммная 
оценка СПМ будет равна: 
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m
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Рис. 1. Сегментирование результата бинарно-знакового стохастического квантования )(tz  

Запишем (4) в следующем виде: 

mkmkkZZ bjaTfmS ,,
ˆˆ ),,(ˆ  ,  (6) 

где  
T

kmk tdtftwTmtza
0

0, 2cos)())1((ˆ  ,   (7) 

 
T

kmk tdtftwTmtzb
0

0, 2sin)())1((ˆ  .    (8) 

Тогда 

)ˆˆ(),,(ˆ 2
,

2
,

2
max

mkmkkXX bа
TW

TfmS 


,   (9) 

Аналогичным образом, как это было сделано в [7], 
введем в рассмотрение функции: 

fttwtfga 2cos)(),(  ,  (10) 
fttwtfgb 2sin)(),(  . (11) 

С учетом функций (10) и (11) получаем: 

 
T

kamk dttfgTmtza
0

0, ),())1((ˆ ,    (12) 

 
T

kbmk dttfgTmtzb
0

0, ),())1((ˆ .   (13) 

Длительности сегментов псевдоансамбля равны 
.0LTT   Можно считать, что каждый такой сегмент со-

стоит из L  непересекающихся сегментов длительно-
стью .0T  Отметим, что для сегментов псевдоансамбля 
на рис. 1 .3L  Тогда для (12) и (13) получаем: 

 
 


L

l

lT

Tl
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1 )1(
0,

0

0

),())1((ˆ ,  (14) 

 
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L

l
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1 )1(
0,

0

0
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На интервале времени анализа AT  будем иметь 

1 LMN  неперекрывающихся сегментов длитель-

ностью .0T  С учетом того, что ,00 t  границам этих 
сегментов, образующих m-ый сегмент псевдоансамбля, 
будут соответствовать моменты времени: 

0001 )1()1( TmlTmlTt ml  ,  (16) 

где Mm 1  и .1 Ll   
С учетом (16) для (14) и (15) будем иметь: 
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Если принять, что ),1(  mln  то (16) определяет 
множество отсчетов времени для сегментов длительно-
стью 0T : 

 NnnTtt n  1  :   ;0  00 , где AN Tt  .  (19) 
Тогда (17) и (18) примут вид: 
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t
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1
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Как следует из (22) и (23), задача свелась к вычисле-

нию оценок nk ,̂  и ,ˆ
,nk  которые должны суммироваться 

согласно (20) и (21). Отметим, что оценки nk ,̂  и nk ,̂  

вычисляются на неперекрывающихся сегментах дли-
тельностью .0T  
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Рассмотрим вычисление оценок nk ,̂  и .ˆ
,nk  Для 

этого, как и в [7, 8] используем разработанную в [9] дис-
кретно-событийную модель для представления резуль-
тата бинарно-знакового стохастического квантования в 
дискретном виде. Она основана на том факте, что он 
может быть равен только « 1 » и « 1 », и смена этих 
значений во времени происходит последовательно. Со-
гласно этой модели для результата бинарно-знакового 
стохастического квантования достаточно знать только 
одно значение ),( 0tz  соответствующее начальному 

моменту времени квантования ,000  Ztt  и множество 

отсчетов времени )},1(1  : {  Iit Z
i  в которые на ин-

тервале времени анализа 0NTtT IA   происходит 
смена его значений. Следовательно, для n-ого сегмента 
достаточно знать значение )( 1ntz  и отсчеты времени 

Z
it  на интервале .1 nn ttt   В соответствии с этим для 

границ интервала nn ttt 1  введем обозначения Z
nt )(  

и ,1)()(
Z

nrnt   где индексы )(nv  и )(nr  являются целы-

ми числами. Такие обозначения этих индексов показы-
вает их зависимость от номера сегмента. Тогда для n-го 
сегмента будем иметь множество отсчетов времени: 
  ] ;[ ,..., ,...,  , 1)()()(2)(1)( nn

Z
nrn

Z
jnv

Z
n

Z
n tttttt   .   (24) 

Значения )(tz  равны « 1 » или « 1 ». Поэтому ин-
тегралы в (22) и (23) с учетом (24) можно представить в 
виде суммы интегралов: 
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Из (10) и (11) следует, что для непрерывной и инте-
грируемой по переменной времени оконной функцией 

)(tw  функции ),( tfga  и ),( tfgb  также будут непре-
рывными и интегрируемыми по этой переменной. По-
этому существуют такие функции ),( tfGa  и ),,( tfGb  
для которых выполняется условия дифференцируемо-
сти [10]: 

dtftgftdG aa ),(),(  ,  (27) 

dtftgftdG bb ),(),(  .    (28) 

Исходя из (27) и (28), интегралы в (25) и (26) вычис-
ляются аналитически: 
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Введем обозначение m
Z

jnvjnv ttt  )(),( . Тогда: 
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Соотношения (9), (20), (21) и (33)-(36) определяют 
вычислительные процедуры и последовательность их 
выполнения в процессе получения периодограммной 
оценки СПМ для m-го сегмента. Согласно (5) вычисляет-
ся усредненная модифицированная периодограммная 
оценка СПМ. Основу этих соотношений составляют опе-
рации сложения и вычитания значений функций ),( ftGa  

и ),( ftGb  для дискретных частот 0kffk   и jnvt ),( . 

Результаты численных экспериментов 

Соотношения (5), (9), (20), (21) и (33)-(36) стали осно-
вой разработки цифрового алгоритма, который был реа-
лизован в виде специализированного программного мо-
дуля. Экспериментальные исследования этого модуля 
проводились на основе имитационного моделирования 
процедуры бинарно-знакового стохастического квантова-
ния. При этом центрированная реализация сложного 
сигнала представляла собой модель следующего вида: 
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В (37) приняты следующие обозначения: 

1) н
kA  – нормированные амплитуды, значения которых 

задавались от нуля до единицы; 

2) max2/ Fff k
н

k   – частоты гармонических состав-
ляющих, значения которые задавались от нуля до 0,5 и 
интерпретировались как нормированные относительно 
верхней граничной частоты maxF  диапазона оценивания 
СПМ. 

3) k  – начальные фазы, значения которых задава-
лись с использованием генератора равномерно распре-
деленных величин из интервала   k . 

В качестве аддитивного шума )(te  добавлялся белый 
шум, который генерировался с нулевым средним значе-
нием и дисперсией 2

e . 
В частности рассмотрим результат оценки СПМ, полу-

ченный для модели ),(tx
o

 которая содержала двенадцать 
гармонических составляющих, значения параметров ко-
торых приведены в табл. 1. При этом дисперсия шума 

)(te  была равна единице. Применение оконных функций 
определяется видом анализируемого сигнала и задачей, 
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решаемой в ходе осуществления спектрального анализа 
[11-14]. Для примера на рис. 2 представлены нормиро-
ванные оценки СПМ (normalized PSD estimates), вычис-
ленные для этой модели с применением треугольного 
(Бартлетта) окна по одной, пяти, десяти и пятнадцати 
сегментам. Перекрытие сегментов составляло половину 
их длины. 

Треугольное (Бартлетта) окно имеет вид: 
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Функции ),( ftGa  и ),( ftGb  для треугольного 
(Бартлетта) окна равны: 
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Значения параметров модели реализации )(tx
o

 

k  н
kA  н

kf  2
max

2 / AAk , дБ 
1 0,15 0,12 -16,48 
2 0,2 0,15 -13,98 
3 0,5 0,17 -6,02 
4 0,75 0,18 -2,50 
5 1,0 0,25 0,00 
6 0,7 0,27 -3,10 

7 0,3 0,28 -10,46 
8 0,25 0,3 -12,04 
9 0,15 0,35 -16,48 
10 0,1 0,37 -20,00 
11 0,05 0,40 -26,02 
12 0,07 0,42 -23,10 

На графике оценки СПМ, вычисленной по одному 
сегменту, идентификация гармонических составляющих 
с малыми амплитудами затруднена. Наблюдается за-
шумление слабых гармонических составляющих. С уве-
личением числа обрабатываемых сегментов влияние 
аддитивного шума на оценку СПМ снижается и отчетли-
во прослеживается тенденция к её улучшению. Уже на 
графике оценки СПМ, вычисленной по пяти сегментам, 
имеется устойчивая идентификация гармонических со-
ставляющих, и их положение в спектре соответствует 
исходным значениям. Ложных спектральных линий нет. 
Результаты моделирования хорошо согласуются со зна-
чениями параметров гармонических составляющих, 
представленных в таблице.  

Заключение 

Разработано математическое обеспечение и соответ-
ствующее ему алгоритмическое обеспечение для оцен-
киСПМ на основе метода усредненных модифицирован-
ных периодограмм. При этом формирование псевдоан-
самбля подлежащих обработке сегментов осуществляет-
ся   с  применением   бинарно-знакового   стохастического 

 
 а) один сегмент  б) пять сегментов 

 
 в) десять сегментов  г) пятнадцать сегментов 

Рис. 2. Нормированная оценка СПМ: треугольное (Бартлетта) окно 
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квантования реализации анализируемого сигнала. Ис-
пользование данного вида квантования позволило осу-
ществить аналитическое вычисление интегральных 
операций при переходе от аналоговой формы модифи-
цированных периодограмм к их вычислению в дискрет-
ном виде. Результатом такого интегрирования стали 
функции ),( ftGa  и ),,( ftGb  и вычисление оценки СПМ 
свелось к дискретной обработке этих фикций, основны-
ми операциями которой являются операции сложения и 
вычитания. При этом практически исключено выполне-
ние операций умножения, что повышает вычислитель-
ную эффективность спектрального анализа. Отметим, 
что функции ),( ftGa  и ),( ftGb  являются аналитиче-
скими, и их вид определяется только видом применяе-
мых оконных функций. Поэтому набор таких функций 
может быть сформирован аналитически в зависимости 
от требований, предъявляемых к спектральному анали-
зу. Разработанное математическое и алгоритмическое 
обеспечение может найти применение при разработке 
прикладного программного обеспечения многофункцио-
нальных систем для статистического анализа сложных 
сигналов [15, 16]. 

Работа выполнена при финансовой поддержке 
РФФИ (проект № 19-08-00228-а). 
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