
Цифровая Обработка Сигналов №3/2021 

 
 

3

Классическая Фурье-обработка финитных информационных дис-
кретных сигналов (ФИД сигналов) является важнейшим методом 
цифрового анализа, моделирования, оптимизации, совершенствова-
ния управления и принятия решений. Теоретическая основа классиче-
ской Фурье-обработки ФИД сигналов – дискретное преобразование 
Фурье (ДПФ). Практическая основа классической Фурье-обработки 
ФИД сигналов – быстрое преобразование Фурье (БПФ). Практика 
применения классической Фурье-обработки ФИД сигналов, подтвер-
див ее эффективность, выявила и ряд негативных эффектов прису-
щих этому виду цифровой обработки сигналов (ЦОС). Эффект нало-
жения (aliasing effect), гребешковый эффект (scalloping effect), эффект 
частокола (picket fence effect), существенно влияют на результатив-
ность анализа, моделирования, оптимизации, совершенствования 
управления и принятия решений. Для повышения эффективности и 
результативности Фурье-обработки ФИД сигналов авторами данной 
работы разработано обобщение теоретической основы классиче-
ской Фурье-обработки – ДПФ в виде параметрического преобразова-
ния ДПФ (ДПФ-П). Поскольку непосредственное применение пара-
метрической Фурье-обработки ФИД сигналов (как и применение клас-
сической Фурье-обработки ФИД сигналов) требует выполнения N2 
комплексных умножений, то для практической реализации этого вида 
ФИД сигналов необходимы быстрые процедуры. Цель исследования: 
разработка алгоритмов быстрого параметрического дискретного 
преобразования Фурье (БПФ-П). В работе разработаны быстрые 
процедуры реализации ДПФ-П прореживанием по времени. Предложе-
ны параметрические БПФ-П с замещением (in place) и без замещения 
(no place). Дана оценка эффективности алгоритмов БПФ-П. Практи-
ческая значимость работы заключается в том, что разработанные 
алгоритмы параметрического быстрого преобразования Фурье поз-
воляют сократить вычислительные затраты на выполнение пара-
метрических дискретных преобразований на три и более порядков. 
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Classical Fourier processing of finite information discrete signals (FID signals) is the most important method of digital analysis, 
modeling, optimization, improvement of control and decision making. The theoretical basis of classical Fourier processing of FID 
signals is the discrete Fourier transform (DFT). The practical basis of classical Fourier processing of FID signals is the Fast Fourier 
Transform (FFT). The practice of using classical Fourier processing of FID signals, having confirmed its effectiveness, revealed a 
number of negative effects inherent in this type of digital signal processing (DSP). The aliasing effect, scalloping effect, picket fence 
effect, significantly affect the effectiveness of analysis, modeling, optimization, improvement of management and decision making. 
To increase the efficiency of Fourier processing of FID signals, the authors of the paper have developed a generalization of DFT in 
the form of a parametric DFT (DFT-P). Since the direct application of parametric Fourier processing of FID signals (as well as the 
use of classical Fourier processing of FID signals) requires complex multiplications, fast procedures are required for the practical 
implementation of this type of FID signals. Purpose of the research is to develop algorithms for the fast parametric discrete Fourier 
transform (FFT-P). The work developed fast procedures for the implementation of DFT-P by time decimation. Parametric FFT-P with 
substitution (in place) and without substitution (no place) are proposed. The estimation of the efficiency of the FFT-P algorithms is 
given. The practical significance of the work is in the fact that developing algorithms for the parametric fast Fourier transform can 
reduce the computational costs of performing paramet-
ric discrete transformations by three or more or-
ders of magnitude.  
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Введение  

Классическая Фурье-обработка финитных 
информационных дискретных сигналов (ФИД 
сигналов) нашла самое широкое приложение в 
системном анализе, управлении и обработке 
информации. Данный вид обработки ФИД сиг-
налов является важнейшим методом анализа, 
моделирования, оптимизации, совершенство-
вания управления и принятия решений с целью 
повышения эффективности функционирования 
сложных объектов исследования [1-9]. Теорети-
ческой основой классической Фурье-обработки 
ФИД сигналов является дискретное преобразо-
вание Фурье (ДПФ) [10-17]. Практической осно-
вой классической Фурье-обработки ФИД сигна-
лов являются быстрые алгоритмы реализации 
ДПФ – алгоритмы быстрого преобразования 
Фурье (алгоритмы БПФ). Практика применения 
алгоритмов БПФ, с одной стороны, подтвердила 
результативность преобразования ДПФ, с дру-
гой стороны, выявила проявление, ряда негатив-
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ных эффектов, присущих этому преобразованию [18-19]. 
Оказалось, что эффект наложения (aliasing effect), гре-
бешковый эффект (scalloping effect), эффект частокола 
(picket fence effect) и эффект утечки (leakage effect), су-
щественно влияют на результативность анализа и об-
работки информации. Для снижения влияния негатив-
ных эффектов ДПФ при Фурье-обработке ФИД сигналов 
было предложено их (ФИД сигналы) дополнять нулями 
(операция дополнения нулями – ОДН) [1-3, 20, 21]. Тео-
ретические исследования подтвердили, что применение 
ОДН к ФИД сигналам (получение ФИД-ОДН сигналов), 
позволяет существенно снизить влияние негативных 
эффектов ДПФ при Фурье-обработке ФИД сигналов. 
Практическая же Фурье – обработка ФИД – ОДН сигна-
лов выявила два существенных недостатка применения 
ОДН к ФИД сигналам: во-первых, необходимость обес-
печения систем Фурье-обработки ФИД-ОДН сигналов 
значительным объемом дополнительной памяти, во-
вторых, проведения непроизводительных вычислений с 
нулевыми отсчетами. В работах авторов [1, 2, 6] пред-
ложено обобщение ДПФ для обработки ФИД-ОДН сиг-
налов в виде параметрических ДПФ (ДПФ-П). Однако, 
чтобы воспользоваться преимуществами, которыми 
обладают ДПФ-П в сравнении с ДПФ, необходимы 
быстрые процедуры реализации ДПФ-П, поскольку па-
раметрические дискретные преобразования Фурье (как 
и дискретные преобразования Фурье) требуют выпол-
нения 2N  комплексных умножений. 

Цель исследования: разработка быстрых процедур 
реализации параметрического дискретного преобразо-
вания Фурье – алгоритмов быстрого параметрического 
дискретного преобразования Фурье с замещением и без 
замещения. 

Параметрическое дискретное  
преобразование Фурье  

ДПФ-П может быть представлено в алгебраической 
форме: 
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ДПФ-П может быть представлено в матричной форме: 
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 TN NsssS ),1(),...,,1(),,0(,    – вектор коэффици-

ентов разложения вектора NX  по системе параметри-

ческих ДЭФ (ДЭФ-П), задаваемой матрицей ,NF : 
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Система параметрических ДЭФ (3) является полным, 
ортогональным параметрическим базисом ДПФ-П, свой-
ства которого подробно рассмотрена в монографии [1, 2]. 

Обратное ДПФ-П (ОДПФ) также может быть пред-
ставлено в двух формах – в алгебраической форме: 
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Отметим, что матрицей *
,NF  задается полный, орто-

гональный параметрический базис ОДПФ-П.  
В силу того, что параметрические экспоненциальные 

базисы прямого (3) и обратного (6) ДПФ-П мультиплика-
тивны только по одной переменной, соответственно по 
переменной n  и по переменной ,k  то существует толь-
ко один класс алгоритмов БПФ-П и только один класс 
алгоритмов ОБПФ-П. Для алгоритмов БПФ-П это класс 
быстрых алгоритмов с прореживанием по времени. Для 
алгоритмов ОБПФ-П это класс быстрых алгоритмов с 
прореживанием по частоте. Идея алгоритмов БПФ-П и 
ОБПФ-П в матричной форме заключается в факториза-

ции соответственно матриц ,NF  (3) и *
,NF  (6). Напом-

ним, что в теории матриц под факторизацией матриц 
понимается представление матриц в виде произведения 
слабозаполненных матриц (матриц, многие элементы 
которых нулевые). Рассмотрим алгоритм прямого пара-
метрического быстрого преобразования Фурье с проре-
живанием по времени и без замещения (no place).  

Алгоритм прямого параметрического быстрого 
преобразования Фурье с прореживанием  
по времени и без замещения (no place) 

Пусть ,srN   где r  – простое число. В этом случае 

любую k -строку матрицы ,NF  можно представить в 
виде: 
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Введя обозначение 
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запишем выражение (7) в более компактной форме: 
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Поскольку функция nkW )(   периодична, можно по-

казать, что выражение (9) может быть представлено в s  
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модулю :s  

)1(
, [][ knk ba  , ],..., )1()()1()1()(

k
rs

Nk
r
N bWbW   , 0))(( sk ; 

)1(
, [][ knk ba  , ],..., )1()1()1()1()1(

k
rs

Nk
r
N bWbW    , 1))(( sk ; 

)1(
, [][ knk ba  , ],..., )1()1()1()1()1(

k
srs

Nk
sr

N bWbW    , 

)1())((  sk s , (10) 

где sk))(( – символ операции сравнения k  по модулю .s  

С учетом выражения (10) матрица ,NF  может быть 
представлена в следующем виде: 
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Представленную таким образом матрицу ДЭФ-П можно разложить на множители: 
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где rI  – единичная матрица размером rr .  
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Если число s  не является простым числом, проце-
дура факторизации может быть применена к матрице 

,1Q  так как ее структура аналогична структуре исходной 

матрицы .,NF  Отличие будет лишь в том, что элемен-

ты матрицы 1Q  являются матрицами размером rr : 
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Следовательно, если ,qlS   где l  – простое 
число, то, применяя процедуру факторизации к матрице 

,1Q  получим 221 QFQ   и 221, QFFFN  . 

Вводя обозначение 

],...,,[ )()1()()1(
r

krl
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матрицу 1Q  можно представить как: 
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где rlI  – единичная матрица размером lrlr  . 

Если и число q  составное, то процедура фактори-

зации применяется к матрице 2Q  и т.д. Очевидно, что 
чем большее число простых сомножителей содержит 
число ,N  тем более эффективны быстрые процедуры 
нахождения измерительного преобразования ДПФ-П за 
счет того, что матрица ,NF  может быть разложена на 

большее число слабозаполненных матриц. 
Согласно (2), измерение спектра ,NS  в базисе  

ДЭФ-П с учетом факторизации матрицы ,NF  прово-

дится в p  этапов согласно соотношению: 

N
SN

1
,  NpNN XFFF

N
XF  ...1

21, ,  (15) 

где ,1F ,...2F pF  – сомножители матрицы ДЭФ-П – ,NF . 

Рассмотрим пример. Матрица ,NF  размерностью 

,8N  согласно рассмотренному выше методу, факто-
ризуется следующим образом: 

321,8 FFFF  ; (16) 
где 
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Отметим, что матрицы ,,8 F  ,1F  ,2F  3F  приведены 

с минимальными фазами. Представим каждый из эта-
пов умножения вектора на матрицу (15) в виде двух-
дольного направленного графа. Поскольку матрицы 

,1F  ,2F  3F  являются слабозаполненными, то многие 
дуги двухдольного направленного графа отсутствуют. 
Объединение двухдольных направленных графов пред-
ставляет собой направленный граф – алгоритм прямого 
параметрического быстрого преобразования Фурье без 
замещения (no place).  

С учетом того, что ,10
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8
)44(

8 WW   пред-

ставим матрицы ,1F  ,2F  3F  в следующем виде: 
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Введем условное обозначение базовой операции ал-
горитма прямого БПФ-П с прореживанием по времени 
(«бабочки прямого БПФ-П») (рис. 1): 

 
Рис. 1. Условное обозначение базовой операции алгоритма 

прямого параметрического быстрого преобразования Фурье  
с прореживанием по времени 

С учетом «бабочки БПФ-П» и того, что ,10
8 W  

,0
8

)4(
8

   WW  ,…,)1(
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8
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8
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 WW   ,)22(
8

)26(
8

   WW  

 4
8

)44(
8 WW   на рис. 2 приведен направленный граф 

алгоритма прямого параметрического быстрого преоб-
разования Фурье с прореживанием по времени и без 
замещения (no place). 

 
Рис. 2. Граф алгоритма прямого БПФ-П с прореживанием 

 по времени и без замещения (естественный порядок  
отсчетов на входе и выходе алгоритма) 

Преимуществом предложенного алгоритма БПФ-П 
является естественный порядок отсчетов спектра ДПФ-П 
на выходе алгоритма. Недостатком данного алгоритма 
является необходимость оперативной памяти для хра-
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нения, как входного сигнала, так и спектра. Рассмотрим 
алгоритм прямого БПФ-П с прореживанием по времени 
и с замещением, который требует в два раза меньших 
затрат памяти, поскольку выходной массив формирует-
ся на месте входного массива.  

Алгоритм прямого параметрического быстрого 
преобразования Фурье с прореживанием  
по времени и с замещением (in place) 

Пусть задан дискретный временной сигнал ),(nx  

,1,0  Nn  ,2rN   ,...3,2r . Разделим реализацию 
временного ряда )(nx  на две 2/N  – точечные после-

довательности )(1 nx  и ),(2 nx  которые состоят из чет-

ных и нечетных членов ),(nx  соответственно: 

)2()(1 nxnx  ;    )12()(2  nxnx ;    12/,0  Nn . (17) 
ДПФ-П последовательности )(nx  (1): 
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представим в следующем виде: 
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Поскольку 2/
2

NN WW  , то: 

 




nk
N

n
N

N

n

WWnxkS 2/2/

12/

0
1 )(),( 

 




nk
N

n
N

N

n
N

k
N WWnxWW 2/2/

12/

0
2 )(   

 



 )(

2/

12/

0
1 )( k

N

N

n

Wnx nk
N

N

n
N

k
N WnxWW )(

2/

12/

0
2 )(  





  . 

Следовательно, преобразование (4) может быть по-
лучено из результатов двух ДПФ-П двух последова-
тельностей )(1 nx  и :)(2 nx  

),(),(),( 21   kSWWkSkS N
k
N  , 12/,0  Nk , 

где ),(1 kS  и ),(2 kS  – ДПФ-П последовательностей 

)(1 nx  и ),(2 nx  соответственно. 

Поскольку k
N

Nk
N WW  )2/(  для )1(,2/  NNk , то: 

],),2/[()]),2/[(),( 2
)2/(

1   NkSWWNkSkS N
Nk

N  

 12/,0  Nk . 
Данная процедура может быть продолжена до полу-

чения двухточечных ДПФ-П. Граф, иллюстрирующий 
измерения спектра данным алгоритмом для ,823 N  
приведен на рис. 3. 

Поскольку порядок коэффициентов ДПФ-П на выхо-
де алгоритма является двоично-инверсным, то необхо-
дим дополнительный алгоритм для упорядочивания 
коэффициентов ДПФ-П в естественном порядке. Это 
несколько усложняет алгоритм данного вида. Преиму-

ществом этого вида алгоритма БПФ-П является мень-
шая требуемая оперативная память, по сравнению с 
алгоритмом БПФ-П без замещения. 

 
Рис. 3. Граф алгоритма прямого БПФ-П с прореживанием  

по времени и с замещением (естественный порядок  
отсчетов на входе алгоритма, двоично-инверсный порядок 

отсчетов на выходе алгоритма) 

Эффективность алгоритма параметрического 
быстрого преобразования Фурье 

Непосредственная реализация прямого ДПФ-П как в 
алгебраической (1), так и в матричной (2) формах требу-
ет выполнения 2N  комплексных умножений. Очевидно, 
что ДПФ-П крайне неэффективно.  

Применение алгоритмов прямого БПФ-П позволяет 
резко сократить число комплексных операций при вы-
числении ДПФ-П. Из материалов, изложенных в преды-
дущих разделах настоящей статьи, непосредственно 
следует, что число комплексных умножений в алгорит-
мах БПФ-П равно .2/)log( 2 NN  Сокращение числа 
умножений в алгоритмах БПФ-П в сравнении с непо-
средственной реализацией ДПФ-П достигает значитель-
ных величин. Например, при 8192N  применение ал-
горитма БПФ-П позволяет сократить число комплексных 
умножений более чем в 1200 раз. 

Сокращение числа умножений в алгоритмах БПФ-П в 
сравнении с непосредственным вычислением ДПФ-П 
иллюстрируется рис. 4. 

 
Рис. 4. Число комплексных умножений при реализации прямого 

ДПФ-П и реализации прямого БПФ-П 
В настоящее время, в связи с развитием цифровых 

технологий, выполнение комплексных умножений не 
составляет основную долю объема вычислений при ап-
паратурной реализации алгоритма БПФ. Учитывая 
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структуры базовой операции БПФ-П, структуры их 
направленных графов, аналогичное утверждение спра-
ведливо и для аппаратурной реализации быстрых па-
раметрических дискретных преобразований Фурье. При 
этом важным показателем эффективности при аппара-
турной реализации алгоритмов БПФ-П становится об-
щий объем выполняемых действительных умножений и 
сложений.  

Вычислительные затраты на выполнение стандарт-
ного N -точечного комплексного ДПФ-П по основанию 2 

равны .2N  Поскольку комплексное умножение требует 
выполнения четырех действительных умножений и двух 
действительных сложений, то вычислительные затраты 
на выполнение стандартного N -точечного комплексно-

го ДПФ-П по основанию 2 равны 24N  действительных 
умножений и )1(2 NN  действительных сложений. По-
скольку каждая базовая операция БПФ-П требует одно-
го комплексного умножения и двух комплексных сложе-
ний, то выполнение одной базовой операции БПФ-П 
потребует выполнения четырех действительных умно-
жений и шести действительных сложений. Таким обра-
зом, вычислительные затраты на выполнение стан-
дартного N -точечного комплексного БПФ-П по основа-
нию 2 равны NN 2log2  действительных умножений и 

NN log3  сложений.  

Несложно установить, что выигрыш в числе дей-
ствительных умножений и действительных сложений, 
выполняемых при БПФ-П по отношению к числу дей-
ствительных умножений и действительных сложений 
ДПФ-П, определяется соотношением:  

 
Рис. 5. Отношение числа действительных умножений  

и сложений при реализации ДПФ-П к числу действительных 
умножений и сложений при реализации ДПФ-П 

Например, при 8192N  применение алгоритма 
БПФ-П позволяет сократить число действительных 
умножений и сложений более чем в 1250 раз. 

Заключение 

Классическая Фурье-обработка финитных информа-
ционных дискретных сигналов, основанная на теории 
дискретного преобразования Фурье как показала прак-
тика ее приложений, обладает кроме достоинств и ря-
дом недостатков. Недостатки классической Фурье-об-
работки вытекают из свойств ее теоретической основы. 

С целью повышения эффективности и результатив-
ности Фурье-обработки финитных информационных дис-
кретных сигналов авторами статьи предложено ее 
обобщение – теория параметрической Фурье-обработки. 
Обобщение основано на смене теоретической и практи-
ческой основы классической Фурье-обработки, а именно: 
применение теории параметрического дискретного пре-
образования Фурье и параметрического быстрого пре-
образования Фурье.  

Непосредственная реализация параметрической 
Фурье-обработки финитных информационных дискрет-
ных сигналов (как и их классической Фурье-обработки) с 
некоторым числом отсчетов требует выполнения квад-
рата этого числа комплексных умножений. Для практи-
ческой реализации параметрической Фурье-обработки 
финитных информационных дискретных сигналов необ-
ходимы быстрые процедуры ее реализации.  

В работе разработаны алгоритмы параметрического 
быстрого преобразования Фурье с прореживанием по 
времени с замещением (in place) и без замещения (no 
place). Дана оценка эффективности алгоритмов пара-
метрических быстрых преобразований Фурье. 

Практическая значимость работы заключается в том, 
что разработанные алгоритмы прямого и обратного па-
раметрического быстрого преобразования Фурье позво-
ляют сократить вычислительные затраты на выполнение 
параметрических преобразований на три и более поряд-
ков. 
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