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Цифровая адаптивная фильтрация нашла применение во мно-
гих областях цифровой обработки сигналов: в системах связи, ра-
диолокации, обработке аудио- и видеоданных. Типичной задачей 
является адаптивное усиление спектральных линий на фоне широ-
кополосной помехи. В данной работе исследуется использование 
цифровых адаптивных гребенчатых фильтров с бесконечной им-
пульсной характеристикой в задачах цифровой адаптивной филь-
трации узкополосных сигналов. 
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Введение  

Адаптивные фильтры являются цифровыми 
фильтрами с саморегулирующимися характери-
стиками. Основной их особенностью является 
возможность автоматической подстройки коэф-
фициентов в соответствии с алгоритмом адаптации и 
набором входных данных. Цифровые адаптивные 
фильтры играют важную роль в задачах цифровой об-
работки сигналов (ЦОС), которые включают в себя эхо-
компенсацию, очистку сигналов от шума, улучшение 
биомедицинских сигналов, активное шумоподавление. 
Работа адаптивных фильтров, как правило, связана с 
адаптацией системы к изменяющемуся каналу переда-
чи, спектральному перекрытию между шумом и сигна-
лом, а также к неизвестному или изменяющемуся во 
времени шуму [1]. 

Восстановление узкополосного сигнала на фоне ши-
рокополосного шума путём адаптивного усиления спек-
тральных линий является одним из применений адап-
тивной цифровой фильтрации [2]. Адаптивное усиление 
спектральных линий выполняется в соответствии со 
схемой, представленной на рис. 1. 

Принимаемый сигнал подаётся на устройство задерж-
ки, а затем на вход адаптивного фильтра. Обучающим 
сигналом является непосредственно принимаемый сигнал. 
Задержка на входе адаптивного устройства выбирается 
такой, чтобы усиливаемые узкополосные составляющие 
искомого и обучающего сигналов были коррелированы, а 
широкополосные шумовые составляющие не были корре-
лированы между собой. Если полезный сигнал является 
периодическим, то значение задержки z-L может быть вы-
брано из условия 2.L   

Как правило, для решения подобной задачи на прак-
тике используются адаптивные фильтры с конечной 
импульсной характеристикой (КИХ), однако, для обра-

ботки узкополосных сигналов требуется высокий поря-
док фильтра такого типа. Вследствие этого их примене-
ние связано со значительными вычислительными за-
тратами. 

 

Рис. 1. Базовая схема восстановление узкополосного сигнала 
на фоне широкополосного шума 

Данная работа посвящена адаптивной фильтрации 
узкополосных сигналов с применением адаптивных 
фильтров в классе цепей с бесконечной импульсной 
характеристикой (БИХ). Использование адаптивных 
БИХ-фильтров позволяет значительно снизить порядок 
фильтра, а следовательно, и вычислительные затраты 
на обновления коэффициентов. Недостатком использо-
вания таких фильтров является необходимость кон-
троля устойчивости фильтра, путём мониторинга полю-
сов фильтра после каждой итерации обновления коэф-
фициентов. Ещё одной проблемой является невысокая 
скорость и точность сходимости алгоритмов адаптации 
в случае обработки узкополосных сигналов. 

Для реализации узкополосных фильтров с фиксиро-
ванными коэффициентами с целью обеспечения высо-
кой прямоугольности амплитудно-частотной характери-
стики может быть использован гребенчатый фильтр. 
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Данный подход позволяет реализовать системы с высо-
ким коэффициентом прямоугольности [3, 4] с относи-
тельно небольшим порядком.  

Потенциально использование адаптивного фильтра 
на основе гребенчатого может привести к увеличению 
точности и скорости сходимости алгоритмов в случае 
обработки узкополосных сигналов.  

Цифровые адаптивные гребенчатые БИХ-фильтры 

Далее кратко опишем структуру исследуемого адап-
тивного фильтра. Пусть выходной сигнал адаптивного 
БИХ-фильтра имеет вид: 
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где [ ]ib  и [ ]ia  – адаптируемые коэффициенты усиления  
и обратной связи соответственно, N – количество нулей, а 
M – полюсов адаптивного фильтра. 

При переходе к структуре адаптивного гребенчатого 
фильтра (АЦГФ) с бесконечной импульсной характери-
стикой выражение (1) примет вид: 
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где  ,rb  ka  – адаптируемые коэффициенты усиления и 
обратной связи соответственно адаптивного базового  
НЧ-фильтра с бесконечной импульсной характеристикой. 

Для перехода от базового НЧ-фильтра к гребенчатому 
необходимо заменить элементы задержки z-1 на буферы 
размером z-ν. Объём требуемой для реализации фильтра 
памяти при этом увеличится в ν раз, а количество адапти-
руемых коэффициентов не изменится [5]. На рис. 2 пред-
ставлена структура АЦГФ с бесконечной импульсной ха-
рактеристикой. 

 
Рис. 2. Структура АЦГФ  

с бесконечной импульсной характеристикой 

 

Рис. 3. Структурная схема двухкаскадной реализация адап-
тивного узкополосного НЧ-фильтра 

Заметим, что выход подобного фильтра, в сравнении с 
негребенчатой структурой, будет периодическим с часто-
той повторения ν. Для компенсации периодических со-
ставляющих может быть использован сглаживающий 
фильтр невысокого порядка КИХ или БИХ-типа. Структура 
используемой системы будет иметь вид, представленный 
на рис. 3. 

Алгоритм адаптации 

Для обновления коэффициентов адаптивного фильтра 
в данной работе был использован рекурсивный метод 
наименьших квадратов – RLS (Recursive Least Squares). 
Приведём краткое описание данного метода. 

Целевая функция минимизации для данного алгоритма 
имеет вид: 
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В выражении (3) вычисляется минимум квадрата 
ошибки выхода e(n). Здесь e(n) представляет собой раз-
ность между выходом y(n) адаптивного устройства и эта-
лонным сигналом d(n).  

Выражение (1) может быть переписано в виде: 
ˆ( )  ( ), Ty n X n  (4) 

где ̂  и ( )X n  – векторы совокупности адаптируемых ко-
эффициентов и совокупности входных и выходных данных 

соответственно ̂  и ( )X n  могут быть записаны как: 
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Целевая функция минимизации при этом примет 

вид: 
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где коэффициент λ  используется для снижения влияния 
предыдущих отсчётов на выходной результат, он выбира-
ется из условия 0 λ 1 . 

Алгоритм обновления коэффициентов для данного 
метода описывается выражением [6]: 
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Алгоритм обновления коэффициентов в структуре 
гребенчатого фильтра используется в исходном виде, 
изменения касаются только вектора в выражении (6) 
вследствие изменения величин задержек в структуре 
фильтра: 

 ( ) ( ).. ( ) ( ).. ( ) . TX n y n y n N x n x n M       (10) 

Двухступенчатая реализация  

На рис. 4 представлена двухступенчатая схема вос-
становление узкополосного сигнала на фоне широкопо-
лосного шума с использованием гребенчатого БИХ-
фильтра.  

На вход адаптивного фильтра поступает сигнал x(n), 
искажённый широкополосным шумом, задержанный на L 
отсчётов. К нему добавляется шум измерения ( ).n  При 
этом в качестве обучающего сигнала d(n) используется 
x(n). Выход АЦГФ y’(n) представляет собой сигнал с до-
полнительными спектральными составляющими, которые 
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устраняются сглаживающим фильтром (СФ), на выходе 
которого наблюдается результирующий сигнал y(n).  

 

Рис. 4. Схема восстановление узкополосного сигнала  
на фоне широкополосного шума  

с использованием гребенчатого БИХ-фильтра 
В том случае, если полоса полезного сигнала заранее 

определена, СФ фильтр представляет собой фильтр с 
фиксированными коэффициентами, в противном случае 
– требуется реализация адаптивного фильтра невысоко-
го порядка, настраиваемого перед включением АЦГФ. 
Полоса пропускания СФ выбирается исходя из ширины 
спектра полезного сигнала и положения дополнительных 
спектральных составляющих. Далее рассмотрим один из 
подходов к построению адаптивного СФ. 

Реализация адаптивного сглаживающего фильтра 

Одним из вариантов реализации адаптивного СФ 
может являться применение структуры фильтра, опи-
санной в работе [7].  

На первом этапе реализуется низкочастотный 
фильтр-прототип в классе БИХ-цепей Hp(z), который 
имеет заранее заданные параметры: порядок и полоса 
пропускания. Затем каждый элемент задержки заменя-
ется на адаптивные всепропускающие фильтры второго 
порядка. 

Структура полученного адаптивного фильтра  
HBP(z, ξ) представлена на рис. 5. 

 

Рис. 5. Структура адаптивного сглаживающего фильтра 
Алгоритм адаптации HBP(z, ξ) основан на рекурсив-

ной максимизации средних квадратов [8, 9]. Здесь ξ – 
параметр, изменение которого позволяет изменять цен-
тральную частоту ωBP фильтра-прототипа как это схе-
матично показано на рис. 6. 

 

Рис. 6. Принцип изменения центральной частоты  
сглаживающего фильтра  

Входной сигнал u(n) содержит узкополосный полез-
ный сигнал uс(n) и аддитивный белый шум uш(n). При 
этом центр полосы uс(n) неизвестен, а полоса пропуска-
ния Bс фиксирована и задаётся фильтром-прототипом 
из условия подавления дополнительных лепестков 
адаптивного гребенчатого фильтра. В ходе адаптации 
параметра ξ центральная частота фильтра ωBP прибли-
жается к центру полосы сигнала ωс. 

В случае использования настраиваемого сглажива-
ющего фильтра схема, представленная на рис. 4, при-
мет вид схемы на рис. 7. 

 

Рис. 7. Модифицированная двухступенчатая схема  
восстановления узкополосного сигнала  

на фоне широкополосного шума с использованием  
гребенчатого БИХ-фильтра и адаптивного СФ 

Далее, на основе [7, 9], коротко опишем алгоритмы 
реализации и работы адаптивного СФ. На первом этапе 
происходит расчёт низкочастотного фильтра-прототипа 
с передаточной характеристикой: 
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где N – порядок, а ia  и jb  – коэффициенты фильтра-

прототипа. 
На втором этапе производится частотное преобразо-

вание для приведения Hp(z) к адаптивному фильтру  
HBP(z, ξ) [10]: 
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где T(z) – всепропускаающая функция второго порядка, 
которая имеет вид: 
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На практике, для реализации данного преобразования, 
каждый элемент задержки фильтра-прототипа заменяется 
на фильтр с передаточной характеристикой  ( , )ПФT z  . 
Пример структуры используемого в данной работе филь-
тра был приведён выше на рис. 5. 

Математическое описание работы такого фильтра 
выглядит следующим образом: 
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где 0 ( )v n  и ( )iv n  представляют собой входные значения, 
поступающие на первый всепропускающий фильтр, и вы-
ходные данные i-го всепропускающих фильтров соответ-
ственно; ( )i n  – вход первого элемента задержки i-го 
всепропускающего фильтра. 

Выражение для обновления параметра ξ имеет вид: 
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где   – шаг адаптации СФ. Дальнейшие вычисления 
имеют вид: 
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При корректно выбранных параметрах, может быть 
получена устойчивая и эффективная с точки зрения 
подавления дополнительных спектральных составляю-
щих адаптивная структура фильтра с автоматически 
подстраиваемой центральной частотой полосы пропус-
кания. 

Экспериментальные исследования 
Задачей адаптивного фильтра является снижение 

среднеквадратичной ошибки (MSE) между обучающим 
сигналом d(n) и выходным сигналом адаптивного филь-
тра. Минимизация выражения (3) характеризует при-
ближение выходного сигнала к желаемому.  

В качестве тестовых данных (для случая с известной 
полосой полезного сигнала), на вход систем, представ-
ленных на рис. 1 и 4, подавался сигнал, который пред-
ставляет собой сумму гармонических сигналов, на кото-
рую наложен аддитивный белый гауссов шум (АБГШ) с 
нулевым математическим ожиданием и отношением сиг-
нал-шум 0 дБ. Шум измерения находится на уровне -
30 дБ относительно полезного сигнала. Гармонические 
сигналы имеют частоты 20, 50, 80 Гц, частота дискрети-
зации fs = 1 кГц. В качестве СФ использовался НЧ-
фильтр с фиксированными значениями коэффициентов. 
График спектральной плотности мощности одной реали-
зации входного сигнала с шумом s(n) приведён на рис. 8. 

 

Рис. 8. Спектральная плотность мощности 
 входного сигнала s(n) 

Вид сигналов ошибки одного запуска для базовой 
структуры приведён на рис. 9, а, для двухступенчатой – 
на рис. 9, б. 

 
а) для базовой структуры 

 
б) для двухступенчатой структуры 

Рис. 9. Сигнал ошибки алгоритма восстановление  
узкополосного сигнала на фоне широкополосного шума  

На рис. 10 приведены типичные графики СПМ вы-
ходных сигналов для одного запуска алгоритмов. 
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 а) б) 

Рис. 10. СПМ выходных сигналов для алгоритма восстановление узкополосного сигнала  
на фоне широкополосного шума для базовой структуры (а), двухступенчатой структуры (б) 

На рис. 11 изображены кривые сходимости среднего 
квадрата ошибки, усреднённые по 500 независимым 
запускам алгоритма. После каждого запуска коэффици-
енты адаптивной системы сбрасывались в нуль. 

 

Рис. 11. Кривые сходимости алгоритмов восстановление 
узкополосного сигнала на фоне широкополосного шума  

для базовой и двухступенчатой формы реализации фильтра 

 

Рис. 12. Спектральная плотность мощности  
входного сигнала s(n) 

В качестве входных данных второго эксперимента (с 
использованием системы с адаптивным СФ), на вход 
систем подавалась сумма гармонических сигналов, на 
которую был наложен аддитивный белый гауссов шум 

(АБГШ) с нулевым математическим ожиданием и отно-
шением сигнал-шум 0 дБ. Шум измерения находится на 
уровне -30 дБ относительно полезного сигнала. Гармо-
нические сигналы имеют частоты 150, 180, 210 Гц, ча-
стота дискретизации fs = 1 кГц. График спектральной 
плотности мощности одной реализации входного сигна-
ла с шумом s(n) приведён на рис. 12. 

 
а) для базовой структуры 

 
б) для модифицированной двухступенчатой структуры 

Рис. 13. Сигнал ошибки алгоритма восстановление  
узкополосного сигнала на фоне широкополосного шума 
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 а) б) 

Рис. 14. СПМ выходных сигналов для алгоритма восстановление узкополосного сигнала на фоне широкополосного шума  
для базовой структуры (а), модифицированной двухступенчатой структуры (б) 

Вид сигналов ошибки для одного запуска алгоритма 
во втором эксперименте приведён на рис. 13: для базо-
вой структуры приведён на рис. 13, а, для модифициро-
ванной двухступенчатой – на рис. 13, б. 

На рис. 14 приведены типичные графики СПМ вы-
ходных сигналов для одного запуска алгоритмов. 

На рис. 15 изображены кривые сходимости среднего 
квадрата ошибки, усреднённые по 500 независимым 
запускам алгоритма с использованием адаптивного СФ. 

 

Рис. 15. Кривые сходимости алгоритмов восстановление 
узкополосного сигнала на фоне широкополосного шума  

для базовой и модифицированной двухступенчатой формы 
реализации фильтра 

Заключение 

Экспериментальные исследования были проведены 
в окружении, реализованном на языке Python с исполь-
зованием библиотеки NumPy. Исследования проводи-
лись с использованием алгоритма RLS как для базовой, 
так и для двухступенчатых структур адаптивных филь-
тров. Было показано, что при использовании одного и 
того же алгоритма адаптации гребенчатые фильтры 
имеют преимущество как в скорости, так в и точность 
сходимости.  

Ценой за улучшение является увеличение памяти 
данных в линии задержки для хранения промежуточных 
отсчётов сигналов, а также необходимость реализации 
сглаживающего фильтра.  
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