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Входными данными для нерекурсивного адаптивного алгоритма 
настройки АФАР обычно выступает плохо обусловленная или син-
гулярная выборочная ковариационная матрица (ВКМ), которая при-
водит к некорректному решению. Расчет коэффициента регуляри-
зации (КР) является одним из ключевых вопросов для обеспечения 
надежной работы оптимального бимформера – формирователя 
луча АФАР. В статье рассмотрены существующие методики оцен-
ки оптимального значения КР, подходящие для слепого формирова-
теля луча (ФЛ), имеющие разную эффективность работы и слож-
ность аппаратурной реализации. Приведены результаты модели-
рования узкополосного ФЛ с линейно ограниченной минимальной 
мощностью (LCMP) с применением алгоритмов линейной усадки. 

УДК 621.396.965 

РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ ДЛЯ СЛЕПОГО ФОРМИРОВАТЕЛЯ ЛУЧА  
С ЛИНЕЙНО ОГРАНИЧЕННОЙ МИНИМАЛЬНОЙ МОЩНОСТЬЮ 

Полянин М.С., аспирант, начальник группы АО «ИСС», e-mail: polyaninm@mail.ru. 

REGULARIZATION FOR THE BLIND LCMP BEAMFORMER 

Polyanin M.S. 
In practice, the input data for a non-recursive adaptive algorithm is usually ill-conditioned or singular sample covariance matrix 
(SCM) that leads to an incorrect solution. Calculating the value of the regularization coefficient (RС) of the sample matrix is one of 
the key issues for ensuring reliable operation of the optimal beamformer of adaptive phased array in the equipment. The article dis-
cusses the existing methods for estimating the optimal value of the RC, suitable for a blind beamformer, which have different effi-
ciency and complexity of hardware implementation. The results of modeling a narrow-band LCMP beamformer using linear shrink-
age algorithms are presented. 
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Введение 

ФЛ с линейно ограниченной минимальной 
мощностью (LCMP) является оптимальным 
«слепым» бимформером, который максимизи-
рует отношение сигнал/(помеха+шум) выходно-
го сигнала (ОСПШвых) при условии известных 
обратной ковариационной матрицы (КМ) вход-
ного сигнала и матрицы ограничения направле-
ния прихода целевых сигналов. Вычислительная слож-
ность и время расчета напрямую связаны с количеством 
каналов адаптивного фильтра p и количеством времен-
ных выборок .K .Параметр p задает энергетические 
характеристики, пространственное разрешение и сте-
пень свободы адаптивного алгоритма в сигнальном про-
странстве. Параметр K  можно варьировать, получая 
разную ошибку оценки КМ. В реальных условиях ФЛ 
работает с оценкой КМ при ограниченной выборке сиг-
нала, несоответствиях углов прихода целевых сигналов 
и геометрии апертуры с неидеальной калибровкой. В 
результате деградирует коэффициент усиления резуль-
тирующей диаграммы направленности ФЛ и, как след-
ствие, отношение ОСПШвых катастрофически уменьша-
ется.  

Существуют различные методы оценки КМ, повыша-
ющие надежность работы оптимального ФЛ: 

1. Диагональное дополнение ([1], [2], [3], [4], [5]). 
2. Вероятностная оценка ([6], [7], [8]).  
3. Минимаксная оценка ([9], [10], [11], [12]). 
4. Структурированная оценка ([13], [14]). 
5. Гибридная оценка ([15], [16], [17], [18]). 
В статье рассматривается одна из широко применя-

емых и эффективных методик для уменьшения влияния 
негативных факторов – введение в выборочную матрицу 
или выборочную корреляционную матрицу (ВКМ) КР 

[19]. Расчет значения КР является нетривиальным из-за 
его зависимости от сигнально-помеховой обстановки. 
Одни методы привязывают КР к уровню шума ([20]), дру-
гие к квадратичному ограничению значения весовых 
коэффициентов (ВК) [19]. В [21] предлагается вычислять 
КР на основе собственных значений ВКМ.  

В [22] для вычисления КР используется отношение 
BRR (beam-to-reference ratio), которое вычисляется че-
рез  мощности сигнала опорного канала и сигнала луча.  
Таким образом, чтобы вычислить КР нужно оценить вы-
ходной сигнал адаптивного фильтра, а это увеличивает 
время вычисления весовых коэффициентов. К тому же 
байесовский подход для финальной оценки ВК делает 
алгоритм арифметически сложным для работы системы 
связи в режиме реального времени. В [23] рассмотрен 
алгоритм определения КР по критерию минимума функ-
ции ошибки модуля информационных символов 
(constant modulus, СМ). Здесь исключается одновремен-
ная работа нескольких абонентов в луче и необходимо 
априорное знание значения модуля. 

В работах [24], [25], [26], [27] представлены алгорит-
мы поиска оптимального значения КР методом гребне-
вой регрессии (аналогичной идеи Тихонова) и методом 
регрессии на основе эмпирической оценки Байеса . Вы-
числение КР может быть произведено посредством 
оценки мощности целевого сигнала или используя оцен-
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ку максимального правдоподобия сигнала [24]. Все ре-
шения основаны на априорном знании целевого сигнала 
или его статистических характеристиках и оценке по-
средством минимизации функции КР. Таким образом, в 
случае слепой работы бимформера применение данно-
го класса алгоритмов представляется сложным.  

Различные методы отличаются по арифметической 
сложности и использованию итерационных процедур, 
что влияет на скорость реакции при изменении окружа-
ющей среды. Нужно отметить, что разнообразие алго-
ритмов предназначено в основном для ФЛ Кэйпона 
(Capon beamformer), и такие методы (например [5]) не 
имеют смысла для LCMP. 

Таким образом, большинство предложенных мето-
дов имеют зависимость от различных допущений и 
ограничений на конкретные ситуативные модели, а так-
же в расчете на достаточно большую выборку и не могут 
быть использованы в «слепом» ФЛ.  

Формирователь луча с LCMP  

Рассмотрению подлежит адаптивная ФАР, содержа-
щая ݌ антенных элементов для приема множества ис-
точников сигнала с разными пространственными коор-
динатами. xxR – КМ входного сигнального вектора x, 
которая предполагается положительно определенной и 
определяется следующим образом: 

M
2 *

xx i i i IN
i 1

,


 R σ ν ν R   (1) 

где 2
iσ  – мощность -го целевого сигнала, iν  – вектор 

направления прихода ݅-го целевого сигнала, INR  – ко-
вариационная матрица помехи + шум, M  – количество 
узкополосных целевых сигналов. 

Сигнал на выходе бимформера определяется как 
M MI

Si Ii n
i 1 i 1

(t) (t) (t) (t) ,Hy
 

 
   

 
 W X X x   (2) 

где W  – весовой вектор, (∙)ு – оператор Эрмитова со-
пряжения, Si (t)X  – матрица целевых сигналов, Ii (t)X  – 

матрица сигналов помех, n (t)x  – матрица, определяю-
щая внутренний шум системы. 

ФЛ LCMP эффективен для работы с априорным зна-
нием направления прихода целевых сигналов и отсут-
ствием информации о характере и структуре целевых 
сигналов [19] (например для адаптивной ФАР космиче-
ского аппарата). Весовые коэффициенты LCMP алго-
ритма вычисляются в соответствии с выражением 

1H H H 1 H 1
LCMP xx xx ,

    W g C R C C R  (3) 

где ܏ୌ = ୌ۱܅ H Hg W C  задает линейные ограничения 
для формирования главного луча через вектор ампли-
туд g  и фаз C . 

H
LCMPW  вычисляется, минимизируя мощность выход-

ного сигнала адаптивной ФАР, т.е. H
min LCMPP  W

xx LCMP ,R W  при условии отсутствия искажений в сум-
марном целевом сигнале в соответствии с линейными 
ограничениями. 

В реальных условиях ограничены вычислительные 
ресурсы бортовой аппаратуры (БА), геометрия апертуры 
и амплитудно-фазовая калибровка не идеальны. Задача 
состоит в том, чтобы максимизировать выходной 
ОСПШвых в неблагоприятных условиях: 

H H 1
S I nОСПШвых ( ( ) ) . W R W W R R W   (4) 

На практике истинное значение КМ неизвестно. Вме-
сто этого используется неструктурированная оценка в 
виде ВКМ: 

 
K

H
xx

k 1

ˆ 1 k (k),
K 

 R X X    (5) 

где K  – количество выборок. 

Регуляризация  

Использование регуляризации в алгоритмах на ос-
нове прямых методов оценки ВК имеет ключевое значе-
ние [1], [19], [28]. Регуляризация, как математическая 
операция, необходима для решения обратной задачи 
нахождения наилучшей оценки обратной ВКМ 

ˆA(p) R R   (6) 

через преобразование в прямую задачу: 
1 1 ( ,ˆ ) R R A p   (7) 

где ( )A p  – оператор искажения, преобразующий ܀ в ܀෡. 
Дискретная задача наименьших квадратов опреде-

ляется как: 

  2 pmin ,   , ˆ ,KA K p  R RA p R  (8)  

где  R  – плохо обусловленная ВКМ.  
В настоящее время для линейных обратных задач 

применяются и развиваются линейные и нелинейные 
методы регуляризации [29]. Рассмотрению подлежат 
только линейные методы. Для таких задача были пред-
ложены различные прямые и итерационные методы 
численной регуляризации [30]. Прямые методы регуля-
ризации: через усеченное SVD, метод Тихонова, не-
квадратическая регуляризация, статистическая, пара-
метрическая. 

Все методы заменяют некорректно поставленную 
задачу близкой корректной задачей, которая гораздо 
меньше чувствительна к возмущениям. Многие из мето-
дов аппроксимируют решение дискретной задачи регу-
ляризации Тихонова. Процедура выбора КР приводит к 
существенному увеличению вычислительной нагрузки 
на аппаратуру и носит в той или иной степени итераци-
онный характер. 

В случае малой выборки, когда ,p K  ВКМ не име-
ет обратной матрицы. При p K  ВКМ обращаема, но 
плохо обусловлена и в процессе обращения оценка бу-
дет крайне недостоверной. Для бортовых ФЛ с количе-
ством входов десятки и больше обеспечить приемлемое 
соотношение p K  в режиме реального времени зача-
стую не возможно. Интерес представляет ситуация с 
априорно неизвестной структурой ВКМ с оценкой дале-
кой от истинной. Можно асимптотически приблизиться к 
оценке хорошо обусловленной ВКМ [3]. Один из спосо-
бов получить хорошо обусловленную структурирован-
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ную оценку – это добавить искусственные данные с 
условием, что все дисперсии одинаковы, а все ковариа-
ции равны нулю. 

0 0
0 0

.

0 0








 
 
 
 
 
 

I




   


  (9) 

I  – диагональная матрица с уровнем диагональ-
ных элементов  , I  – единичная матрица.  

Таким образом, оценка ВКМ (5) определяется сле-
дующим способом: 

K
H

,
k 1

1 (k) (k) .
Kxx r 



 R X X I  (10) 

Используя оптимальным образом рассчитанный КР, 
достигается лучшее ОСПШвых и контроль над главным и 
боковыми лепестками. Как показано в [19], КР зависит от 
мощности шума и мощности помех. Таким образом от-
ношение мощностей введённого КР и внутреннего шума 
( ОКРШ ) будет определятся как: 

2
n

.
σ

ОКРШ 
  (11) 

Чтобы исключить эффект обнуления целевого сиг-
нала должно выполняться условие: 

 10 ,ОКРШ ОСШ dB    (12) 

где ОСШ – отношение сигнал/шум целевого сигнала. 
С другой стороны, чтобы получить удовлетворитель-

ное подавление помех, необходимо выполнять условие: 
 1 0 .ОСШ ОКРШ dB    (13) 

Однако напрямую эти неравенства могут противоре-
чить друг другу и носят эмпирический характер. В ре-
альной обстановке априорное знание мощностей целе-
вых сигналов и помех в слепом ФЛ исключено, поэтому 
необходимо на каждом проходе работы адаптивного 
алгоритма вычислять новое значение КР. 

Метод регуляризации часто формально определяет-
ся как метод инверсии, зависящий от одного действи-
тельного параметра λ 0,  который дает семейство 

приближенных решений (λ)R  со следующими двумя 

свойствами: во-первых, для достаточно больших λ  ре-

гуляризованное решение (λ)R  устойчиво на грани воз-
мущений или шумов в данных (в отличие от обобщенно-
го решения), и, во-вторых, когда λ  стремится к нулю, 
восстанавливается нерегуляризованное обобщенное 
решение. 

Прямые методы регуляризации 

Методы регуляризации на основе TSVD 
Метод TSVD (truncated singular value decomposition) 

применяется для подавления шумовой составляющей и 
сохранения информации о сигналах, тем самым улуч-
шая обусловленность ВКМ. Это достигается исключени-
ем компонентов решения, дающих наименьшие соб-
ственные значения (СЗ), полученные применением SVD 
(singular value decomposition). Алгоритмы использующие 

TSVD известны под разными названиями: алгоритмы 
собственного разложения или собственного простран-
ства [31], [32], алгоритм главных компонент, проекцион-
ный алгоритм [33] и др. 

TSVD решение задачи определяется следующим об-
разом: 

SVD ВКМ ˆ :R  
ˆ . TR VΣU     (14) 

Получение инверсной усеченной матрицы m
ˆ :R  

1 1 1 1 1
m m m 1 m( , , ,0, ,0),ˆ , diag       TR VΣ U Σ σ σ  (15) 

где m – размерность матрицы R̂  после усечения с m не 
нулевыми СЗ, 1

m, Σ Σ  – обратные диагональные матрица 
СЗ до и после усечения соответственно, V  и U  – ле-
вая и правая сингулярные матрицы. 

Для данного метода следует разделить два случая 
[34]. Первый, когда ранг ВКМ определяется однозначно, 
и пороговое СЗ определяет коэффициент фильтрации в 
пространстве СЗ: 

i m
i

i m

1  for 
0  for 

;
;


  

σ σ
f

σ σ
  (16) 

σ  – вектор матрицы СЗ .Σ  
Решение перепишется как: 

 
*

m1 i
m i i

i 1 i

 ,ˆ
l





 u
R f v

σ
 (17) 

где iu  и i  v  столбцы матриц U  и V  соответственно. 
Индекс усечения m и является параметром регуля-

ризации. Он определяет насколько точно mR̂  аппрок-

симирует R  и чувствительно к величине ошибки ˆ .R  В 
результате решение, хотя и устойчиво к шуму, не вклю-
чает компоненты сигналов с низким ОСШ (как в исход-
ном обобщенном решении).  

Второй случай, когда ранг ВКМ не определяется 
вследствие низкого ОСПШ, 0 дБ или меньше. В этом 
случае предлагаются более сложные методы, опреде-
ляющие оптимальное значение m и в дальнейшем ис-
пользующие (16).  

Также может использоваться более сложная харак-
теристика фильтра СЗ, как например в [35] ([36]): 

i k

i i k k i k1;

i k1.

1     for ;
 /         for 

0      for 


  
 

σ σ
f σ σ σ σ σ

σ σ
 (18) 

При регуляризации Тихонова значения коэффициен-
тов фильтра спадают подобно двухполюсному ФНЧ,  
где полюс располагается на i λ,σ  где λ  – положи-
тельный КР: 

2 2 2
i i i / ( λ ). f σ σ  (19) 

Регуляризация Лаврентьева основана на методе Ти-
хонова. Коэффициенты фильтра вычисляются по сле-
дующей формуле [37]: 

i i i / ( λ). f σ σ  (20) 
Таким образом, TSVD регуляризация требует следу-

ющих операций: SVD разложение выборочной матрицы, 
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расчет порога усечения kσ  ( k1σ ) с применением одного 

из алгоритмов оптимизации, вычисление 1
m

ˆ R  через об-
ратную операцию (15). Отсюда большая вычислитель-
ная сложность. Необходимым условием для получения 
хороших регуляризованных решений является выполне-
ние дискретного условия Пикара [30], требующего чтобы 
коэффициенты Фурье, выраженные в терминах обоб-
щенного SVD, в среднем затухали до нуля быстрее, чем 
обобщенные сингулярные значения.  

Регуляризация Тихонова 

Дискретная задача регуляризации Тихонова как ре-
шение минимизационной задачи записывается следую-
щим образом [38]: 

2 2 2
λ 2 2

ˆ ˆargmin{ ( ) λ },ˆ  R R RA p LR  (21) 
где ۺ обычно является либо единичной матрицей, либо 
хорошо обусловленной дискретной аппроксимацией 
некоторого производного оператора, λ  – КР. Первый 
член – это норма невязки, которая присутствует в МНК. 
Второй, называется регуляризатором или «краевым 
ограничителем», вводящим априорную информацию об 
ожидаемом поведении .R  Регуляризация Тихонова с 

L I  работает аналогично TSVD, в том смысле, что 
влияние сингулярных значений с более высоким индек-
сом на решение ослабляется. Другое следствие этого 
сходства состоит в том, что когда ,L I  решение Тихо-
нова не пытается восстановить компоненты сигналов, 
которые под шумами. Решение Тихонова при L I  со-
держит компоненты сигналов под шумами и таким обра-
зом допускает экстраполяцию из данных.  

Неквадратическая регуляризация  

Метод Тихонова основан на добавлении квадратич-
ного штрафа к стандартному критерию достоверности 
данных методом наименьших квадратов (и следова-
тельно, квадратичному). Оно приводит к обратной 
фильтрации, которая является линейной функцией дан-
ных. Хотя такая линейная обработка желательна, по-
скольку она приводит к прямым и достаточно эффектив-
ным методам вычислений, она также является ограни-
чивающей, поскольку возможны гораздо более лучшие 
результаты, если используются нелинейные методы.  

Обобщенная неквадратичная оценка 
2

λ 1 2
ˆ ˆ(arg min J , λ J ( ),) R R R R  (22) 

где 1J ( ), ˆR R  представляет собой общую меру расстоя-
ния между истинной и её предсказанием на основе ВКМ, 
а 2J ( )R  – обобщенный штраф за регуляризацию. Оба 
члена могут быть не квадратичной функцией элементов

.R  Далее рассматривается ряд популярных вариантов 
для 1 J  и 2J . 

Широко используемый подход неквадратичной регу-
ляризации – это метод максимальной энтропии. Эн-
тропия положительной матрицы R  служит мерой ее 
неопределенности и может быть определена как: 

N

2 i i
i 1

( ) log( ).J


  R R R   (23) 

Эта интерпретация следует из соображений теории 
информации, когда ВКМ нормализована так, что 

N

i
i 1

1,


R  и, таким образом, может интерпретироваться 

как функция плотности вероятности [39]. В этом случае 
решение с максимальной энтропией является самым 
неопределенным в отношении недостающей информа-
ции. Более простая мотивация использования критерия 
энтропии заключается в том, что он обеспечивает поло-
жительные решения. Комбинирование стоимости энтро-
пии (23) со стандартным квадратичным членом точности 
данных для 1 J  дает максимальную оценку энтропии: 

N
2 2

мэ 2 i i
i 1

(λ) arg min (ˆ ˆ ) λ log( ).


   R R RA p R R   (24) 

Существует ряд вариантов этой идеи, включающих 
связанные определения энтропии, кросс-энтропии и 
дивергенции [39]. Этот метод обеспечивает реконструк-
цию ВКМ с большей концентрацией энергии (т.е. боль-
шинство коэффициентов маленькие, а некоторые очень 
большие) относительно квадратичных Тихоновских под-
ходов. Сложность формулировки (24) заключается в 
том, что она приводит к нелинейной задаче оптимиза-
ции решения, которую необходимо решать итеративно.  

Еще одно неквадратическое краевое ограничение - 
регуляризация общей дисперсии. Мера общей диспер-
сии: 

   
N

2 1 i
i 1

D D ,J


 R R R    (25) 

где 1|| * ||  обозначает 1-норму (сумма абсолютных зна-
чений элементов), а D  представляет собой дискретное 
приближение к оператору градиента, так что элементы 
D܀  представляют собой просто изменения мощности. 
Полная оценка дисперсии получается объединением 
уравнения (25) со стандартным квадратичным членом 
достоверности данных для 1J ( , )ˆ :R R  

 
N

2 2
2 i

i 1

(λ) arg min ( ) λ Dˆ ˆ .


   одR R RA p R   (26) 

Общая дисперсия сигнала это общая сумма измене-
ний и её можно рассматривать как меру изменчивости 
сигнала. Таким образом, она хорошо подходит для ис-
пользования в качестве краевого ограничения. Труд-
ность использования (26) заключается в том, что необ-
ходимо проводить нелинейную оптимизацию с итера-
тивным подходом.  

Статистические методы  
Если шум n  и неизвестную R  рассматривать как 

случайные сигналы, то можно найти максимальную апо-
стериорную оценку ,R  максимизирующую апостериор-

ную плотность вероятности p( | )ˆ .R R  Используя правило 
Байеса и логарифмирование, имеем оценку: 

arg maxp( | )

arg max(ln[p( |

ˆ ˆ

ˆ )] ln[p( )]).

 

 
соR R R

R R R
 (27) 

Эта функция стоимости имеет два члена: зависимый 

от данных ln[p( | ]ˆ ) ,R R  называемый функцией логариф-

мического правдоподобия, и член ln[p( )])R , зависящий 
только от ܀, называемый априорной моделью. Эти два 
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члена аналогичны двум членам в функционале Тихоно-
ва (21). Функция правдоподобия фиксирует зависимость 
данных от матрицы сигналов и обеспечивает точность 
данных в формуле (27). Член априорной модели фикси-
рует априорные знания об ܀ при отсутствии данных и 
позволяет включить эту информацию в оценку. 

Для стохастических сигналов с гауссовским распре-
делением: 

n( ) , ~ (0, ), ~ (0, ,ˆ ) X A p X n n N Λ X N R   (28) 

где ~ ( , )ˆ mX N R  обозначает, что X̂  – гауссовская слу-
чайная матрица со средним m  и ковариационной мат-
рицей .R  При этих предположениях: 

1
n

21ln[p( | )] ( )
2

ˆ ˆ
  

R
X X X A p X  и 1

21ln[p( )] ,
2  

R
X X  

а после подстановки в уравнение (27) получаем: 

1 1
n

2 2arg min( (  ).ˆ ˆ )    
X

со R R
X X A p X X   (29) 

Соответствующая система нормальных уравнений, 
определяющая статистическую оценку, 

T 1 1 T 1
n n( ( ) ( ) ) ( ) .ˆ ˆ   соA p R A p R X A p R X  (30) 

Решение уравнения (30) также является обобщенной 
(негауссовской) оценкой линейной минимальной сред-
неквадратичной ошибки (MMSE). Оценка MMSE мини-
мизирует 2

2[ ,ˆE ] соX X  где E[*]  обозначает математи-
ческое ожидание выражения в скобках. 

Статистический метод обеспечивает рациональный 
способ расчета оценки ВКМ, если объединить статисти-
ческое описание процесса наблюдения и априорной 
информации вместе с мерами неопределенности физи-
ческим моделированием. 

Итерационные методы  

Итерационные подходы [40], [41] позволяют избе-
жать процедур факторизации, требующей большого 
объема памяти, что критично для очень больших задач. 
Многие итерационные схемы естественным образом 
распараллеливаются и, таким образом, могут быть лег-
ко реализованы на ПЛИС для увеличения скорости. 
Причина, по которой происходит регуляризация в ите-
рационных алгоритмах, заключается в том, что низкоча-
стотные компоненты решения стремятся сходиться 
быстрее, чем высокочастотные компоненты (большие 
значения индекса i SVD разложения подобны высокоча-
стотным коэффициентам Фурье соответствующих эле-
ментов). Для итерационных схем количество итераций 
играет роль, обратную параметру регуляризации λ,  
поэтому меньшее количество итераций соответствует 
большей регуляризации (большему λ ). 

Метод сопряженных градиентов (МСГ) – это хоро-
шо известный метод решения разреженных систем 
уравнений с симметричной положительно определенной 
матрицей коэффициентов. Это самый быстрый из всех 
методов подпространства Крылова. Методы, использу-
ющие подпространства Крылова, ориентированные на 
матрицы больших размерностей, избегают матрично-
матричные операции, за счет умножения матрицы на 
вектор. Для уравнения T  ˆ TA A R A R  в подпростран-
стве Крылова номер итерации МСГ, на которой оста-

навливается расчет, играет роль КР.  
Решение kx  после k  шагов МСГ может быть опре-

делено как: 

2

T T
k

min ( ) ,  

при условии  ( , )

ˆ

.

ˆ

ˆK

 


сR R A p R

R A A A R
г 

  (31) 

Альтернативный итерационный алгоритм, который 
не использует в явном виде TA A  – LSQR [42].  

Алгоритм масштабированной проекции [20] – это 
вариант компенсации несоответствия оценки R̂  рекур-
сивным способом. Выражение для вычисления вектора 
весовых коэффициентов следующее: 

2
r(t 1) [ (t) μ( ˆ (t) σ ) (t)].

r r rlms c c lms lms    w w P w R I w   (32) 

Избегая использовать 2
rσ ,  применяется критерий rσ :  

(t 1) [ (t) μ (t) (tˆ )],
RF r rlms c c lms lms   w w P ν R w  (33) 

где на каждой итерации составляющая проекции ܟ௟௠௦ೝ 

на нуль пространство вектора ограничений *C  – 2| |  ν  

сравнивается с функцией 2(σ )f  и при превышении по-
рога масштабируется. 

Данный способ ограничения применяется в LMS ал-
горитмах, которые при низкой арифметической сложно-
сти имеют большое время схождения и большую оста-
точную ошибку. Также при большом числе обусловлен-
ности R̂  нельзя применить этот алгоритм. Масштаби-
рование составляющей ૅ происходит исходя из уровня 
белого шума, заданного заранее. Как таковые величины 
ОСШ и отношение помеха/шум (ОПШ) на решение не 

влияют. На каждой итерации нужно находить ˆ (t),R  со-

храняя при этом предыдущее значение ˆ ( 1).t R  Анализ 
этого способа для прямого метода оценки ВК ФЛ прово-
диться в работе [43]. Показано, что результат при боль-
ших ОСШ (уже около 0 дБ) неудовлетворительный. 

Выбор коэффициента регуляризации 
Методы можно условно разделить на два типа в за-

висимости о знании об априорной ошибке 2|| || .e  Эти 
два типа можно охарактеризовать следующим образом: 

1. Методы, основанные на знании или хорошей 
оценке 2|| || .e  

2. Методы, которые не требуют знания априорной 
ошибки. 

Регуляризация, не допуская усиления шума, включа-
ет компромисс между точностью входных выборок и 
точностью некоторого набора априорной информации. 
Эти два компонента обычно измеряются через норму 
невязки || ( ) ||ˆ R A p R  и норму ограничения || |ˆ | .LR  КР 

λ  контролирует этот компромисс, и важной частью ре-
шения любой проблемы является поиск разумного зна-
чения для λ . 

Для поиска оптимального КР применяются следую-
щие методы ([44], [45], [46], [35]): минимизация функции 
обобщенной перекрестной проверки (GCV – generalized 
cross-validation), основанной на минимизации ошибок 
прогнозирования; метод L-кривой, основанный на гра-
фике зависимости нормы невязки от нормы краевого 
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ограничения; метод невязки, основанный на априорной 
информации о параметрах шума;  выбор статистических 
параметров, основанный на моделировании лежащих в 
их основе процессов. Метод невязки относится к перво-
му типу, остальные ко второму. 

L-кривая представляет собой график (для всех допу-

стимых параметров регуляризации) нормы || |ˆ |LR  регу-
ляризованного решения в зависимости от соответству-
ющей нормы невязки || ( ) | .ˆ |R A p R  Таким образом,  
L-кривая показывает компромисс между минимизацией 
этих двух величин. Для непрерывного КР λ  вычисляет-
ся кривизна кривой λ 2 λ2(log Ax b , logLx )  (с парамет-

ром λ ) и находится точка с максимальной кривизной.  
Метод минимизации GCV функции основан на пред-

положении, что если произвольный элемент iR̂  в пра-

вой части R̂  опущен, то соответствующее регуляризо-
ванное решение должно хорошо предсказывать это 
наблюдение, и выбор параметра регуляризации не дол-
жен зависеть от ортогонального преобразования R̂  
[45]. Это приводит к выбору КР, который минимизирует 
функцию GCV: 

2
λ 2

I 2
m

ˆ

(
( )

,
Tr[ )]

G





A p R R
I AA

 (34) 

где IA  – матрица, которая дает регуляризованное ре-
шение I

λ
ˆ .R A R   

Метод невязки Морозова [47] использует сведения о 

шуме n  в ˆ(p) . RA n R  Эта информация указывается 
в виде дисперсии: 

n|| || δ . n    (35) 

Это дает оценку нормы невязки || ( ) || δˆ . R A p R  
Поскольку недорегуляризация заключается в чрезмер-
ном усилении шума, имеет смысл выбрать параметр 
регуляризации достаточно большим, чтобы выборочная 
ошибка достигла этой границы, но не больше (чтобы 
избежать перерегуляризованности). Формально пара-
метр регуляризации λ  выбирается как значение, при 
котором норма невязки достигает равенства 

2 2
n|| ( ) (λ) || δ .ˆ  R A p R   (36) 

В детерминированном случае значение λ  обычно 
приводит к чрезмерной регуляризации, поскольку фак-
тическая ошибка может быть меньше заданного порога. 
И наоборот, установка слишком маленького порога шу-
ма может привести к нежелательному росту шума в ре-
шении. Пороговое значение шума может быть получено 
из физических соображений, априорной информации 
или прямой экспериментальной оценке. Если эта ин-
формация недоступна, то этот метод не применим. 

Выбор статистических параметров не является ме-
тодом выбора параметра, а скорее, методом оценки. 
При наличии статистической модели процесса наблю-
дения через p( ˆ | )R R  и априорной информации о R  че-

рез p( )R  оценка ˆ
соR  получается путем решения задачи 

оптимизации (27). Со статистической точки зрения про-

блема определения параметра регуляризации заменя-
ется проблемой статистического моделирования по-
средством определения p( ˆ | )R R  и p( ).R  Компромисс 
между входными данными и априорными, присущий 
выбору КР λ,  фиксируется при моделировании относи-

тельной неопределенности в матрицах R̂  и .R  Иногда 

плотности p( ˆ | )R R  и p( )R  следуют из физических сооб-
ражений или прямого эксперимента.  

Для некоторых задач определение плотностей 
p( ˆ | )R R  и p( )R  может оказаться сложной задачей. К 
счастью, цель обычно состоит не в том, чтобы наиболее 

точно смоделировать матрицу R  или ВКМ ˆ ,R  а скорее 
в том, чтобы найти общую статистическую модель, ко-
торая даёт хорошую оценку. Кроме того, статистический 
характер этой модели может предполагать рациональ-
ный выбор параметров, не очевидных с точки зрения 
регуляризации Тихонова.  

О методах поиска КР можно ознакомиться в ра- 
боте [48], где представлено описание пакета 
«REGULARIZATION TOOLS» для Matlab используемого 
для анализа и решения дискретных некорректных задач. 

Алгоритмы на основе метода линейной усадки 
Метод усадки ВКМ к единичной матрице (ЕМ) LW 

(O. Ledoit, M. Wolf) описан в [3] для произвольного вида 
функции распределения выборок. Он рассчитывает ко-
эффициенты оптимальной линейной комбинации в со-
ответствии с квадратичной функцией потерь (квадра-
тичная оптимизация). Истинный оптимальный вес заме-
няется согласованной оценкой. Ищется линейная ком-
бинация ЕМ и ВКМ как компромисс между смещением и 
дисперсией за счет встречной усадки, в результате чего 
получается оценка, чья среднеквадратичная ошибка  
минимальна: 
 ρ (ˆ ˆˆ1 ρ) ,ˆ  R F R  (37) 

ρ̂  – коэффициент усадки, принимающий значения от 0 

до 1 и может быть выборочной функцией. Матрица F̂  
называется целью усадки: 

Tr( ˆ )μ
p

ˆ . 
RF I I   (38) 

Tr( )  – след матрицы, I  – ЕМ.  

R̂  является несмещенной оценкой и решением мак-
симального правдоподобия при .К p  Однако не дости-
гает низкого MSE из-за его высокой дисперсии и обычно 
плохо подходит для .К p  С другой стороны F̂  – 
наивная, но наиболее хорошо обусловленная оценка. 
Оптимизационная проблема имеет вид:  2

ρ
min E[  ] .R R  

СКО можно разложить на дисперсионную ошибку и 
ошибку смещения: 
   2 2 2[ [ ]E[  ] E  E  ] E[ ] .    R R R R R R  (39) 
СКО цели усадки μ۷ представляет собой смещение 

без дисперсии, в то время как для СКО ВКМ – R̂  пред-
ставляет собой дисперсию без смещения. Точка ком-
промисса показана на рис. 1. 
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Рис. 1. Точка компромисса между дисперсионной ошибкой  

и ошибкой смещения 

Оценка коэффициента усадки находится следующим 
образом: 

2
1

2
2 2 TrT

ˆ
ˆ

ˆ( )ˆr( )

k T
i i Fi

LW

x x

k
p

 



 

 
 

 R

RR
 (40) 

Методы RBLW (Rao-Blackwell Ledoit-Wolf) и OAS  
(Оracle Аpproximating Shrinkage) [4] разработаны на ме-
тоде LW [3] для случая Гауссовского распределения 

выборок. Оценка ˆLW  является функцией не только ˆ ,R  
но и других статистических данных и, следовательно,  
по теореме Рао – Блэквелла – Колмогорова может быть 
улучшена. 

Применение теоремы к оценке ˆLW  дает следующий 
результат: 

2 2

RBLW 2
2

2 Tr Tr ( )
.

Tr ( )( 2) Tr( )

ˆ ˆ( )
ˆ

ˆˆ

k
k

k
p



  


 
  

 

R R

RR
 . (41) 

Алгоритм OAS аппроксимирует оптимальный коэф-
фициент усадки через итеративную процедуру. Алго-
ритм  инициализируется R̂  и итеративно улучшается. 
На практике оценка OAS рассчитывается без итераций 
как: 

2 2

OAS 2
2

1 2 Tr( ) Tr ( )
.

k 1 2

ˆ ˆ
ˆ

ˆ( )ˆ( ) TrTr

p

p p



  


   
  

   

R R

RR
  (42) 

Коэффициенты всех решений метода усадки ВКМ 
ограничены сверху единицей, т.е.  

 min , .ˆ 1   (43) 

OAS и RBLW имеют меньшую вычислительную 
нагрузку, по сравнению с LW, вследствие отсутствия 
расчета средней оценки ошибки k

ˆ .ˆR R  

Метод GLC (General-Linear-Combination) [2] основан 
на методе [3]. Оценка ВКМ вычисляется по формуле: 
 ,ˆ  R I R  (44) 

где   и   параметры усадки, которые рассчитываются 

также посредством минимизации функции MSE ˆ .R  Что-

бы R̂  была положительно определенной   и   тоже 
должны быть положительно определенные. Решение 
этого метода приводится как: 

 4 2
2

1

1 1 ˆˆ ;
K

GLC
n

x n
KK




  R   (45) 

2

ˆˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

, ;min 
  


    R I

 (46) 

1 , ( ) /
ˆˆ ˆˆ .
ˆ

tr K 


   R  (47) 

Для ФЛ LCMP выражение для весовых коэффициен-
тов запишется как: 

 

11 1

.

H
LCMP GLC

H H H
xx xx

 
 

 



    
      

     

W

g C I R C C I R
 (48)  

Моделирование 

Компьютерное моделирование проводилось на плос-
кой 25 элементной квадратной решетке. Целевой гар-
монический сигнал с углом места 0о и вариацией ОСШ 
от -10 до +40 дБ с шагом 5 дБ. Две (рис. 2 а, б) и четыре 
(рис. 2 в, г) шумоподобные помехи равной мощности 
направлены в первые боковые лепестки с вариацией 
ОПШ +10, +20, +30 дБ. Учитывая ограниченные вычис-
лительные ресурсы БА ФЛ, количество выборок сигнала 
принято не более 50. Также была применена техника 
матричного дополнения, которая учитывает изменение 
параметров помех по пространству и частоте и позволя-
ет сохранять эффективность работы при расположении 
источника помехи на транспортном средстве, а также 
преднамеренном характере помех. 

На рис. 2, 3 показаны результаты моделирования с 
применением метода Монте Карло для выбранных ал-
горитмов. По оси абсцисс отложены значения ОСШ. По 
оси ординат отложены значения ОСПШвых адаптивного 
фильтра. Предельно достижимое значение ОСПШвых 
(теоретическое) обозначено как «ОСПШп». Максимально 
возможное значение ОСПШвых рассчитывалось методом 
перебора значений КР в рабочем диапазоне и обозна-
чено как «КРопт». Обозначение «LW» соответствует ме-
тоду, описанному в работе [3] (O. Ledoit, M.Wolf). Обо-
значение «RBLW» и «OAS» соответствует методам, 
описанным в работе [4]. 

На рис. 3 представлена зависимость ОСПШвых от ко-
личества выборок ,K  при 2-х помехах ОПШ 20 дБ каж-
дая и ОСШ 10 дБ. Зависимость с легендой «КР = 0» 
описывает работу ФЛ без использования КР. 
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 а) б) 

 
 в) г) 

 
 д) е) 

Рис. 2. Зависимость ОСПШвых от ОСШвх, при 2х помехах  
( K = 25) и 4х помехах ( K = 50) 

 
Рис. 3. Зависимость ОСПШвых от K , при 2х помехах 

Заключение 

В работе приведены существующие способы повы-
шения надежности работы не рекурсивного ФЛ методом 
регуляризации ВКМ. Методы на основе TSVD вычисли-
тельно сложны из-за необходимости проведения SVD 
преобразования. Интерес представляют прямые алго-
ритмы на основе регуляризации Тихонова, не опираю-
щиеся на статистические характеристики входных сиг-
налов. Проведено моделирование слепого ФЛ LCMP, в 
условиях плохо обусловленной ВКМ. Сравнение мето-
дов регуляризации в зависимости от различных сиг-
нально помеховых ситуациях и количества выборок 
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приведены на графиках. Методы OAS и RBLW имеют 
меньшую вычислительную сложность, по сравнению с 
LW, вследствие отсутствия расчета средней оценки 
ошибки ВКМ. Так для LW она составляет 3N3, для OAS и 
RBLW 2N3. Метод GLC имеет еще меньшую вычисли-
тельную сложность – 3N2, но проигрывает в производи-
тельности. В оценках не учтены операции с членами 
порядка ниже, чем максимальный, для каждого алгорит-
ма. Здесь N – размерность рабочей матрицы (количе-
ство каналов адаптивного фильтра). Таким образом, 
исходя из требований к возможностям ФЛ, можно опти-
мизировать программно-аппаратное обеспечение, подо-
брав соответствующий алгоритм регуляризации. 
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