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Рассмотрено два метода определения 2-D ДПФ, каждый из которых 
проводится с помощью двухэтапного применения 1-D ДПФ. 1-D ДПФ и 
2-D ДПФ обладают рядом недостатков, которые в приложениях прояв-
ляются в виде негативных эффектов. Основные негативные эффекты: 
эффект утечки (leakage effect), гребешковый эффект (scalloping effect), 
эффект частокола (picket fence effect), эффект наложения (aliasing effect). 
Результативным методом борьбы с этими эффектами, как в одномер-
ном, так и в двумерном случае, является применение операции дополне-
ния сигналов нулями. Возможны три варианта расширения опорной обла-
сти 2-D сигнала нулевыми отсчетами: дополнение нулями вертикально-
го, горизонтального и одновременно вертикального и горизонтального 
периодов двумерного сигнала. Доказано, что каждый из трех вариантов 
расширения опорной области нулевыми отсчетами порождает свое 
множество базисов Фурье с варьируемыми параметрами, названных ав-
тором базисами Фурье первого, второго и третьего рода. Разработаны 
основы теории двумерной обработки сигналов в пространственно-
частотной области в базисах Фурье с варьируемыми параметрами пер-
вого рода. Введены и исследованы базисы двумерных экспоненциальных 
функций с варьируемым параметром первого рода – 2-D ДЭФ-ВП-1. Дока-
заны основные свойства двумерных экспоненциальных функций первого 
рода с варьируемым параметром. Введены алгебраическая и матричная 
формы прямого и обратного двумерного дискретного преобразования 
Фурье с варьируемым параметром 1 рода –2-D ДПФ-ВП-1, 2-D ОДПФ-ВП-1. 
Проведено обобщение периодичности 2-D сигнала в виде параметриче-
ской периодичности 2-D сигнала. Проведено обобщение циклического 
сдвига 2-D сигнала в виде параметрического циклического сдвига 
2-D сигнала. Исследованы основные свойства двумерного дискретного 
преобразования Фурье с варьируемым параметром 1 рода. Теоретические 
основы теории двумерной цифровой обработки сигналов в базисах Фурье с 
варьируемыми параметрами первого рода позволяют разрабатывать 
новые и совершенствовать существующие методы и алгоритмы двумер- 
  ной Фурье – обработки сигналов. 
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Discrete Fourier Transform (DFT) is the basis of digital Fourier processing. Two methods for determining 2-D DFT are considered, 
each of which is carried out using a two-stage application of 1-D DFT. 1-D DFT and 2-D DFT, apart from their advantages, have a 
number of disadvantages. These disadvantages are manifested in applications in the form of negative effects. Main negative effects 
are leakage effect, scalloping effect, picket fence effect, aliasing effect. An effective method of dealing with these effects, both in 
one-dimensional and two-dimensional cases, is to use the operation of padding zeros to a signal. Significant disadvantages of this 
approach are large required memory size and the need for the great number of unproductive computations with zero elements. 
There are three options for extending the reference area of a 2-D signal with zeros: zero-padding of the vertical, horizontal, and both 
vertical and horizontal periods of the two-dimensional signal. It is proved that each of the three options for padding zeros to the ref-
erence area samples generates its own set of Fourier bases with variable parameters. The sets were called by the author as Fourier 
bases of the first, second and third type. The foundations of the theory of two-dimensional signal processing in the spatial-frequency 
domain in Fourier bases with variable parameters of the first type have been developed. Bases of two-dimensional exponential func-
tions with a variable parameter of the first kind (2-D DEF-VP-1) are introduced and investigated. The basic properties of two-
dimensional exponential functions of the first type with a variable parameter are proved. Algebraic and matrix forms of direct and in-
verse two-dimensional discrete Fourier transform with a variable parameter of the 1st type – 2-D DFT-VP-1 are introduced.  
The generalization of the 2-D signal periodicity is carried out in the form of the parametric 2-D signal periodicity. The generalization 
of the cyclic shift of a 2-D signal in the form of a parametric cyclic shift of a 2-D signal is carried out. The main properties of the two-
dimensional discrete Fourier transform with a variable parameter of the first type are investigated. The theoretical foundations of the 
theory of two-dimensional digital signal processing in Fourier bases with variable parameters of the first type make it possible to de-
velop new and improve existing methods for two-dimensional Fourier - signal processing. 
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Введение  

Информационные технологии цифро-
вой обработки как одномерных сигналов 
(1-D сигналов) в частотной области, так и 
двумерных сигналов (2-D сигналов) в про-
странственно-частотной области, нашли 
свои приложения во многих предметных 
областях – в радиотехнике, активной и 
пассивной гидролокации, гидрологии, 
сейсмологии, геодезии, медицине, метео-
рологии, контроле и диагностике сложных 
систем [1 – 33].  

При проведении 2-D корреляционного 
анализа и 2-D свертки сигналов, 2-D спект-
ральной и векторной обработки сигналов 
широко используется операция дополне-
ния 2-D сигнала 1 2( , );x n n  1 10 1;n N    
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2 20 1n N    на опорной плоскости1 нулевыми отсче-
тами. Широкое применение операции дополнения ну-
лями в информационных технологиях цифровой обра-
ботки, как одномерных, так и двумерных сигналов свя-
зано, главным образом, с тем, что, благодаря этой до-
статочно простой операции, появляется возможность 
получения не только циклических, но и линейных мате-
матических функций сигналов. 

В силу того, что дискретный 2-D сигнал 1 2( , )x n n  на 
прямоугольной пространственной опорной плоскости 2 
при 10 11  Nn  и 10 22  Nn  может быть пред-
ставлен в виде матрицы: 

1 2N NX    (1) 
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возможны три варианта дополнения опорной области 2-
D сигнала 

1 2N NX   нулевыми отсчетами с помощью ну-

левой матрицы 
1 2N NO  : 

1 2

2

1

0 1 2 . . ( 1)
0 0 0 0 . . 0
1 0 0 0 . . 0
. . . . . . .
. . . . . . .

( 1) 0 0 0 . . 0

N N

N n

O

N
m





 
 
 
 
 
 
   

; (2) 

где 1,0;1,0:0),( 21  NnNmnmo . 
Вариант 1 дополнения опорной области 2-D сигна-

ла 
21 NNX   нулевой матрицей 
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. (3) 

Вариант 2 дополнения опорной области 2-D сигна-
ла 

21 NNX   нулевой матрицей 
21 NNO  : 

                                                   
 
 
1 Опорная область – это диапазон значений переменных 1n  и 2 ,n  

для которого двумерная последовательность 1 2( , )x n n  отлична от 
нуля. 
2 Опорная область – это диапазон значений переменных 1n  и 2 ,n  

для которого двумерная последовательность 1 2( , )x n n  отлична от 
нуля. 
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Вариант 3 дополнения опорной области 2-D сигна-
ла 

21 NNX   нулевой матрицей 
21 NNO  : 
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.(5) 

Двумерное ДПФ (2-D ДПФ) в матричной форме опре-
деляется следующим соотношением: 

1 2

1 2 2 1 1 2

,

1 2

1k k
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F ; (6) 

где 
21 NNX   – 2-D сигнал; 

1 2N NF  – матрица двумерных экспоненциальных 

функций 2-D ДПФ: 

1 2N N F  (7) 
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1 2

1 2

,k k
N NS   – двумерный спектр (2-D спектр) 2-D сигнала 
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. 

Поскольку ядро двумерного дискретного преобразова-
ния Фурье обладает свойством разделимости (свойством 
сепарабельности), то определение 2-D ДПФ может быть 
реализовано двумя методами, каждый из которых прово-
дится  с помощью двухэтапного применения 1-D ДПФ: 

Метод 1. 1 2

1 2 1 1 1 2 2 2

, (2) (1)

1 2

1 [ ]k k
N N N N N N N NS F X F

N N    


: (9, а) 

этап № 1: 
1 2 1 2 2 2

(1) (1)

1

1 [ ]N N N N N NS X F
N    ;  

этап № 2: 1 2

1 2 1 1 1 2

, (2) (1)
,

2

1k k
N N N N N NS F S

N    . 
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Метод 2. 1 2

1 2 1 1 1 2 2 2

, (2) (1)

1 2

1[ ]k k
N N N N N N N NS F X F
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Отметим, что каждый из трех вариантов расширения 
опорной области нулевыми отсчетами порождает свое 
множество базисов Фурье с варьируемыми параметрами 
первого, второго и третьего рода. Свойства базисов 
Фурье с варьируемыми параметрами третьего рода по-
дробно исследованы в работе автора [1]. 

Целью настоящей работы является создание ос-
нов теории двумерной обработки сигналов в простран-
ственно-частотной области в базисах Фурье с варьиру-
емыми параметрами первого рода. 

Дискретная двумерная обработка сигналов  
в пространственно-частотной области в базисах 
Фурье с варьируемыми параметрами первого рода 

С учетом дополнения сигнала 
21 NNX   нулевыми 

матрицами по варианту 1 (3) соотношения (9, а) и (9, б) 
преобразуются соответственно к виду: 
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Исследуем структуру матричного уравнения (10, а), 
как одну из эквивалентных форм. Нетрудно установить, 
что если обозначить матричное произведение 
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Перемножение матриц 
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Обозначим множество номеров строк матрицы 
)2(

111 NrNF   (15) через C : 

1 1: {0,1, 2,..., ( 1)}C C N r  . 
Применим к множеству C  отношение сравнимости 

по модулю 1r . Известно, что отношение сравнимости по 
модулю m  является отношением эквивалентности и 
обладает свойствами рефлексивности, симметрично-
сти и транзитивности.  

Отношение сравнимости по модулю 1r  разбивает мно-
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1

0

0, ,..., ( 1) ;

( 1),..., ( 1) ;

; ; .

r

r

i i j i
i j i

C r N r

C r N r

C C C C C





 

 
  
 
                   

 
   
 

     

. (16) 

Матрицу (15), используя разбиение (16) множества 
C  на 1r  классов вычетов по модулю 1r , представим в 

виде 1r  матриц размером 11 NN  : 

1 1 1

(2)
,N NF    (17) 

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

1 1
(0 ) 0 (0 ) 1 (0 ) ( 1)

(1 ) 0 (1 ) 1 (1 ) ( 1)

( 1 ) 0 ( 1 ) 1 ( 1 ) ( 1)
1

1

0 1 . . ( 1)
. .0
. .1

. . . . . .

. . . . . .
( 1) . .

N
N N N

N
N N N

N N N N
N N N

N n
W W W

W W W

N W W W
k

  

  

  

      

      

         



 
 
 
 
 
 
   

; 
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где 1 1 1 10, 1/ ,..., /( 1) /r r r   . 

Дискретные двумерные экспоненциальные функции 
вида  

2 21 1 1

1 2 1 2

( )
, , 1 1 1 2 2( , , , , ) k nk n

VP N N N Ndef k n k n W W    ; 

1 10, 1;k N   2 20, 1k N  ; 10 1  ; 
назовем двумерными экспоненциальными функци-
ями с варьируемым параметром первого рода – 
2-D ДЭФ-ВП-1. 

Функции 2 21 1 1

1 2 1 2

( )
, , 1 1 1 2 2( , , , , ) k nk n

VP N N N Ndef k n k n W W      

1 1 1 2 2
1 2

2 2exp ( ) expj k n j k n
N N
 

      
             
         

 

1 1 1 1 1 1
1 1

2 2cos ( ) sin (k n j k n
N N
 

 
    

          
     

 

2 2 2 2
2 2

2 2cos sink n j k n
N N
     

        
     

 

1 1 1 2 2
1 2

1 1 1 2 2
1 2

2 2cos ( )

2 2sin ( )

k n k n
N N

j k n k n
N N

 


 

 
    

 
 

    
 

 (18) 

образуют при каждом конкретном значении 1  базисную 

систему Фурье варьируемым параметром 1  первого 
рода. 

На рис. 1-3 приведены примеры двумерных экспонен-
циальных функций первого рода с варьируемым пара-
метром. 

 
а) 

 

б) 

Рис. 1.  Двумерная экспоненциальная функция первого рода  
с варьируемым параметром  

при 1 2 1 2 132; 64; 1; 1; 1 / 2N N k k       

Рассмотрим основные свойства двумерных дискрет-
ных экспоненциальных функций (2-D ДЭФ-ВП-1), сово-
купность которых составляет при каждом значении па-
раметра 1  свою базисную систему двумерного ДПФ-

ВП-1 в пространстве N
2I . 

 

а) 

 

б) 

Рис. 2. Двумерная экспоненциальная функция первого рода  
с варьируемым параметром  

при 1 2 1 2 164; 32; 1; 2; 1 / 3N N k k       

 

а) 

 

б) 

Рис. 3. Двумерная экспоненциальная функция первого рода  
с варьируемым параметром  

при 1 2 1 2 132; 64; 2; 3; 1 / 4N N k k       

Отметим, что каждая из двумерных дискретных экс-
поненциальных функций с варьируемым параметром  
1 рода имеет свои пространственные частоты 1k , 2k , 
которые определяют ее место в конкретной базисной 
системе. 

Основные свойства двумерных экспоненциаль-
ных функций первого рода с варьируемым пара-
метром: 

1. 2-D ДЭФ-ВП-1 являются комплексными функциями 
по определению. 

2. 2-D ДЭФ-ВП-1 является обобщением базисной си-
стемы 2-D ДЭФ и равна ей при нулевом значении пара-
метра 1 . 

3. 2-D ДЭФ-ВП-1 являются двумерными функциями 
четырех равноправных переменных 21,kk  и 1 2, ,n n  а 
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также одного варьируемого параметра 1 : 

2 21 1 1

1 2 1 2

( )
, , 1 1 1 2 2( , , , , ) k nk n

VP N N N Ndef k n k n W W    . (19) 

4. 2-D ДЭФ-ВП-1 являются периодическими по пере-
менной 1k  с периодом 1N  и по переменным 22 ,nk  с 

периодом 2N : 

1 2, , 1 1 1 1 2 2 2 2( , , , , )VP N Ndef k lN n k mN n qN  

1 2, , 1 1 1 2 2( , , , , )VP N Ndef k n k n ; (20) 

где qml ,,  – целые числа. 
5. 2-D ДЭФ-ВП-1 являются параметрически перио-

дическими3 по переменной 1n с периодом 1N : 

1 2, , 1 1 1 1 2 2( , , , , )VP N Ndef k n pN k n 
1 1

1 2 1, , 1 1 1 2 2( , , , , ) N p
VP N N Ndef k n k n W   , (21) 

где p  – целое число. 

6. Система 2-D ДЭФ-ВП-1 по переменным 21,kk  не 
является мультипликативной: 

1 2, , 1 1 1 2 2( , , , , )VP N Ndef k n k n
1 2, , 3 1 1 4 2( , , , , )VP N Ndef k n k n   

1 2 1 2, , 1 3 mod 1 1 2 4 mod 2(( ) , , , ( ) , ))VP N N N Ndef k k n k k n   . (22) 

7. Система 2-D ДЭФ-ВП-1 по переменным 21,nn  яв-
ляется мультипликативной: 

1 2, , 1 1 1 2 2( , , , , )VP N Ndef k n k n
1 2, , 1 3 1 2 4( , , , , )VP N Ndef k n k n   

1 2 1 2, , 1 1 3 mod 2 1 2 4 mod( , ( ) , , , ( ) )VP N N N Ndef k n n k n n   . (23) 
8. Среднее значение 2-D ДЭФ-ВП-1 с простран-

ственными частотами 01 k  02 k  равно нулю: 

1 2

1 2

1 2

1 1

, 1 1 1 2 2
0 0

( , , , , )
N N

N N
n n

def k n k n
 

 

   

1
2 1 1 1

1 2

1

1
( )

0

N
N k n

N N
n

W 







 


 2
1 2 2

1 2

2

1

0

N
N k n

N N
n

W









  

1 1 1

1

1 1

1

(1 )

( )

1
1

k N
N

k
N

W
W









 
  

2 2

2

2

2

1
0

1

k N
N

k
N

W
W

 
  

. (24) 

9. Система 2-D ДЭФ-ВП-1 это ортогональная систе-
ма по переменным 1 2,k k : 

1 2
2 3 1 1 1 4 22 1 1 1 1 2 2

1 2 1 2

1 2

1 1
( ( ) )*( ( ) )

0 01 2

1 N N
N k n N k nN k n N k n

N N N N
n n

W W
N N


 

  
 

 

 
  

1 3 2 4

1 3 2 4

1, если , ,
0, если ,

k k k k
k k k k
 

   
 (25) 

и по переменным 21,nn : 

1 2
2 1 1 3 1 2 42 1 1 1 1 2 2

1 2 1 2

1 2

1 1
( ( ) )*( ( ) )

0 01 2

1 N N
N k n N k nN k n N k n

N N N N
k k

W W
N N


 

  
 

 

 
  

1 3 2 4

1 3 2 4

1, если , ,
0, если , ,

n n n n
n n n n
 

   
. (26) 

где символ * означает комплексное сопряжение. 

                                                   
 
 
3 Определение понятия параметрической периодичности двумер-
ного сигнала 1 2( , )x n n  рассмотрено в статье позже. 

10. 2-D ДЭФ-ВП-1 в пространстве можно изобразить 
в виде двух векторов единичной длины, вращающихся 
скачкообразно на углы 111 /)(2 Nk    и 12 /2 Nk  соот-

ветственно, при изменении переменных 1n  и 1n  на еди-
ницу. Проекции этих векторов на соответствующие оси 
абсцисс и ординат дают действительную и мнимую ча-

сти функций 111
1

)( nk
NW   и 22

2

nk
NW . На интервале 1N  век-

тор 111
1

)( nk
NW   проходит угол )(2 11  k  радиан, со-

вершая )( 11 k  оборотов, а на интервале 2N  вектор 
22

2

nk
NW  проходит угол 22 k  радиан, совершая 2k  оборо-

тов. Вектора: 1 1 1 1 1 1 1

1 1

( ) ( ( ))k n N k n
N NW W      и 2 2

2

k n
NW    

2 2 2

2

( )N k n
NW   совершают соответственно ))(( 111  kN  и 

)( 22 kN   оборотов. 
Рис. 4 иллюстрирует такое представление 2-D ДЭФ-

ВП-1, на котором углы 1 1
1

2 ( )k
N


  и 2
2

2 k
N


 отмечены 

соответствующими точками. 

 

Рис. 4. Представление двумерной экспоненциальной функции 
первого рода с варьируемым параметром 

11. В силу того, что число функций в базисной систе-
ме 2-D ДЭФ-ВП-1 равно числу отсчетов каждой функции, 
а также линейной независимости функций в базисной 
системе 2-D ДЭФ-ВП-1, система 2-D ДЭФ-ВП-1 является 

полной в пространстве N
2I . 

Разложение по базисным системам вида (18) опре-
делим как прямое двумерное дискретное преобразова-
ние Фурье с варьируемым параметром 1 рода (2-D ДПФ-
ВП-1). Существует две формы 2-D ДПФ-ВП-1: алгебраи-
ческая и матричная. Рассмотрим их. 

Алгебраическая форма прямого двумерного 
дискретного преобразования Фурье с варьируемым 
параметром 1 рода – 2-D ДПФ-ВП-1: 

1 2

1 2
1 1 1 2 2

1 2

1 2

1 1 2,

1 1
( )

1 2
0 01 2

( , , )

1 ( , ) ,

N N

N N
k n k n

N N
n n

S k k

x n n W W
N N




 

  

 



 
  

 (27) 

где )1(,0 11  Nk , )1(,0 22  Nk  – пространственные 

частоты; 1  – параметр преобразования 2-D ДПФ-ВП-1: 
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10 1  ; ),( 21 nnx  – двумерный сигнал, ,1,0 11  Nn  

,1,0 22  Nn  ),,( 121, 21
kkS NN  – коэффициенты 2-D 

ДПФ-ВП-1 (двумерный векторный пространственно-
частотный спектр сигнала ),( 21 nnx  в базисной системе 
2-D ДЭФ-ВП-1). 

Алгебраическая форма прямого 2-D ДПФ-ВП-1, 
учитывая свойство разделимости (сепарабельно-
сти) ядра 2-D ДПФ-ВП-1, может быть реализована 
в двух видах: 

1 2

1 2
1 1 1 2 2

1 2

1 2

1 1 2,

1 1
( )

1 2
0 01 2

( , , )

1 1 ( , )

N N

N N
k n k n

N N
n n

S k k

W x n n W
N N





 
 

 



 
  

 
 

; (28, а) 

или в виде: 

1 2

1 2
1 1 1 2 2

1 2

1 2

1 1 2,

1 1
( )

1 2
0 01 2

( , , )

1 1( , ) .

N N

N N
k n k n

N N
n n

S k k

W x n n W
N N





 
 

 



 
  

 
 

. (28, б) 

Формулами (28, а, б) задается двухэтапное опреде-
ление прямого 2-D ДПФ-ВП-1 методом двух одномерных 
параметрических ДПФ (ДПФ-П) [1], выполняемых после-
довательно: формулой (28, а) – по строкам, а затем по 
столбцам; формулой (28, б) – по столбцам, а затем по 
строкам. Отметим, что вычисление ДПФ-П может прово-
диться методами параметрического быстрого преобразо-
вания Фурье (БПФ-П). Существует обратное 2-D ДПФ-
ВП-1 (2-D ОДПФ-ВП-1). 

Алгебраическая форма обратного двумерного 
дискретного преобразования Фурье с варьируе-
мым параметром 1 рода 2-D ДПФ-ВП-1: 

1 2
1 1 1 2 2

1 2 1 2

1 2

1 1
( )

1 2 , , 1 2 1
0 0

( , ) ( , , )
N N

k n k n
N N N N

k k
x n n S k k W W

 
    

 

   ;

1 10, 1,n N   2 20, 1n N  ; (29); 
Докажем, что (29) действительно обратное преобра-

зование по отношению к (27).  
Умножим правую и левую часть соотношения (27) на 

22
2

111

1

)( mk
N

mk
N WW    и просуммируем по 1k  и 2k  

1 2

1 2
1 2

1 1

1 2 1,
0 0

( , , )
N N

N N
k k

S k k 
 

 
  1 1 1 2 2

1 2

( )k m k m
N NW W       

1 2 1 2
1 1 1 2 2

1 2

1 2 1 2

1 1 1 1
( )

1 2
0 0 0 01 2

1 ( , )
N N N N

k n k n
N N

k k n n
x n n W W

N N


   
  

   

   
    
1 1 1 2 2

1 2

( )k m k m
N NW W        

1 2
1 1 1

1

1 2

1 1
( )

1 2
0 01 2

1 ( , )
N N

m n
N

n n
x n n W

N N


 
 

 

 
  

1 2
1 1 1 2 2 2

1 2

1 2

1 1
( ) ( )

0 0

N N
k m n k m n

N N
k k

W W
 

   

 

  . (30) 

С учетом ортогональности систем функций 
1 1 1

1

( )k m
NW     и 2 2

2
,k m

NW    замены переменных 1m  и 2m  на 

1n  и 2 ,n  и поменяв местами левую и правую части со-
отношения (30), окончательно получим: 

1 2
1 1 1 2 2

1 2 1 2

1 2

1 1
( )

1 2 , , 1 2
0 0

( , ) ( , , )
N N

k n k n
N N N N

k k
x n n S k k W W

 
    

 

    ;

1 10, 1n N  ; 2 20, 1n N  . (31) 
что совпадает с (29). Используя свойство сепарабельно-
сти ядра 2-D ДПФ-ВП-1 введем два вида матричной фор-
мы прямого 2-D ДПФ-ВП-1. 

Матричная форма прямого двумерного диск-
ретного преобразования Фурье с варьируемым па-
раметром 1 рода – 2-D ДПФ-ВП-1: 

1 2 1 1 1 1 1 2 2 2

(2) (1)
, ,

1 2

1 1 [ ]N N N N N N N NS F X F
N N       ; 10 1  ; (32) 

2 2

(1)
N NF    (33) 

2

2 2 2

2

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2
0 ( 1)0 0 0 1

1 ( 1)1 0 11

( 1) 0 ( 1) 1 ( 1) ( 1)
2

2

0 1 . . ( 1)
. .0
. .1

. . . . . .

. . . . . .
( 1) . .

N
N N N

N
N N N

N N N N
N N N

N k
W W W

W W W

N W W W
n

  

  

      



 
 
 
 
 
 
   

; 

1 1 1

(2)
,N NF    (34) 

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

1 1
(0 ) 0 (0 ) 1 (0 ) ( 1)

(1 ) 0 (1 ) 1 (1 ) ( 1)

( 1 ) 0 ( 1 ) 1 ( 1 ) ( 1)
1

1

0 1 . . ( 1)
. .0
. .1

;. . . . . .
. . . . . .

( 1) . .

N
N N N

N
N N N

N N N N
N N N

N n
W W W

W W W

N W W W
k

  

  

  

      

      

         



 
 
 
 
 
 
   

 

или в виде:  

 )1(

2

)2(
,

1
, 2221111121

1]1
NNNNNNNN F

N
XF

N
S    . (35) 

Подчеркнем, различие матриц (17) и (34), заключаю-
щееся в характере изменения параметра 1 . 

Матричная форма обратного двумерного диск-
ретного преобразования Фурье с варьируемым па-
раметром 1 рода – 2-D ОДПФ-ВП-1: 

Обратное 2-D ДПФ-ВП-1 в матричной форме задается 
матричным уравнением в виде: 

1 2 1 1 1 1 2 1 2 2

(2)* (1)*
, ,

1 2

1 1 [ ]N N N N N N N NX F S F
N N       ; 10 1  ; (36) 

или в виде: 

1 2 1 1 1 1 2 2 2

(2)* (1)*
,

1 2

1 1[ ]N N N N N N N NX F S F
N N      ; 10 1  . (37) 

Рассмотрим понятия периодичности и параметриче-
ской периодичности двумерных сигналов ),( 21 nnx  и их 
математическую формализацию. 

Периодичность и параметрическая периодичность 
двумерных сигналов 

Конечный дискретный двумерный сигнал ),( 21 nnx  с 

прямоугольной опорной областью 
21 NNSA  : 
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 1,0,1,0:),(: 22112121
 NnNnnnSA NN ; (38) 

является периодическим в пространственной области с 
вертикальным периодом 1N  и горизонтальным перио-

дом 2N . В рамках теории двумерных дискретных сиг-

налов 1 2( , )x n n  любые линейные преобразования не 
должны выводить их за пределы фундаментального 
периода, а сдвиг понимается как циклический сдвиг: 

– сдвиг двумерного сигнала 1 2( , )x n n  в направлении 

вертикального периода 1N  понимается как циклическая 

перестановка строк матрицы 
1 2N NX   (1);  

– сдвиг двумерного сигнала ),( 21 nnx  в направлении 

горизонтального периода 2N  понимается как цикличе-

ская перестановка столбцов матрицы 
21 NNX  ; 

– одновременный сдвиг двумерного сигнала 

1 2( , )x n n  в направлении вертикального периода 1N  и 

горизонтального периода 2N  понимается как одновре-
менные циклические перестановки строк и столбцов 
матрицы 

1 2N NX  . 

Введем в рассмотрение матрицы циклических сдви-
гов двумерного сигнала 

1 2N NX  . Матрица вертикального 

сдвига 
1 1. ,V Sh N NH  :  

1 1. ,V Sh N NH    (39) 

1 1 1

1

1

1

0 1 2 . . . ( 2) ( 1)
0 0 1 0 . . . 0
1 0 0 0 . . . 0
2 0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .

( 2) 0 0 0 . . . 0 1
( 1) 1 0 0 . . . 0 0

N N n

N
N

n

 

 
 
 
 
 
   
 
 
   

   

. 

Матрица горизонтального сдвига 
2 2. ,H Sh N NH  :  

2 2. ,H Sh N NH    (40) 

2 2 2

2

2

2

0 1 2 . . . ( 2) ( 1)
0 0 0 1 . . . 0
1 0 0 0 . . . 0
2 0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .

( 2) 0 0 0 . . . 0 1
( 1) 1 0 0 . . . 0 0

N N n

N
N

n

 

 
 
 
 
 
   
 
 
   

   

. 

Указанные выше циклические сдвиги строк и столб-
цов двумерного сигнала 

21 NNX   могут быть математи-

чески описаны с помощью матриц (39) и (40) следую-

щими блочными матричными уравнениями. 
Сдвиг сигнала 

21 NNX   в вертикальном направлении: 

1 1 1 2

1 1 1 2

1 1 1 2

1

1 1 1 2

0
. ,

1
. ,

2
. ,

.

( 1)1
. ,

[ ]0
[ ]1

2 [ ]
. .
. .

( 1) [ ]

T
V Sh N N N N

T
V Sh N N N N

T
V Sh N N N N

V Sh

N T
V Sh N N N N

H X

H X

H XC

N H X

 

 

 


 

 
 

 
 

   
 
 
    

; (41) 

Сдвиг сигнала 
1 2N NX   в горизонтальном направле-

нии: 

1 2 2 2

1 2 2 2

1 2 2 2

2

1 2 2 2

0
. ,

1
. ,

2
. ,

.

( 1)1
. ,

[ ]0
[ ]1

2 [ ] .
. . .
. . .

( 1) [ ]

T
N N H Sh N N

T
N N H Sh N N

T
N N H Sh N N

H Sh

NT
N N H Sh N N

X H

X H

X HC

N X H

 

 

 


 

 
 

 
 

   
 
 
    

 (42) 

Сдвиг сигнала 
1 2N NX   в вертикальном и горизон-

тальном направлениях: 

1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2

1 2

1 1 1 2 2 2

0 0
. , . ,

1 1
. , . ,

2 2
. , . ,

. .

( 1) ( 1)
. , . ,

[ ]

[ ]

[ ] ;
. .
. .

[ ]

T
V Sh N N N N H Sh N N

T
V Sh N N N N H Sh N N

T
V Sh N N N N H Sh N N

V H Sh

N NT
V Sh N N N N H Sh N N

H X H

H X H

H X HC

H X H

  

  

  

 
  

  
 

  
 

    
 
 
 

   

 (43) 

где 
1 1

0
. ,V Sh N NH  , 

2 2

0
. ,H Sh N NH   – единичные матрицы, выра-

жения 
1 1. ,

m
V Sh N NH  , 

2 2. ,
m
H Sh N NH  , означает возведение в 

степень m  матриц 
1 1. ,V Sh N NH  , 

2 2. ,H Sh N NH  . 
Двумерные экспоненциальные функции первого рода 

с варьируемым параметром являются периодическими 
по переменной 2n  с периодом 2N  (20) и параметриче-

ски периодическими по переменной 1n с периодом 1N  

(21). Периодичность по переменной 2n  является клас-
сическим понятием и особого пояснения не требует. 
Рассмотрим понятие параметрической периодичности. 

В теории двумерного ДПФ-ВП-1 под параметриче-
ским сдвигом двумерного сигнала 

21 NNX   в вертикаль-

ном направлении будем понимать циклический пара-
метрический сдвиг вида: 

1 1 1 1 2

1 1, 1 1 2

1 1 1 1 2
1

1

1 1 1 1 2

0
. , ,

1
. ,

2
. , ,

. ,

( 1)1
. , ,

[ ]0
[ ]1

2 [ ] ;
. .
. .

( 1) [ ]

T
V Sh N N N N

T
v Sh N N N N

T
V Sh N N N N

V Sh

N T
V Sh N N N N

H X

H X

H XC

N H X










 

 

 


 

 
 

 
 

   
 
 
     

 (44) 

где 
1 1 1. , ,V Sh N NH   – матрица параметрического сдвига: 
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где 
1 1 1. , ,V Sh N NH     (45) 

1 1 1

1

1 1

1

0 1 2 . . . ( 2) ( 1)
0 0 0 1 . . . 0
1 0 0 0 . . . 0
2 0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . .

;
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .

( 2) 0 0 0 . . . 0 1
( 1) exp( 2 ) 0 0 . . . 0 0

N N n

N
N j

n


 

 
 
 
 
 
   
 
 
   

   

 

1 1 1

0
. , ,V Sh N NH   – единичная матрица, выражение 

1 1 1. , ,
m

V Sh N NH  , 10, ( 1)m N   означает возведение в сте-

пень m  матрицы 
1 1 1. , ,V Sh N NH  . 

Введение параметрической периодичности сигна-
ла для ДПФ-ВП-1 позволяет обобщить понятие пери-
одичности сигнала, из которого классическое (стан-
дартное) понятие периодичности следует как част-
ный случай. 

Дополнение двумерного сигнала 
1 2N NX   1 1( 1)N r   

нулевыми отсчетами согласно соотношению (11) приво-
дит к искусственному увеличению периода сигнала по 
переменной 1n  в 1r  раз. 

1 1 2N r NX   

 

2 2

2

1 1 1

1

1 1

1

0 1 . ( 1)
0 (0,0) (0,1) . (0,( 1))
. . . . .

( 1) (( 1),0) (( 1),1) .
0 0 . 0

. . . . .
( 1) 0 0 . 0

N n
x x x N

N x N x N
N

N r
n


 

 
 
   
 
 
 
 

    

. 

Следовательно, матрицу 
1 1 2N r NX    можно предста-

вить как блочную матрицу вида: 

1 2 111 12 1[ ... ]T
N N rX A A A  ; (46) 

11A   (47) 

2
2

2

2

1 1 1 2
1

1

0 1 . . ( 1)
(0,0) (0,1) . . (0, 1)

0 (1,0) (1,1) . . (1, 1)
1 . . . . .
. . . . . .
. ( 1,0) ( 1,1) . . ( 1),( 1)

( 1)

N
nx x x N

x x x N

x N x N x N N
N

n




  
 
 
 
    
   

; 

2 2

1

1

1

0 1 2 . . ( 1)
0 0 0 0 . . 0
1 0 0 0 . . 0
. . . . . . .
. . . . . . .

( 1) 0 0 0 . . 0

m

N n

A

N
n



 
 
 
 
 
 
   

;  

где 12,m r . (48) 
Параметрическая периодичность двумерного сигнала 

1 2 1,N NX   на периоде 1 1N r  согласно выражению (21) 

может быть представлена следующим матричным соот-
ношением: 

1 2 1

1 1 1 1 11 1

1 1 1

,

( 1)2
11 11 11 11[ ... ]

T
N N

N N rN
N N N

X

A W A W A W A



 



 



   
. (49) 

Сопоставляя выражения (46) и (49), а также учитывая 
дискретность параметра 1 : 

1 1 1 10, 1 ,..., ( 1)r r r   , 

сигнал 
1 1 2N r NX    (11) может быть представлен на 1 1N r  – 

интервале как почленная сумма блочных матриц: 
1 1 1

1 1 2 1 2 1

1 1

( 1)/

,
1/

1 [ ]
r r

T
N r N N N

r
X X

r






 

  


  . (50) 

При значении параметра 1 0   согласно соотноше-
нию (49) мы приходим к классической периодичности 
двумерного сигнала. Отметим также, что если двумер-
ный сигнал 

1 2N NX   является действительным сигналом, 

то параметрически периодический сигнал 
1 2 1, ,N NX   яв-

ляется комплексным сигналом за исключением случая, 
когда значение параметра 1  равно 1/2. В этом случае 
матричное соотношение (49) преобразуется к виду: 

1 2 ,1/2 11 11 11 11[ ... ]T
N NX A A A A    . (51)  

Основные свойства двумерного дискретного 
преобразования Фурье  
с варьируемым параметром 1 рода 

Прежде чем перейти к изложению теорем, которые 
справедливы для двумерного дискретного преобразова-
ния Фурье с варьируемым параметром 1 рода, приведем 
равенство, справедливость которого, используя понятие 
параметрической периодичности, несложно установить: 

1 2
1 1 1 2 2

1 1 2
1 1 2 2

( )
1 2

1 2

1 ( , )
M M

k n k n
N N

n p n p
x n n W W

N N



  

 

 
    

1 2
1 1 1 2 2

1 1 2
1 2

1 1
( )

1 2
0 01 2

1 ( , )
N N

k n k n
N N

n n
x n n W W

N N




 
  

 

 
   ; (52) 

где 1 1 1 1M p N   ; 2 2 2 1M p N   . 
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Введем символическое обозначения для ДПФ-ВП-1: 

1

1
1 2( , ) ДПФ ВПx n n

 
1 2

1 1 2,
( , , )

N N
S k k . 

Теорема линейности: 
ДПФ-ВП-1 является линейным преобразованием по 

определению.  
Если: 

1

1
1 2( , ) ДПФ ВПx n n

 
1 2

1 1 2,
( , , )

N N
S k k ; 

1

1
1 2( , ) ДПФ ВПy n n

 
1 2

1 1 2,
( , , )

N N
Q k k ; 

то: 

11 1 2( , )x n n  
12 1 2( , )y n n    

1 2 1 2
1 1 1 2 2 1 1 2, ,

( , , ) ( , , );
N N N N

S k k Q k k      ; 

где 1 , 2  – произвольные числа. 

Теорема сдвига: 
Если: 

1

1
1 2( , ) ДПФ ВПx n n

 
1 2

1 1 2,
( , , )

N N
S k k ; 

то: 

1 1 1 2 2(( ), ( ))x n m n m   1ДПФ ВП 

1 1 1 2 2

1 2 1 2

( )
1 1 2,

( , , )k m k m
N N N N

W W S k k     ; 

Доказательство. 
Обозначим: 

1 2
1 1 2,

( , , )
N N

U k k 1 1 1 2 2

1 2 1 2

( )
1 1 2,

( , , )k m k m
N N N N

W W S k k      = 

1 1 1 2 2

1 2

( )k m k m
N NW W    

1 2
1 1 1 2 2

1 1 2
1 2

1 1
( )

1 2
0 01 2

1 ( , )
N N

k n k n
N N

n n
x n n W W

N N




 
  

 


    

и введем замену переменных: 
1 1 1l n m  ; 2 2 2l n m  . 

Тогда: 

1 2
1 1 2,

( , , )
N N

U k k   

1 1 2 2
1 1 1 1 2 2 2

1 1 2
1 1 2 2

1 1
( ) ( ) ( )

1 2
1 2

1 ( , )
N m N m

k l m k l m
N N

l m l m
x l l W W

N N




   
    

 

 
   . 

С учетом (52) получим: 

1 2
1 1 2,

( , , )
N N

U k k 1 1 1 2 2

1 2 1 2

( )
1 1 2,

( , , )k m k m
N N N N

W W S k k      . 

Аналогично для сдвигов 1 1 2 2( ),( )n m n m   получим: 

1 1 1 2 2(( ),( ))x n m n m     

1 1 1 2 2

1 2 1 2

( )
1 1 2,

( , , )k m k m
N N N N

W W S k k    . 

Теорема корреляции: 
Если: 

1

1
1 2( , ) ДПФ ВПx n n

 
1 2

1 1 2,
( , , )

N N
S k k ; 

1

1
1 2( , ) ДПФ ВПy n n

 
1 2

1 1 2,
( , , )

N N
Q k k ; 

1 1 2( , )R n n 

1 2

1 1

1 2

1 1

1 2 1 1 2 2
0 01 2

1 ( , ) (( ), ( ))
N N

m m
x n n y n m n m

N N  

 

 

  
   ; 

где 
1 1 2( , )R n n  циклическая (круговая) корреляция сиг-

налов 
1 1 2( , )x n n  и 

1 1 2( , )y n n ; 

1 1 2( , )R n n
1ДПФ ВП 

1 2
1 1 2,

( , , )
N N

Z k k ; 

то: 

1 2
1 1 2,

( , , )
N N

Z k k 
1 2

*
, 1 1 2( , , )N NS k k

1 2
1 1 2,

( , , )
N N

Q k k . 

Доказательство. 
ДПФ-ВП-1 циклической (круговой) корреляции сигна-

лов 
1 1 2( , )x n n  и 

1 1 2( , )y n n  равно: 

1 2
1 1 2,

( , , )
N N

Z k k   

1 2 1 2

1 1
1 2 1 2

1 1 1 1

1 2 1 1 2 22 2
0 0 0 01 2

1 ( , ) (( ), ( ))
N N N N

n n m m
x n n y n m n m

N N  

   

   

    
      

1 1 1 2 2

1 2

( )k n k n
N NW W    . 

Применив теорему сдвига, несложно установить спра-
ведливость теоремы корреляции: 

1 2
1 1 2,

( , , )
N N

Z k k 
1 2

*
, 1 1 2( , , )N NS k k

1 2
1 1 2,

( , , )
N N

Q k k . 

Теорема (равенство) Парсеваля: 
1 2

1

1 2

21 1

1 2
0 01 2

1 ( , )
N N

m m
x n n

N N 

 

 


  

1 2

1 2
1 2

21 1

1 1 2,
0 0

( , , ) .
N N

N N
k k

S k k
 

 
   

Доказательство. 
Если положить: 

1 1 2( , )x n n 
1 1 2( , )y n n ; 

то из теоремы корреляции непосредственно следует:  
1 2

1

1 2

1 1
2

1 2
0 01 2

1 ( , )
N N

m m
x n n

N N 

 

 


  

1 2

1 2
1 2

21 1

1 1 2,
0 0

( , , )
N N

N N
k k

S k k
 

 

   . 

Для ДПФ-ВП-1 можно ввести аналогично двумерному 
ДПФ понятия спектра мощности 

1 2, 1 1 2( , , )N NP k k  и энер-

гетического спектра 
1 2, 1 1 2( , , )N NG k k : 

1 2, 1 1 2( , , )N NP k k 
1 2

2
, 1 1 2( , , )N NS k k ; 

1 2, 1 1 2( , , )N NG k k 
1 2, 1 1 2( , , ) /N NP k k f  ; 1 21/ ( )f N N   . 

Заключение 

В работе предложены основы теории двумерной циф-
ровой обработки сигналов, заданных на конечной опорной 
плоскости, в базисах Фурье с варьируемыми параметра-
ми первого рода. Предложенная теория является обоб-
щением классической теории дискретной двумерной 
спектральной Фурье – обработки сигналов, заданных на 
конечной опорной плоскости. 

Теоретические основы теории двумерной цифровой 
обработки сигналов в базисах Фурье с варьируемыми 
параметрами первого рода позволяют разрабатывать 
новые и совершенствовать существующие методы и ал-
горитмы двумерной Фурье – обработки сигналов. 

Предложенные двумерные базисы Фурье с варьируе-
мыми параметрами первого рода, дискретное преобразо-
вание Фурье на их основе существенно расширяет мате-
матический аппарат методов информационных техноло-
гий двумерной цифровой обработки сигналов и изобра-
жений в пространственной и пространственно-частотной 
областях.  

Исследования аналитических свойств базисов Фурье с 
варьируемыми параметрами первого рода, позволяют 
сделать вывод о перспективности проведения исследо-
ваний вероятностных свойств спектров, полученных на их 
основе, на основе двумерной версии теоремы Винера – 
Хинчина. 
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