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Проведен системный анализ теоретических основ дискретной 
двумерной обработки сигналов на базе преобразований Фурье. По-
лучена оценка эффективности операции дополнения нулями в дву-
мерной обработке сигналов.  

Введено понятие дискретно-пространственного преобразования 
Фурье. Показано, что дискретно-пространственное преобразование 
Фурье определяется как двумерное z-преобразование. Данное преоб-
разование вычисляется в z-пространстве на единичной сфере.  

Рассмотрена аппроксимация дискретно-пространственного 
преобразования Фурье, основанная на двумерном дискретном пре-
образовании Фурье дополненного нулями сигнала. 

Дан системный анализ постулатов теории дискретной двумер-
ной обработки сигналов на базе преобразований Фурье. Приведены 
методы и алгоритмы получения двумерной линейной свертки и 
двумерной линейной корреляции с помощью циклической свертки на 
основе циклической свертки и циклической корреляционной функции. 
Приведены результаты численного моделирования, подтверждаю-
щие полученные теоретические результаты. 
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The transition to two-dimensional Fourier processing requires rethinking many concepts and definitions of one-dimensional digital 
Fourier processing of signals. For example, the operation of appending zeros to the original signal in one-dimensional Fourier signal 
processing is an effective method for eliminating aliasing effects, detailing the spectrum estimate of finite discrete one-dimensional 
signal. In two-dimensional Fourier signal processing, the corresponding operation is also effective, but requires rethinking. The pa-
per presents the systems analysis of theoretical foundations of discrete two-dimensional signal processing based on Fourier trans-
form. Evaluation of the efficiency of the zero-padding operation in two-dimensional signal processing is carried out. 
The concept of discrete-spatial Fourier transform is introduced. It is shown that the discrete-spatial Fourier transform is defined as a 
two-dimensional z-transform. This transformation is computed in z-space on the unit sphere. 
An approximation of the discrete - spatial Fourier transform is considered. The approximation of the discrete-spatial Fourier trans-
form is based on a two-dimensional discrete Fourier transform of a zero-padded signal. 
A systems analysis of the postulates of the theory of discrete two-dimensional signal processing based on Fourier transform is given. 
Methods and algorithms for obtaining a two-dimensional linear convolution using cyclic convolution are presented. Methods and al-
gorithms for obtaining a two-dimensional linear correlation function based on a cyclic correlation function are presented. The results 
of numerical simulation are presented, which confirm the obtained theoretical results. 
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Введение 

Переход от одномерной (1-D) к двумерной 
(2-D) Фурье – обработке требует переосмысле-
ния многих понятий и определений 1-D цифро-
вой обработки сигналов (ЦОС) [1-30]. Это с од-
ной стороны объясняется существенными раз-
личиями в теориях 1-D и 2-D линейных систем. 
С другой стороны, необходимость переосмыс-
ления связана с тем, что переход от 1-D к 2-D 
обработке в базисах Фурье сигналов является 
не только количественным, но и в существенной 
степени качественным переходом. Среди поня-
тий и определений 1-D ЦОС, которые требуют пе-
реформулирования при переходе к 2-D ЦОС такие как: 
свертка, корреляция, эффекты наложения, частокола, 
утечки. Операция дополнения исходного сигнала нуле-
выми  отсчетами в 1-D Фурье – обработке, которая яв-
ляется эффективным и результативным методом дета-
лизации оценки спектра финитных, дискретных, одно-
мерных сигналов1, также не является исключением. 

Целью данной работы является системный анализ 

теоретических основ дискретной двумерной обработки 
сигналов на базе преобразований Фурье, оценка роли и 
места в данной теории операции дополнения нулями. 

 
_______________________ 
1 Финитным дискретным сигналом называют сигнал ( ),x n  опреде-
ленный при целочисленных значениях n , при n     и отлич-
ный от нуля на интервале длительностью в N  отсчетов. 
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Анализ теоретических основ дискретной двумерной 
обработки сигналов на базе преобразований Фурье 

Финитной дискретной 2-D последовательности  

1 2( , )x n n ; 1 1 2 20, 1, 0, 1n N n N    ; (1) 

с прямоугольной опорной областью 
1 2N NSA  : 

 1 2 1 2 1 1 2 2: ( , ) : 0, 1, 0, 1N NSA n n n N n N      ; (2) 

можно поставить в соответствие двумерную периодиче-
скую последовательность 1 2( , )px n n  с фундаменталь-

ным периодом 
1 2N NSA 

2: 

1 2 1 1 1 2 2 2

1 2

( , ) ( , );

, целые числа.
px n n x n l N n l N

l l
    


 (3) 

В силу того, что 2-D ДПФ 
1 2, 1 2( , )N NS k k  дискретной  

2-D последовательности 1 2( , )x n n  определяется соот-
ношением: 

1 2
1 1 2 2

1 21 2
1 2

1 1

1 2 1 2,
0 01 2

1( , ) ( , )
N N

k n k n
N NN N

n n
S k k x n n W W

N N

 

 

 
   ; (4) 

где 1 1

1 1 1
1

2exp ;k n
NW j k n

N
 

  
 

 2 2

2 2 2
2

2expk n
NW j k n

N
 

  
 

; 

то спектру 
1 2, 1 2( , )N NS k k  можно поставить в соответ-

ствии 2-D последовательность 
1 2, , 1 2( , )p N NS k k  с фунда-

ментальный периодом 
1 2N NSA  : 

1 2 1 2, , 1 2 , 1 1 1 2 2 2

1 2

( , ) ( , );

, целые числа.
p N N N NS k k S k l N k l N

l l

    


 (5) 

В теории цифровой Фурье – обработки 1-D дискрет-
ных сигналов широкое применение нашло дискретно-
временное преобразование Фурье (ДВПФ). ДВПФ – 
это z-преобразование, вычисленное в z-плоскости на 
единичной окружности.  

В двумерном случае можно ввести аналогичное 
ДВПФ преобразование – дискретно-пространствен-
ное преобразование Фурье (ДППФ). ДППФ – это дву-
мерное z-преобразование, вычисленное в z-пространст-
ве на единичной сфере: 

1 1

2 2

exp( 2 )

1 2 1 2
exp( 2 )

( , ) ( , )
z j f

m n
ДППФ

m n z j f

X f f x m n z z




  
 

   

   ; (6) 

где 1f  и 2f  непрерывные пространственные частоты. 
Сравнивая соотношения (4) и (6) несложно устано-

вить, что двумерное ДПФ сигнала 1 2( , )x n n  равно дву-
мерному ДППФ, вычисленному на единичной сфере в 
точках 1 1exp( 2 / )j k N  и 2 2exp( 2 / )j k N . 

Отметим, что ДВПФ и ДППФ представляют собой 
соответственно непрерывные преобразования дискрет-
ных 1-D и 2-D последовательностей и являются чисто 
теоретическими понятиями одномерной теории и дву-
мерной теории цифровой Фурье – обработки. 

 
_______________________ 
2 Фундаментальный период 

1 2N NSA   определяется соответственно 

вертикальным и горизонтальным периодами 1N  и 2.N  

ДППФ финитного дискретного сигнала (1) с фунда-
ментальным периодом 

1 2N NSA   может быть аппроксими-

ровано с помощью операции дополнения нулями путем 
вычисления 2-D ДПФ сигнала 1( , )x m n  с фундаменталь-

ным периодом 
1 2L LSA   размерностью 1 2L L : 

1 2
1

1 1 2 2

( , ); 0, 1; 0, 1
( , )

0; , 1; , 1

x m n m N n N
x m n

m N L n N L

     
   

. (7) 

Анализ теоретических основ дискретной двумерной 
обработки сигналов на базе преобразований Фурье поз-
воляет сделать следующие важные выводы. 

Двумерное дискретное преобразование Фурье сле-
дует понимать как двумерный дискретный ряд Фурье, из 
свойств которого во многом вытекают свойства 2-D ДПФ. 

Свойства двумерного ДПФ (как и свойства одномер-
ного ДПФ) являются математически точными, и не могут 
трактоваться как аппроксимация свойств непрерывного 
преобразования Фурье (НПФ). В то же время одномер-
ное и двумерное ДПФ конечной последовательности 
могут рассматриваться как аппроксимации соответству-
ющих НПФ. 

Теория двумерной обработки дискретных сигналов 
на основе двумерного дискретного преобразования 
Фурье является теорией двумерной Фурье - обработки 
финитных двумерных дискретных сигналов.  

Проведенный анализ теоретических основ дискрет-
ной двумерной обработки сигналов позволил сформули-
ровать следующие основополагающие и взаимоувязан-
ные ее аксиоматические положения (постулаты): 

Определение двумерных дискретных сигналов на ко-
нечной опорной области – фундаментальном периоде, 
задаваемом вертикальным и горизонтальным периодами. 

Определение сдвига двумерного дискретного сигнала 
как циклического сдвига в виде циклической перестановки 
его отсчетов на конечной опорной области. Принцип дву-
мерной циклической перестановки отсчетов сигнала на 
конечной опорной области заключается в следующем: если 
справа или сверху отсчет 2-D сигнала «вышел», то этот 
отсчет 2-D сигнала соответственно слева или снизу «за-
шел». Циклическая перестановка пространственных и про-
странственно-частотных отсчетов двумерного дискретного 
сигнала, может быть представлена периодическим про-
должением его отсчетов (с фундаментальным периодом) 
за пределами опорной области. Циклическая перестановка 
пространственных и пространственно-частотных отсчетов 
двумерного дискретного сигнала может быть также пред-
ставлена пространственными и пространственно-
частотными отсчетами, расположенными на единичной 
сфере в соответствующей области. 

Определение полной базисной системы 2-D ДПФ в 
виде системы двумерных дискретных экспоненциальных 
функций. 

Отметим, что конечность, периодичность и дис-
кретность последовательностей в пространственной 
или пространственно-частотной области приводит к по-
явлению новых свойств как 1-D ДПФ так и 2-D ДПФ, ко-
торые отсутствуют в непрерывных преобразованиях 
Фурье. Конечность, периодичность и дискретность по-
следовательностей в пространственной и простран-
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ственно-частотной области приводит также к видоизме-
нению некоторых понятий Фурье – обработки непре-
рывных сигналов (например, видоизменению таких по-
нятий как сдвиг, свертка и корреляция).В непрерывном 
случае понятие линейного сдвига двумерного сигнала 

),( 21 ttx  в пространственной области (как и одномерного 
во временной области) особого пояснения не требует, 
поскольку соответствует интуитивному пониманию 
сдвига. Введем в рассмотрение еще одно математиче-
ское определение циклического сдвига дискретного сиг-
нала ),( 21 nnx  при изменении переменных 11 Nn   и 

22 Nn  : 

1 2

1 2

1 2 1 mod 2 mod

1 2

( , ) ((( )) , (( )) );

( , ) ;
NN

N N

x n n x n n

n n SA 




 (8) 

где mod(( )) Nn  – символ взятия числа по модулю N 3. 

Если 2-D ДПФ сигнала 1 2( , )x n n  равно – 
1 2, 1 2( , )N NS k k : 

1 2( , )x n n F
1 2, 1 2( , )N NS k k ; (9) 

то 2-D ДПФ сигнала 
1 21 1 mod 2 2 mod((( )) ), (( ))N Nx n p n p   

умножается на двумерную экспоненту: 

21 mod22mod11 ))((),))((( NN pnpnx  F 22
2

11
1

kp
N

kp
N WW 

),( 21, 21
kkS NN . (10) 

Известно, что если: 

1 2( , ) Fx n n 
1 2, 1 2( , )N NS k k , и 1 2( , ) Fy n n 

1 2, 1 2( , )N NY k k  

то: 

1 2 1 2

1 2 1 2

, 1 2 , 1 2

( , )* ( , )
( , ) ( , );

F

N N N N

x n n y n n
S k k Y k k




  (11) 

где * – символ свертки. 
Выражение (11) задает так называемую циклическую 

свертку 1 2( , )h n n  двух 2-D сигналов ),( 21 nnx  и 1 2( , )y n n  
в пространственной области: 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2
1

1 2 1 1 mod 2 2 mod

1 2

( , )

( , ) ((( )) , (( )) );

( , ) ;

N N

N N
p p

N N

h n n

x p p y n p n p

n n SA







   



  (12) 

или: 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2
1

1 2 1 1 mod 2 2 mod

1 2

( , )

( , ) ((( )) , (( )) );

( , ) .

N N

N N
p p

N N

h n n

y p p x n p n p

n n SA







   



 . (13) 

Циклическая 2-D корреляционная функция опреде-
ляется следующими соотношениями: 

2 1 2 1 2( , ) ( , )* ( , ) Fc n n x n n x n n 
1 2

2

, 1 2( , )N NS k k ; (14) 
 
_______________________ 
3 Каждое целое число k  можно представить в виде суммы 

mod( / ) (( )) mk entire k m k  , где entire (анг. floor) – символ взятия 

целой части числа k , m  – положительное число, называемое моду-
лем, mod(( )) mk  – остаток. 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2
1

1 2 1 1 mod 2 2 mod

1 2

( , )

( , ) ((( )) , (( )) );

( , ) ;

N N

N N
p p

N N

c n n

x p p x n p n p

n n SA







   



  (15) 

или: 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2
1

1 2 1 1 mod 2 2 mod

1 2

( , )

( , ) ((( )) , (( )) );

( , ) .

N N

N N
p p

N N

c n n

x p p x n p n p

n n SA







   



  (16) 

В то же время при разработке и моделировании изо-
планатических систем, Фурье – обработке 2-D сигналов, 
необходима линейная 2-D свертка (линейная 2-D корре-
ляционная функция).  

Метод, позволяющий с помощью 2-D циклической 
свертки (2-D циклической корреляционной функции) по-
лучить линейную 2-D свертку (2-D корреляционную 
функцию), как отмечалось выше, заключается в устра-
нении наложения 2-D сигналов в корреляционной обла-
сти путем соответствующего дополнения сворачивае-
мых дискретных сигналов нулевыми отсчетами в их 
опорных областях. 

Если задана опорная область
1 2V VSA   сигнала 

1 2( , )x n n  и опорная область 
1 2Q QSA  сигнала 1 2( , )y n n , то 

размер опорной области (фундаментального периода) 
для получения линейной свертки 1 2( , )линh n n  должен 
быть: 

1 1 2 2( ) ( )V Q V QSA    ;  (17) 

где 1 1 10, ( 1)n V Q   ; 2 2 20, ( 1)n V Q   . 

А размер опорной области для получения линейной 
корреляции сигнала ),( 21 nnx  должен быть: 

1 22 2V VSA  ; где 1 10, (2 1)n V  ; 2 20, (2 1)n V  . (18) 

Следовательно, алгоритм получения 2-D линейной 
свертки на основе 2-D циклической свертки состоит из 
следующих операций. 

Алгоритм получения 2-D линейной свертки  
на основе 2-D циклической свертки 

1. Дополнить 2-D сигналы 1 2( , )x n n  и 1 2( , )y n n  соот-

ветственно 1Q , 2Q  и 1V , 2V  нулевыми отсчетами, за-

дав, таким образом, новые 2-D сигналы ),( 210 nnx  и 

),( 210 nny  с горизонтальными 2N  и вертикальными 1N  
периодами согласно соотношениям: 

1N  1 1( 1)V Q  ; 2 2 2( 1)N V Q   . (19) 
2. Выполнить 2-D ДПФ двумерных сигналов 

),( 210 nnx  и ),( 210 nny : 

1 2

1 2

0 1 2 0, , 1 2

0 1 2 0, , 1 2

( , ) ( , );

( , ) ( , ).

F
N N

F
N N

x n n X k k

y n n Y k k




 (20) 

3. Выполнить 2-D ОДПФ произведения  

1 20, , 1 2( , )N NX k k
1 20, , 1 2( , )N NY k k . (21) 

Алгоритм получения линейной 2-D корреляционной 
функции на основе циклической 2-D корреляционной 
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функции аналогичен предыдущему алгоритму. Если 
задана опорная область

1 2N NSA   сигнала 1 2( , ),x n n  то 

размер опорной области (фундаментального периода) 
для получения линейной корреляционной функции 

1 2( , )линc n n  должен быть: 

1 22 2N NSA  ; где 1 10,2 1n N  ; 2 20,2 1n N  . (22) 

Для получения 2-D линейной корреляционной функ-
ции на основе 2-D циклической корреляционной функ-
ции необходимо выполнить следующие операции. 
Алгоритм получения 2-D корреляционной функции 
на основе 2-D циклической корреляционной 
функции 

1. Дополнить 2-D сигнал ),( 21 nnx  соответственно 

1,N  2N  нулевыми отсчетами, создав, таким образом, 

новый 2-D сигнал ),( 210 nnx  с горизонтальным 22N  и 

вертикальным 12N  периодами. 

2. Выполнить 2-D ДПФ двумерного сигнала 
),( 210 nnx : 

0 1 2( , ) Fx n n 
1 20, , 1 2( , )N NX k k ; (23) 

3. Выполнить 2-D обратное ДПФ произведения  

1 20, , 1 2( , )N NX k k
1 20 , 1 2( , )N NX k k . (24) 

Проведем сравнение линейной и циклической кор-
реляционных функций на примере дискретного, финит-
ного, единичного 2-D сигнала ),( 21 nnx : 

1 1 2 2
1 2

1 1 2 2

1; 0, 1; 0, 1( , )
0; ;

n N n Nx n n
n N n N

       
   

;  

при 1 2 4N N  ; 1 2( , )x n n 

2

1

0 1 2 3
0 1 1 1 1
1 1 1 1 1
2 1 1 1 1
3 1 1 1 1

n

n

 
 
 
 
 
 
  

. (25) 

Циклическая 2-D корреляционная функция дискрет-
ного, финитного, единичного 2-D сигнала (25), вычис-
ленная согласно формуле (14), в графической форме 
приведена на рис. 1. 

 

Рис. 1.  Циклическая 2-D корреляционная функция  
дискретного, финитного, единичного 2-D сигнала (25) 

Применим выше рассмотренный алгоритм получения 
линейной 2-D корреляционной функции на основе цик-
лической 2-D корреляционной функции. Дополним дис-
кретный, финитный, единичный 2-D сигнал (25) нулевы-
ми отсчетами: 

0 1 2( , )x n n 

2

1

0 1 2 3 4 5 6 7
0 1 1 1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 1 0 0 0 0
2 1 1 1 1 0 0 0 0
3 1 1 1 1 0 0 0 0
4 0 0 0 0 0 0 0 0
5 0 0 0 0 0 0 0 0
6 0 0 0 0 0 0 0 0
7 0 0 0 0 0 0 0 0

n

n

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

. (26) 

Линейная 2-D корреляционная функция сигнала 

0 1 2( , )x n n  в матричной форме, вычисленная согласно 
формуле (24), равна: 

0 1 2( , )c n n 

2

1

0 1 2 3 4 5 6 7
0 1 2 3 4 3 2 1 0
1 2 4 6 8 6 4 2 0
2 3 6 9 12 9 6 3 0
3 4 8 12 16 12 8 4 0
4 3 6 9 12 9 6 3 0
5 2 4 6 8 6 4 2 0
6 1 2 3 4 3 2 1 0
7 0 0 0 0 0 0 0 0

n

n

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

.

 (27) 
Линейная 2-D корреляционная функция сигнала 

0 1 2( , )x n n  в графической форме приведена на рис. 2: 

 

Рис. 2.  Линейная 2-D корреляционная функция дискретного, 
финитного, единичного 2-D сигнала (25) 

В заключение отметим, что в двумерном случае воз-
можны три варианта детализации 2-D спектра дискретно-
го, финитного 2-D сигнала – по числу вариантов дополне-
ния опорной области нулевыми отсчетами. Если задан в 
матричной форме 2-D сигнал 

1 2N NX   и задан в матричной 
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форме 2-D сигнал с нулевыми отсчетами 
1 2N NO  : 

1 2N NX    (28) 

2

2

2

1 1 1 2
1

0 1 . . ( 1)
(0,0) (0,1) . . (0, 1)

0 (1,0) (1,1) . . (1, 1)
1 . . . . .

;. . . . . .
. ( 1,0) ( 1,1) . . ( 1), ( 1)

( 1)

N
nx x x N

x x x N

x N x N x N N
N

m




  
 
 
 
    
   

 

1 2

2

1

0 1 2 . . ( 1)
0 0 0 0 . . 0
1 0 0 0 . . 0
. . . . . . .
. . . . . . .

( 1) 0 0 0 . . 0

N N

N n

O

N
m





 
 
 
 
 
 
   

; (29) 

где 1 2( , ) 0 : 0, 1; 0, 1o m n m N n N      . 
Тогда возможно три варианта расширения опорной 

области 2-D сигнала 
1 2N NX   нулевыми отсчетами: 

Вариант 1. Дополнение вертикального периода 2-D 
сигнала 

1 2N NX  1( 1)r   нулевыми матрицами приводит к 

блочной матрице: 

1 2

1 2

1 1 2

1 21

0

0
1
. .
. .

( 1)

N N

N N

N r N

N N

X

O
X

r O





 



 
 
 
 
 
 
   

. (30) 

Вариант 2. Дополнение горизонтального периода  
2-D сигнала 

1 2N NX  2( 1)r   нулевыми матрицами приво-

дит к блочной матрице: 

1 2 2 1 2 1 2 1 2

20 1 . . ( 1)
[ . . ]N N r N N N N N N

r
X X O O    




. (31) 

Вариант 3. Дополнение 1( 1)r   нулевыми матрица-

ми вертикального и 2( 1)r   горизонтального периодов 

2-D сигнала 
1 2N NX   приводит к блочной матрице: 

1 1 2 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

2

1

0 1 . . ( 1)
O . . O0

O O . . O1
. . . . . .
. . . . . .

( 1) O O . . O

N r N r

N N N N N N

N N N N N N

N N N N N N

X

r
X

r

  

  

  

  





 
 
 
 
 
 
   

. (32) 

Двумя существенными недостатками методов, осно-
ванных на операции дополнения сигнала в простран-

ственной области нулевыми отсчетами, являются необ-
ходимость существенного увеличения объема памяти и 
необходимость проведения значительного числа непро-
изводительных вычислений с нулевыми отсчетами.  
Заключение 

Проведенный анализ роли и места операции допол-
нения нулями в теории двумерной Фурье-обработки сиг-
налов позволяет сделать следующие выводы. 

1. Системный анализ теоретических основ дискрет-
ной двумерной обработки сигналов на базе преобразо-
ваний Фурье позволяет утверждать, что свойства дву-
мерного дискретного преобразования Фурье являются 
математически точными и не основаны на аппроксима-
ции свойств непрерывного преобразования Фурье. 

2. Теория двумерной обработки дискретных сигналов 
на основе двумерного дискретного преобразования Фурье 
является теорией двумерной Фурье – обработки финитных 
двумерных дискретных сигналов, основанной на трех осно-
вополагающих и взаимоувязанных аксиоматических поло-
жениях: определение конечной опорной области, опреде-
лении сдвига двумерного дискретного сигнала и определе-
нии полной базисной системы в виде системы двумерных 
дискретных экспоненциальных функций. 

3. Операция дополнения двумерного сигнала нуле-
выми отсчетами играет важнейшую роль в теории дис-
кретной двумерной обработки сигналов на базе преоб-
разований Фурье, поскольку позволяет разрешить мно-
гие проблемы Фурье – обработки и, как следствие, рас-
ширить спектр предметных областей приложения дан-
ной теории. 

4. Операция дополнения двумерного сигнала нуле-
выми отсчетами является методом аппроксимации дву-
мерного дискретно – пространственного преобразования 
Фурье, введенного в данной работе. 

5. Операция дополнения двумерного сигнала нуле-
выми отсчетами в два раза позволяет находить с помо-
щью циклической свертки и циклической корреляцион-
ной функции соответственно линейную свертку и линей-
ную корреляционную функцию.  

6. Дополнение двумерного сигнала нулевыми отсче-
тами более чем в два раза позволяет значительно де-
тальнее анализировать 2-D энергетический спектр дис-
кретного сигнала, опираясь на двумерный вариант тео-
ремы Винера-Хинчина и двумерное дискретное преоб-
разование Фурье. 

7. Необходим поиск эффективных и результативных 
методов и алгоритмов Фурье – обработки дискретных, дву-
мерных, финитных, дополненных нулевыми отсчетами. 
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