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Трехмерная графика применена в задаче анализа КИХ-фильтров 
с квантованными коэффициентами. Анализ основан на методе ва-
риации исходных параметров и предполагает построение трех-
мерного графика, а именно зависимости контролируемого пара-
метра АЧХ от двух исходных параметров, используемых для рас-
чета оптимальных КИХ-фильтров. Приведены примеры анализа 
полуполосного КИХ-фильтра прямой структуры с одним и тремя 
шагами квантования коэффициентов. 
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Three-dimensional graphics are used for analysis FIR filters with quantized coefficients. The analysis is based on variation of initial 
parameters and involves the plotting of a three-dimensional graph, namely, the dependence of the controlled parameter of magni-
tude response on two initial parameters used to design optimal FIR filters. Examples of analysis of halfband FIR filter with one and 
three quantization steps of its coefficients are given. 
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Введение 

Для анализа/синтеза КИХ-фильтров с кван-
тованными коэффициентами (квантованных 
КИХ-фильтров) часто используют прямой метод, кото-
рый благодаря своей наглядности и простоте нашел 
широкое распространение. При этом степень влияния 
квантования коэффициентов на изменение АЧХ филь-
тра оценивается лишь для одного набора исходных па-
раметров. Однако при использовании оного или даже 
нескольких наборов исходных параметров не всегда 
корректно судить о преимуществе той или иной аппрок-
симации АЧХ или структуры фильтра. С помощью вари-
ации исходных параметров (ВИП) можно улучшить ре-
зультаты прямого метода. В частности, для анализа 
(ВИП-анализа) степени влияния квантования коэффи-
циентов можно использовать построенные зависимости 
контролируемых параметров АЧХ фильтра от выбран-
ного исходного параметра. В [1] этот подход применен к 
оптимальным КИХ-фильтрам, синтезируемым с помо-
щью алгоритма Ремеза-Паркса-Мак-Клеллана (см., нап-
ример, функцию cremez (…) в среде МАTLAB). Так для 
фильтров нижних частот прямой структуры с непрерыв-
ными и квантованными коэффициентами представлены 
и обсуждены варианты построения зависимостей кон-
тролируемых параметров от исходных. Кроме того, про-
веден анализ построенных зависимостей максимальной 
относительной ошибки АЧХ от исходного отношения 
уровней пульсаций в полосах пропускания и задержи-
вания для четырех структур КИХ-фильтров. 

В данной статье сделано еще одно усилие в направ-
лении улучшения ВИП-анализа, а именно предлагается 
построение зависимости контролируемого параметра 
АЧХ оптимальных КИХ-фильтров не от одного как в [1], 
а сразу от двум выбранных исходных параметров. Пос-

ле описания контролируемых и исходных параметров 
приведены примеры анализа представленных зависи-
мостей для оптимального полуполосного КИХ-фильтра 
прямой структуры. Построения выполнены в среде 
трехмерной графики MATLAB.  

Контролируемые и исходные параметры  

Требования для КИХ-фильтров со стандартными 
АЧХ можно в частности свести к контролю относитель-
ных ошибок вида   

ቊ݁ଵ = ௠௔௫	ଵߜ/#ଵߜ ≤ 1,
݁ଶ = ௠௔௫	ଶߜ/#ଶߜ ≤ 	1

  (1) 

или  
݁ = ,ଵ݁)	ݔܽ݉ ݁ଶ) ≤ 1,  (2) 
где ߜଵ#	и	ߜଶ# – максимальные уровни отклонений (пульса-
ций) АЧХ от 1 и от 0 в номинальных полосах пропуска-
ния и задерживания синтезированного фильтра, а 
௠௔௫	ଵߜ 		и		ߜଶ	௠௔௫ 	 заданные их предельно допустимые зна-
чения; полагается, что АЧХ нормирована относительно 
своего среднего уровня усиления в полосе пропускания. 

Порядок оптимального КИХ-фильтра N, удовлетво-
ряющий заданным требованиям, оценивается по пре-
дельно допустимым отклонениям ߜଵ௠௔௫ , ଶ௠௔௫ߜ	 	 и номи-
нальным граничным частотам полос пропускания и за-
держивания fkn. Обычно k = 2 или 4 и f1n<f2n<f3n<f4n. При 
фиксированном N контролируемые параметры, опреде-
ляемые (1), (2), зависят от исходных значений	ߜଵ ,   и fk	ଶߜ
по которым рассчитываются непрерывные коэффициен-
ты фильтра, нормированные так, что их максимальное 
значение равно единице. Здесь и далее ограничимся 
рассмотрением только фильтров нижних частот. В этом 
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случае k = 2. При выбранном N расчет фильтра может 
быть выполнен по любым трем из четырех исходных 
параметров ߜଵ , ଶߜ , f1 и f2, значения которых принадлежат 
определенной области допуска. Рассчитанный фильтр 
будет удовлетворять условиям (1), (2). Далее полагаем, 
что все частоты нормированы относительно частоты 
дискретизации.  

В графическом ВИП-анализе [1] граничные частоты 
фиксируются на номинальных значениях f1 = f1n, f2 = f2n и 
предполагается построение двумерного графика зави-
симости ошибки АЧХ от отношения пульсаций r = ߜଵ/	ߜଶ 
для фильтров с непрерывными и квантованными коэф-
фициентами. В [1] был проиллюстрирован хорошо из-
вестный факт (автору он знаком из ранней работы [2]), а 
именно влияние константы, задающей усиление филь-
тра А, на ошибки АЧХ при условии, что коэффициенты 
КИХ-фильтра перед их квантованием умножаются на А. 
Таким образом для построения трехмерных графиков в 
общем случае можно использовать любые два из четы-
рех исходных параметров r, f1, f2 и А.  

В частном случае для оптимальных полуполосных 
КИХ-фильтров, которые будут рассмотрены далее, ко-
личество исходных параметров уменьшается до двух и 
трехмерный график сводится к зависимости ошибок 
АЧХ (1) или (2) от f2 и А. Это связано с тем, что для та-
ких фильтров 	r = 1, а f1 + f2 = 0,5. Кроме того, для кван-
тованных полуполосных фильтров, особенно при очень 
малых допустимых уровнях пульсаций ߜଶ	௠௔௫ ,  интерес 
представляет АЧХ в полосе задерживания. Поэтому 

далее рассмотрим зависимости ошибки ߜଶ#  (вместо (1) 
или (2), как в общем случае) от f2 и А. Заметим, что оп-
тимальные и, в частности, полуполосные КИХ-фильтры 
строго говоря нельзя называть таковыми, если их коэф-
фициенты квантованы.   

ВИП-анализ фильтра с непрерывными 
коэффициентами 

Поясним зависимости #ଶߜ	  от f2 и A для конкретных 
требований к АЧХ полуполосного КИХ-фильтра нижних 
частот: 
f1n = 0,2006, f2n = 0,2994, 20݈݃ߜଶ௠௔௫ ≅	-90 дБ. (3) 

Как отмечено в [3], полуполосный КИХ-фильтр 58 по-
рядка прямой структуры, удовлетворяющий (3), исполь-
зован в микросхемах ЦАП DAC38J84 и DAC3482 Texas 
Instruments.   

На рис. 1 а показаны два ракурса зависимости кон-
тролируемой ошибки δଶ	#  от исходных параметров f2 и A 
для обсуждаемого КИХ-фильтра 58 порядка с непрерыв-
ными коэффициентами. Оба ракурса иллюстрируют от-
сутствие влияние параметра А на δଶ	# . Как видим из ле-
вой части рис. 1 а требования (3) для точки f2 = f2n удо-
влетворяются с максимальным запасом примерно в 
7,7 дБ. Упомянутый ранее прямой метод обычно сводит-
ся к анализу параметров АЧХ квантованного фильтра 
рассчитанного для этой точки. В диапазоне 0,295 ≤ 
f2 ≤ 0,3001 АЧХ фильтра удовлетворяет требованиям (3). 
Максимальный диапазон изменения A обычно фиксиро-
ван и соответствует условию 0,5 ≤ А ≤1.  

 
 а) 

 
 б) 

Рис. 1. Два ракурса зависимости ошибки ߜଶ	#  от параметров f2 и A для КИХ-фильтра 58 порядка с непрерывными (а)  
и квантованными коэффициентами при М = 19 (б) 
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ВИП-анализ фильтра с одним шагом квантования 
коэффициентов 

Перейдем к ВИП-анализу рассматриваемого КИХ-
фильтра с квантованными (округленными) коэффициен-
тами. На рис. 1 б показаны два ракурса зависимости 
контролируемой ошибки δଶ	#от исходных параметров f2 и 
A для этого фильтра. Здесь длине слова коэффициен-
тов M = 19 соответствует шаг квантования q = 2-M. Оба 
ракурса на рис. 1 б в отличии от ракурсов на рис.1а ил-
люстрируют появившееся влияния А на δଶ	# . 

Интересно сравнить результаты анализа, получен-

ные на основе двумерной и трехмерной графики. На 
рис. 2 а и рис. 2 б показаны зависимости ошибки	δଶ	#  от 
параметров f2 (при A = 1) и A (при f2 = f2n = 0,2994) для 
M = 15. На рис. 2 а и рис. 2 б минимальные значения 
ошибки равны примерно -88,7 дБ при f2 = 0,3002 и  
-89,3 дБ при А = 0,9742. Разброс ошибки составляет 
≈10 дБ на рис. 2 а и ≈14 дБ на рис. 2 б. Особенности по-
добных кусочно-постоянных зависимостей описаны в [1] 
и других работах автора. 

Теперь исследуем окрестность точки минимума на 
рис. 2 б, используя трехмерную графику. На рис. 3 пока-
заны  четыре  ракурса  зависимости  ошибки  δଶ	#  от пара- 

 
 а) б) 

Рис. 2. Зависимости ошибки ߜଶ	#  от параметров f2 (а) и A (б) для квантованного КИХ-фильтра при N = 58 и M = 15 

 

 

Рис. 3. Четыре ракурса зависимости ошибки ߜଶ	#от параметров f2 и A для квантованного КИХ-фильтра при N = 58 и M = 15 
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метров f2 и A для квантованного КИХ-фильтра при 
M = 15 с минимальным значением δଶ	#  равным -91,9 дБ в 
окрестности f2 = 0,2995, А = 0,97713. Применение трех-
мерной графики позволяет улучшить результат двумер-
ного подхода на 91,9-89,3 = 2,6 дБ. Этому улучшению 
соответствуют коэффициенты фильтра hi, i = 0,1,3,..,29 
в табл.1 и hi = 0, i = 2,4,..,28. Здесь h0 – коэффициент 
равный центральному отсчету симметричной импульс-
ной характеристики фильтра. На рис. 4 представлена 
нормированная АЧХ для этих коэффициентов. Макси-
мальное усиление фильтра равно 1,95. Можно сказать, 
что двумерная графика позволяет ограничить области 
дальнейшего анализа в окрестности одной или несколь-
ких точек локальных минимумов для получения с помо-
щью трехмерной графики меньших значений ошибки. 
Несмотря на значительно ограниченную окрестность 
анализа разброс ошибки δଶ	#на рис. 3 достаточно велик и 
составляет ≈14 дБ. Кроме того, наблюдается сильная 
нерегулярность в поведении ошибки.   

Таблица 1. Квантованные коэффициенты (M = 15)  

i hi
 

0 0,977142333984375 
1 0,619140625  
3 -0,19873046875  
5 0,110504150390625  
7 -0,070343017578125 
9 0,04681396484375 
11 -0,031402587890625  
13  0,02081298828125 
15  -0,013427734375  
17  0,00836181640625 
19  -0,00494384765625 
21  0,00274658203125 
23  -0,00140380859375 
25  0,000640869140625  
27  -0,000244140625 
29  0,00006103515625 

Упомянутый выше прямой метод расчета и кванто-
вания коэффициентов фильтра при f2 = f2n = 0,2994 и 
A = 1 (точка минимума на рис. 1 а) приводит к ошибке –
84 дБ. Заметим также, что лучших результатов с по-
мощь только трехмерной графики при исследовании 
полных диапазонах изменения параметров f2 и А для 
обсуждаемого фильтра найти не удается.  

Графический анализ и поиск с его помощью наилуч-
шего результата, по существу – синтез фильтров, мож-
но конечно автоматизировать без построения каких-
либо зависимостей [4]. Однако это лишает разработчи-
ка или исследователя дополнительных возможностей – 
хорошей наглядности и более глубокого понимания, 
которые обеспечиваются графической средой MATLAB.   
ВИП-анализ фильтра с тремя шагами квантования 
коэффициентов 

Импуьсная характеристика линейно фазового КИХ-
фильтра обычно имеет существенный разброс в своих 
значениях. Поэтому для групп малых и больших коэф-
фициентов фильтра прямой структуры можно исполь-
зовать малый и большой шаг квантования, соответст-

венно [5]. Это позволяет упростить реализацию умножи-
телей, что достигается благодаря умножению малых ко-
эффициенты на положитнльную степень двойки для 
представления их измененных значений с большим 
шагом квантования. В структуре фильтра после опера-
ций умножения и суммирования с этой группой новых 
коэффициентов полученный результат умножается на 
отрицательную степень двойки, что эквивалентно его 
сдвигу без аппаратных затрт.  

Предварительный ВИП-анализ для обсуждаемого 
фильтра показывает, что целесообразно допустить не 
два, а три шага квантования коэффициентов соот-
ветстующих длинам слова M1 = 11, M2 = 14, M3 = 16, 
поскольку это приводит к дополнительному упрощению 
умножителей. На рис. 5 показаны четыре ракурса зави-
симости ошибки δଶ	#от параметров f2 и A для квантован-
ного КИХ-фильтра, где можно наблюдать минимум δଶ#. 
Его значение составляет -89,4 дБ в окрестности 
f2 = 0,29902, А = 0,9024. Этому результату соответствуют 
коэффициенты hi, i = 0,1,3,..,29 в табл. 2, hi = 0, 
i = 2,4,..,28 и нормированная АЧХ на рис. 6. Максималь-
ное усиление фильтра равно 1,8. Здесь как и в случае с 
одним шагом квантования область анализа была зара-
нее локализована. Согласно рис. 5 разброс значений 
ошибки для этой области равен ≈24 дБ. 

Таблица 2. Квантованные коэффициенты  
(M1 = 11, M2 = 14, M3 = 16) 

i hi×2k k 
0 0,90234375 

0 1 0,57177734375 
3 -0,18359375 
5 0,8173828125 

3 7 -0,52099609375 
9 0,34716796875 
11 -0,93359375 

5 

13 0,6201171875 
15 -0,40185546875 
17 0,2509765625 
19 -0,1494140625 
21 0,08349609375 
23 -0,04296875 
25 0,02001953125 
27 -0,0078125 
29 0,00244140625 

Использование трех шагов квантования вместо одно-
го позволяет получить приемлемое значение ошибки δଶ	#  

и уменьшить длину слова модифицированных коэффи-
циентов с 15 бит + знак до 11 бит + знак, упростив реа-
лизацию умножителей. В упомянутых выше промышлен-
ных микросхемах ЦАП для реализации обсуждаемого 
фильтра использованы коэффициенты с длиной слова 
16 бит + знак. В [3] благодаря использованию структуры 
полуполосного КИХ-фильтра с пониженной коэффици-
ентной чувствительностью длину слова удалось снизить 
до 13 бит + знак. Вполне вероятно, что применение к 
этой структуре техники ВИП с многошаговым квантова-
нием коэффициентов приведет к длине слова меньше 
чем 11бит+знак.  
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Рис. 4. Нормированная АЧХ квантованного КИХ-фильтра при N = 58 и M = 15  
в основной полосе(а) и в полосе пропускания (б)  

 

 
Рис. 5. Четыре ракурса зависимости ошибки ߜଶ	#от параметров f2 и A  

для квантованного КИХ-фильтра при N = 58, M1 = 11, M2 = 14, M3 = 16  

 
 а) б) 

Рис. 6. Нормированная АЧХ квантованного КИХ-фильтра при N = 58, M1 = 11, M2 = 14, M3 = 16  
в основной полосе (а) и в полосе пропускания (б)  
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Заключение 

Трехмерная графика MATLAB применена в задаче 
анализа квантованных КИХ-фильтров. Это предполага-
ет построение зависимости контролируемого параметра 
АЧХ от двух исходных параметров, используемых для 
расчета оптимальных КИХ-фильтров. Более детально 
рассмотрены оптимальные полуполосные фильтры, 
описываемые только двумя исходными параметрами – 
граничной частотой полосы задерживания и константой 
задающей усиление фильтра. Контролируемый пара-
метр – максимальный уровень пульсаций в полосе за-
держивания. На примере фильтра 58 порядка показано, 
что применение трехмерного ВИП-анализа вместо дву-
мерного позволяет улучшить результаты. Анализ по-
строенных трехмерных графиков также показывает, что 
использование трех шагов квантования коэффициентов, 
вместо одного позволяет существенно упростить реали-
зацию умножителей в фильтре при его реализации на 
СБИС, что экономит площадь кристалла и потребляе-
мую мощность.  

Рассмотренный трехмерный графический анализ в до-
полнении к двумерному позволяет глубже понять задачи 
проектирования квантованных КИХ-фильтров, поскольку 
является удобным наглядным средством для выявления 
наилучшего сочетания значений исходных параметров, 
способа аппроксимации АЧХ и структуры фильтра.  
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