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Предложен метод синтеза оптимальной опорной последова-
тельности для несогласованной фильтрации фазокодоманипулиро-
ванных сигналов, обеспечивающий минимизацию среднеквадратич-
ного уровня боковых лепестков автокорреляционной функции в 
заданной двумерной зоне плоскости время – частота. Анализиру-
ются получаемые характеристики ВКФ: среднеквадратичный и 
максимальный уровень боковых лепестков, потери в отношении 
сигнал/шум. 
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Введение 

В работе рассматривается обработка фазо-
кодоманипулированных (ФКМ) сигналов с низ-
ким уровнем боковых лепестков непериодиче-
ской корреляционной функции. Такие сигналы исполь-
зуются в радиолокации, физике, системах передачи 
информации, биомедицинских исследованиях и других 
областях науки и техники. Для определенности ниже 
рассматриваются радиолокационные приложения.  

При использовании в радиолокации импульсный 
ФКМ сигнал формируется следующим образом. Прямо-
угольный импульс гармонического колебания разбива-
ется на n  сегментов одинаковой длительности ,  а 
начальная фаза колебания в каждом сегменте устанав-
ливается в соответствии с некоторым кодом (с некото-
рой модулирующей последовательностью). Для даль-
нейшего удобно ввести нормированные к длительности 
сегмента координаты времени и частоты: 

0 0/ ,t t f f   , (1) 
где параметры с нулевым индексом – это абсолютные 
координаты, а без индекса – нормированные. В норми-
рованных координатах длительность сигнала равна .n . 

Во введенных обозначениях комплексная огибаю-
щая ФКМ сигнала [1,2] может быть описана следующим 
образом: 

code при 1, 0,1... 1
( )

0 при других 
is i t i i n

s t
t

     


, (2) 

где code exp( )i is j , – i -й член модулирующей после-

довательности 0 code{ }iss , 0,1... 1i n  , i  – началь-

ная фаза сигнала в i -том сегменте, 0,1... 1i n  . 

Наиболее часто в литературе рассматриваются дво-
ичные последовательности, что обусловлено возможно-
стями радиолокационного передатчика, однако в насто-
ящее время появилась техническая возможность ис-
пользовать более сложные виды фазовой модуляции 
при неизменной амплитуде. Поэтому в данной работе 
модулирующая последовательность считается ком-
плексной. Условимся также, что модулирующая после-
довательность определена для всех индексов, при 0i   
и i n  будем считать, что code 0is  . Аналогичное соот-

ношение примем и для других последовательностей. 
Для функций непрерывного времени аргумент будем 
записывать в скобках после обозначения функции, а для 
функций дискретного времени, или последовательно-
стей, номер члена будем приводить в виде подстрочного 
индекса. 

В приемной аппаратуре радиолокатора имеется за-
ранее рассчитанная опорная функция с комплексной 
огибающей ( ),x t  которая также представляет собой 
сегментированную функцию с такой же длительностью 
сегмента и модулирующей последовательностью 

0 1 1( , ,... )Nx x x x . (3) 
Однако, в отличие от излучаемого сигнала, элементы 

последовательности x  могут отличаться не только по 
фазе, но и по амплитуде, т.е. они могут быть произволь-
ными комплексными числами. Их количество N  может 
быть, вообще говоря, больше n : N n . 

Обработка сигнала в приемном устройстве сводится 
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к вычислению взаимной корреляционной функции (ВКФ) 
принимаемого и опорного сигналов в заданной области 
координат времени и частоты: 

*( , ) ( ) ( ) exp( 2 ) ,C f x t s t j f t dt  




    (4) 

где символ * означает операцию сопряжения (для век-
торов и матриц – сопряжение элементов и транспони-
рование),   – относительный сдвиг (рассогласование) 
между сигналом и опорой по времени, а f  – по часто-
те. В литературе для функции (4) используются также 
названия взаимная функция неопределенности, взаим-
ная функция рассогласования и др. 

Выбор опорного сигнала ( )x t  при заданном зонди-

рующем сигнале ( )s t  зависит от решаемой задачи. В 
радиолокации общепринято максимизировать отноше-
ние сигнал/шум на выходе приемного устройства. При 
этом в случае аддитивного гауссовского шума опти-
мальный опорный сигнал определяется соотношением 

( ) ( ),x t s t  ,N n  обработка сигнала называется согла-
сованной фильтрацией, а взаимная корреляционная 
функция становится автокорреляционной (АКФ) [1, 2]. 

АКФ радиолокационных ФКМ сигналов имеет кно-
почный вид: она содержит главный пик в начале коор-
динат, расположенный на пьедестале из боковых ле-
пестков псевдослучайного уровня. Боковые лепестки 
АКФ являются паразитными, однако их величина не 
может быть сделана произвольно малой. Типовое зна-
чение имеет порядок 0,1 от величины главного пика, что 
не удовлетворяет требованиям многих прикладных за-
дач. Отступая от согласованности, можно добиться 
снижения уровня боковых лепестков за счет уменьше-
ния амплитуды главного лепестка и некоторого сниже-
ния выходного отношения сигнал/шум. 

В данной работе рассматривается задача синтеза 
опорной функции, обеспечивающей подавление боко-
вых лепестков ВКФ в заданной зоне плоскости время – 
частота. Подобная задача возникает, например, при 
сопровождении объектов на фоне мощных сосредото-
ченных мешающих отражений. При этом для простоты 
будем рассматривать, в основном, прямоугольную зону, 
хотя описываемый метод справедлив для зоны произ-
вольной формы. Граничные координаты прямоугольной 
зоны обозначим символами , , ,beg end beg endt t f f . 

Критерием оптимальности опорной функции, ис-
пользуемым в данной работе, является максимум от-
ношения энергии главного максимума ВКФ к средней 
энергии боковых лепестков в заданной зоне: 

2

2

| (0, 0) |

{ | ( , ) | }
end end

beg beg

f t

f t

CQ
M C f dt df



 
, (5) 

где {}M – оператор усреднения. 

Проблема понижения уровня боковых лепестков ФКМ 
сигнала довольно часто обсуждается в литературе (см., 
например, [1, 2, 3, 6]). Однако в большинстве случаев 
рассматривается одномерная задача снижения лепест-
ков на временной оси. Двумерная задача кратко описана 
в [3], где указан один из возможных методов ее реше-
ния. Однако результаты, получаемые с помощью этого 
метода, неудовлетворительны для радиолокационных 
применений в связи с возникающими энергетическими 
потерями значительной величины. 

Синтез опорной последовательности 

Рассмотрим выражение для ВКФ (4). На рис. 1 услов-
но показаны сигнал ( )s t  и опора ( ),x t  разделенные на 
сегменты и задержанные между собой на некоторое вре-
мя .  Выделим целую часть этой величины ,k    

где k  – целое и 1.   Покажем, что ВКФ ( , )C f  при 
нецелом   можно представить в виде комбинации ВКФ 

( , )C k f  и ( 1, ).C k f  
Представим ( , )C f  в виде суммы интегралов по от-

резкам, на которых сигнал ( )s t и опора ( )x t  являются 
постоянными: 

1
*

1
*

1
1

( , ) exp( 2 )

exp( 2 ) .

i

i i k
i i

i

i k
i

C f x s j f t dt

s j f t dt





 



 





 
 


 




 


 


 (6) 

Индекс суммирования в сумме пробегает все значения 
от   до ,  при выходе за границы ненулевой области 
сигнал и опора по соглашению считаются нулевыми.  

Интегралы, входящие в (6), легко вычисляются: 

exp( 2 )

sin[ ( )]( ) exp[ ( ) ].
( )

b

a

j f t dt

f b ab a j f a b
f b a



 





  




 (7) 

Используя (7), из (6) нетрудно получить 
sin[ (1 )]( , ) (1 ) exp[ (1 ) ]

(1 )
fC k f j f

f
 

   
 


    



 
* exp( 2 )i i k

i
x s j f i  . (8) 

*
1

sin( ) exp[ (2 )] exp[ 2 ]i i k
i

f j f x s j f i
f
 

   
      . 

В частности, при 0   из (8) получаем выражение 
для ВКФ при целочисленных сдвигах 

 

Рис. 1. Взаимное положение сигнала и опоры 
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*sin[ ]( , ) exp[ ] exp( 2 )i i k
i

fC k f j f x s j f i
f
  

   . (9) 

Введем обозначения для множителей перед сумма-
ми в (8):  

sin[ (1 )]( , ) exp[ (1 ) ],
(1 )
ff j f

f
 

   
 


 


  

sin( )( , ) exp[ (2 )]ff j f
f
 

   
 

  .  (10) 

Тогда выражение (8) можно представить в более 
компактном виде: 

*( , ) (1 ) ( , ) exp( 2 )i i k
i

C k f f x s j f i         

*
1( , ) exp( 2 ).i i k

i
f x s j f i          (11) 

Выделяя из первого и второго слагаемых формулы 
(11) множители ( , )C k f  и ( 1, )C k f  соответственно, 
получаем 

( , )( , ) (1 ) ( , )
(0, )

( , ) ( 1, ), 1.
(1, )

fC k f C k f
f

f C k f f
f

  


 


   

  

 (12) 

Условие 1f   в (12) необходимо для того, чтобы 
слагаемые в (12) имели конечное значение. На практике 
это условие, как правило, выполняется с большим запа-
сом. Например, при работе в X диапазоне частот с сиг-
налом, имеющим длительность сегмента 0,5   мкс 

доплеровская скорость, при которой 1f   составляет 
30 км/с, что в земных условиях не наблюдается. В связи 
с этим в дальнейшем будем считать, что 1,f   а мак-

симальная частота на порядок меньше max 0,1.f   Такая 
частота для Х диапазона соответствует доплеровской 
скорости 3 км/с, что существенно больше типовой ско-
рости аэродинамических объектов. 

Тогда для рассматриваемых частот диапазон изме-
нения аргумента экспоненциальных множителей в (10) 
составляет не более / 5,  а модуль функций ( , )f   и 

( , ),f   как нетрудно проверить, изменяется в диапа-
зоне 1-0,9. Следовательно, модуль дробей в (12) также 
изменяется незначительно: 
1 | ( , ) / (0, ) |, || ( , ) / (1, ) | 1,11f f f f       . (13) 

При 0f   из (12) и (10) имеем 

( , 0) (1 ) ( , 0) ( 1, 0)C k C k C k       ,   (14) 

откуда следует, что при нулевой частоте f  ВКФ при 
нецелых сдвигах определяется прямой линией, соеди-
няющей значения для ближайшие целых сдвигов. По-
этому экстремумы модуля функции (14) достигаются 
при целых значениях сдвигов. Следовательно, при 

0f   уменьшение уровня боковых лепестков ВКФ для 
целочисленных сдвигов приводит к понижению лепест-
ков и при нецелых сдвигах.  

Этот вывод в первом приближении остается спра-
ведливым и для ненулевых f  в рассматриваемом диа-
пазоне, так как при этом к обоим слагаемым в формуле 

(12) добавляются поправочные множители с небольшим 
значением фазы и амплитуды. Поэтому задача миними-

зация интеграла по времени 
`

2| ( , ) |end

beg

t

t
C t f dt  в (5) близ-

ка к задаче минимизации суммы квадратов модулей ВКФ 
для целочисленных точек на отрезке [ , ].beg endt t  Такая 
модификация задачи приводит к ее упрощению, не 
сильно сказываясь на результате, поэтому в дальней-
шем будем вместо (5) минимизировать функцию 

2

1

2

2

| (0,0) | ,
{ | ( , ) | }

end

beg

fk

k k f

CQ
M C k f df





 
 (15) 

где 1 1 2, 1, ... ,k k k  – целочисленные значения времени 

на отрезке [ , ]beg endt t . 

Наиболее простой способ оценки интеграла в (15) 
состоит в суммировании подынтегральной функции в 
ряде равноотстоящих точек с интервалом   по частоте: 

.mf m  Пусть такие точки попадают в отрезок 

[ , ]m beg endf f f  для индексов 1 1 2, 1,...,m m m . Тогда вме-
сто (15) получаем: 

2 2

1 1

2

2

| (0, 0) |
1 | ( , ) |

k m

m
k k m m

CQ
C k f

G  



 
, (16) 

где 2 1 2 1( 1)( 1)G m m k k     – число слагаемых в зна-
менателе (16). 

Величина   влияет на точность оценки интеграла. 
Чем меньше этот параметр, тем точнее оценка, и тем 
большего уровня подавления можно достичь. Однако 
чем меньше величина  , тем больше число точек, кон-
тролируемых при синтезе опорной последовательности, 
и тем больше потери в отношении сигнал/шум.  

Преобразуем выражение (16). Так как в эту формулу 
входят значения ВКФ только при целочисленных сдвигах 
по времени, то вместо анализа непрерывных сигнала и 
опоры достаточно рассмотреть ВКФ дискретных после-
довательностей (2) и (3). 

Для краткой записи вычислений в матричном виде 
дополним последовательность 0s  нулями до длины .N  
В данной работе будем использовать симметричное рас-
положение дополнительных нулей относительно сере-
дины последовательности, так как асимметрия приводит 
к ухудшению исследуемых характеристик [3, 4]. Обозна-
чим число нулей в начале и конце последовательности 
символом .  Тогда общая длина равна 2 .N n    
Обозначим такую последовательность той же буквой, 
что и исходную, но без нулевого индекса: 

0 code 1 code 1 code( ) (0,0,...,0, , ,..., ,0,0,...,0)

{ }, 0,1,..., 1.
n

i

s s s

s i N

  

  

s
 (17) 

Аргумент   этой последовательности для краткости 
будем опускать, если приводимые выражения справед-
ливы при любом   или если значение индекса очевид-
но из контекста. 

Запишем выражение для ВКФ (9) в точках, входящих 
в (16): 
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sin[ ]
( , ) exp[ ]m

m m
m

f
C k f j f

f





 

1
*

0

exp( 2 ) .
N

i m i k
i

x j f i s





  (18) 

Индекс k  ненулевых элементов ВКФ (18) принад-

лежит множеству { ( 1), ( 1) 1,...,n n        

1,0,1, ..., 1}n    . 

Сумму в (18) можно представить в матричном виде: 
1

* *

0

exp( 2 ) ( ) ,
N

i m i k m k
i

x j f i s f





 x E D s  (19) 

где ( )mfE  – диагональная матрица с элементами на 
главной диагонали  

exp( 2 ),ii me j f i  (20) 

а kD  – N N  матрица сдвига последующего за ней 

вектор-столбца на k  элементов вверх при неотрица-
тельном k : 

1

0 0 ...0 1 0 0 ... 0
0 0 ...0 0 1 0 ... 0
0 0 ...0 0 0 1 ... 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 ... 0

k

k



D



,  0k , 

и на k  элементов вниз при отрицательном :k
,T

k k D D  0k  . 

Тогда квадрат модуля ВКФ (18), входящий в (16), 
может быть представлен в виде 

2 * * * *| ( , ) | ( ) ( ) ( )m m m k k mC k f u f f f x E D s s D E x , (21) 

где 2sin[ ]
( ) [ ] ,

2
m

m
m

f
u f

f



  а сумма в знаменателе (16) 

приобретает вид 
2 2

1 1

2 *| ( , ) | ,
k m

m
k k m m

C k f
 

  x Rx  

где матрица R  не зависит от опорной последователь-
ности x  и определяется выражением 

2 2

1 1

* * *( ) ( ) ( )
k m

m m k k m
k k m m

u f f f
 

  R E D s s D E , (22) 

или, меняя порядок суммирования: 
2 2

1 1

* * *( ) ( ){ } ( )
m k

m m k k m
m m k k

u f f f
 

  R E D s s D E . (22 а) 

Нетрудно показать, что при одновременной пере-
становке в (22) матриц ( ),m kfE D  и * *, ( )k mfD E  резуль-
тат не изменяется. Поэтому матрица (22) может быть 
также представлена в виде  

2 2

1 1

* * *{ ( ) ( ) ( )}
k m

k m m m k
k k m m

u f f f
 

  R D E s s E D . (22 б) 

При программном вычислении матрицы R  формула 
(22б) в некоторых случаях предпочтительнее. 

Формулы (22) легко обобщаются на случай зоны по-
давления Z  произвольной конфигурации. Будем рас-
сматривать зону Z  как произвольное множество точек 

вида ( , )k m  в плоскости время-частота. Тогда, повто-
ряя проведенные рассуждения, нетрудно показать, что в 
этом случае суммирование в (22) производится по всем 
точкам вида ),( mk , входящим в зону Z : 

* * *

( , )

( , ) ( ) ( ) ( )m m k k m
k m Z

w k m u f f f
 

 R E D s s D E . (23) 

В эту формулу для общности добавлен также поло-
жительный вес ( , )w k m  точки ( , ),k m  что позволяет 
при синтезе получать различные величины подавления 
в различных точках зоны.  

При введенных обозначениях максимизируемая 
функция приобретает вид  

* 2

*

| |Q G
xs

x R x
. (24) 

Для дальнейшего упрощения этой формулы необхо-
димо, чтобы матрица R  была положительно опреде-
ленной. Выполнение этого свойства можно обеспечить, 
например, следующим образом. Добавим в зону Z  все 
точки вида ( , 0),k  соответствующие ВКФ при нулевой 

частоте. Вес ( ,0)w k  соответствующих точек в (23) при-
мем малым, чтобы влияние этого добавления на матри-
цу R  было незначительным. Так как все добавленные 
боковые лепестки не могут быть равны нулю одновре-
менно, то величина * 0xR x  положительна для всех 
ненулевых векторов ,x  и, следовательно, матрица R  
является положительно определенной. Далее будем 
считать, что матрица R  всегда содержит с малым ве-
сом точки временной оси. 

Тогда существует единственный положительно опре-
деленный квадратный корень 1/2R  из матрицы ;R  мат-

рицы 1R  и 1/2R  также являются положительно опре-

деленными и удовлетворяют соотношению *U U  [5]. 
Представим числитель (16) в виде 

2 22 * 1/2 1/ 2 *| (0,0) | ( )( )C  xs x R R s . (25) 

Применяя к правой части (25) неравенство Коши-
Буняковского, получаем 

2* * 1 *( ) ( )xs x R x s R s . (26) 

Подставляя это выражение в (24), имеем 
1 *Q G  s R s . (27) 

Максимальное значение параметра (27) достигается 
при условии коллинеарности входящих в (25) векторов: 

1/2 1/2a x R s R , (28) 
где a  – некоторый коэффициент. Так как масштабный 
коэффициент a  в данной работе несущественен, то, 
полагая его равным единице, из последнего соотноше-
ния получаем формулу для вычисления оптимальной 
последовательности :x : 

1.x s R  (29) 
В данной работе рассматриваются свойства решения 

(29) для прямоугольной зоны .Z  Помимо граничных ко-
ординат 2 1 1 2, , , ,k k f f  использованных в (18), зону будем 
характеризовать также положением ее центра 

0 ( , )t fz z z  и шириной 0 ( , )t fd d d  по координатам 
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время и частота. Эти параметры выражаются через 
граничные координаты следующим очевидным образом: 

0 2 1 2 1[0, 5( );0, 5( ) ]z k k f f   ,  

0 2 1 2 1[( ), ( ) ]d k k f f   . (30) 
В качестве модулирующих последовательностей в 

данной работе рассматриваются последовательности 
Лежандра, являющиеся одним из лучших семейств с 
точки зрения параметров как АКФ, так и ВКФ [4, 6]. По-
следовательность Лежандра 0 1 1( , ,..., )nz z z z  опреде-
лена для простых длин n p  и может быть построена 

следующим образом [6]. Символ iz  равен +1, если 

сравнение 2 (mod )x i p  имеет решение, и равен -1 в 

противном случае, 1,2,..., 1.i p   Нулевой символ 
полагается равным +1. Модулирующая последователь-
ность 0s  получается циклическим сдвигом последова-

тельности z  на rp    символов, где (0,25; 0,75),r  а 

выражение x    означает наибольшее целое, не пре-
восходящее x . Таким образом 

code ( )modi i rp ps z   
 . (31) 

Именно эти последовательности далее в тексте 
называются последовательностями Лежандра. 

Выбор шага по частоте 

Уменьшение шага по частоте ,  с одной стороны, 
приводит к увеличению точности оценки интеграла в 
(15) и уровня подавления, а с другой, – к возрастанию 
потерь в отношении сигнал/шум. Рассмотрим, как изме-
няются характеристики ВКФ при использовании опти-
мальной опорной последовательности (29) в зависимо-
сти от величины шага .  

В приводимых ниже результатах используются сле-
дующие параметры ВКФ. Первый из них уже описан – 
это отношение Q  (16) энергии главного лепестка к 
среднеквадратичной энергии боковых лепестков в рас-
сматриваемой зоне подавления. Второй параметр, ко-
торый будем называть подавлением,– аналогичное от-
ношение P  уровня главного лепестка к уровню макси-
мального бокового в той же зоне. Так как эти параметры 
изменяются в широких пределах, то ниже они вычисля-
ются в децибелах: 10 logQ  дБ и 10 log P  дБ. 

Следующий параметр, весьма важный для радиоло-
кационных применений, – отношение сигнал/шум на вы-
ходе алгоритма вычисления ВКФ. В случае аддитивного 
гауссовского шума со среднеквадратичным значением 
  это отношение может быть вычислено по формуле 

2

22
( , ) M

k
k

c
SNR

x





s x .  (32) 

Величина уменьшения этого отношения по сравне-
нию со случаем согласованной фильтрации называется 
энергетическими потерями, или просто потерями, оце-
нивается в децибелах и вычисляется по формуле 

10 log[ ( , ) / ( , )]L SNR SNR s s s x .  (33) 
Нетрудно видеть, что энергетические потери (33) не 

зависят от величины  . 
В приводимых ниже примерах и оценках перечислен-

ных параметров рассматривается наиболее интересный 
случай, при котором длины сигнала и опоры совпадают: 

.n N  
На рис. 2 показан типичный пример поведения пе-

речисленных параметров ВКФ как функций шага   для 
сигнальной последовательности Лежандра длины 

139.n   Расчеты выполнены для зоны с параметрами 

0 (20,10 / ),z n  0 (6; 4 / ).d n  По оси абсцисс на гра-
фиках отложен двоичный логарифм шага по частоте, 
нормированного к характерному размеру 1/ ,n  на кото-
ром функция может измениться существенно. Оценка 
параметров подавления произведена путем вычисления 
ВКФ на прямоугольной сетке точек, плотность которых в 
100 больше, чем при синтезе.  

Параметры подавления P  и Q  быстро увеличива-
ются с уменьшением шага по частоте и достигают 
асимптотического уровня 120-160 дБ. Однако при этом 
потери в отношении сигнал/шум также значительно рас-
тут с 1 до 4 дБ. Существенно, что показанные на графи-
ке уровни подавления порядка 100 дБ и более техниче-
ски недостижимы из-за различного рода неидеальностей 
в тракте обработки. Поэтому для снижения потерь целе-
сообразно выбирать максимальную величину шага по 
частоте, обеспечивающую необходимый и реализуемый 
уровень подавления. В данной работе примем за целе-
вой уровень подавления максимального бокового ле-
пестка  значение   порядка   50 дБ,   и  все  описываемые 

 
Рис. 2. Зависимость параметров ВКФ от шага по частоте 
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ниже результаты относятся к этому случаю. Таким об-
разом, фактически ниже рассматриваются характери-
стики оптимальной ВКФ (в первую очередь, потери) при 
уровне лепестков в зоне подавления порядка 50 дБ. Для 
достижения такого уровня необходимая величина шага 
лежит в диапазоне (0,5...1) / n   (см. рис. 2). 

Сделаем еще одно замечание. В работе [3] отмече-

но, что интеграл в (15) 2| ( , ) |end

beg

f

f
C k f df  может быть 

вычислен аналитически. В описанном выше методе это 
соответствует пределу при стремлении шага по частоте 
к нулю 0.   Поэтому, как следует из приведенных 
выше результатов, аналитическое вычисление приво-
дит к нереализуемому, излишне большому подавлению 
в зоне и неоправданно большим потерям. Более того, 
аналитическое вычисление интеграла не дает инстру-
мента для изменения этих параметров. Поэтому в дан-
ной работе предлагается численная оценка интеграла, 
которая позволяет путем изменения величины шага по 
частоте   найти компромисс между малым подавлени-
ем и большими потерями. 

Зависимость потерь от площади зоны подавления 

Количество переменных при синтезе опорной по-
следовательности конечно и равно .N  Поэтому оче-
видно, что подавить боковые лепестки возможно лишь в 
зоне конечной площади, в которой количество некорре-
лированных отсчетов не более ,N  а при условии малых 
потерь – еще меньше. 

Результаты расчетов показывают, что основные па-
раметры получаемой ВКФ слабо зависят от положения 
зоны подавления на плоскости и от ее конфигурации. 
Основным параметром, влияющим на характеристики 
ВКФ, является площадь зоны, которую в данной работе 
для случая рассмотренной выше прямоугольной зоны 
будем вычислять по следующей очевидной формуле: 

2 1 2 1( ) ( ) .t fS d d k k f f       (34) 
Рассмотрим сначала зависимость потерь от площа-

ди зоны для небольших сдвигов центра зоны по оси 
времени относительно центра ВКФ. На рис. 3 показаны 
рассчитанные точки такой зависимости при N n  для 
нескольких выбранных длин модулирующей последова-
тельности в диапазоне n  70-500, случайного положе-
ния зоны и ее ширине вдоль оси времени 0,1 .tz N  

 
Рис. 3. Зависимость потерь от площади зоны 

Опорные последовательности для рис. 3 синтезиро-
ваны таким образом, чтобы уровень подавления макси-
мального бокового лепестка ВКФ в зоне находился в 
диапазоне 50-60 дБ. Последовательности с таким уров-
нем получены путем итерационного вычисления по 
формуле (29) при варьировании шага   по частоте. 

Из рисунка следует, что чем больше площадь зоны, 
тем больше потери в отношении сигнал/шум, например, 
при площади 0,1; 0,2; 0,3S   потери составляют при-
мерно 1, 2 и 3 дБ соответственно. Прямая линия, соот-
ветствующая минимуму среднеквадратичного отклоне-
ния от рассчитанных точек, описывается уравнением 

10 0,1L S  . 
Для многих практических задач такая площадь зоны 

в диапазоне 0,1-0,5 является вполне достаточной. Рас-
смотрим, например, сопровождение объекта на фоне 
мощной помехи от точечного помехового отражателя с 
известными координатами. Классическим способ сопро-
вождения является формирование в каждом зондирова-
нии двух фильтровых каналов по каждому измерению, 
расставленных на величину разрешающей способности 
по соответствующей координате, которая составляет 
примерно 1 по оси времени и 1/ n  по оси частот. При 
обработке сигнала в описанной ситуации необходимо 
подавить боковые лепестки помехового отражателя в 
районе формируемых фильтров сопровождения рас-
сматриваемого объекта. Площадь зоны, охватывающей 
эти фильтры, составляет 1/ ,S n  что при 100n   соот-
ветствует величине 0,01. Ожидаемые потери при этом 
составляют всего 0,2 дБ.  

Рассмотренный рисунок соответствует относительно 
малым сдвигам по времени центра зоны подавления 
относительно центра ВКФ. По мере увеличения этого 
сдвига характеристики улучшаются. Действительно, при 
этом уменьшается длительность отрезков сигнала и опо-
ры, участвующих в формировании значений ВКФ в зоне 
подавления. Максимальная длительность такого отрезка 
реализуется на границе зоны, ближайшей к центру ВКФ, и 
имеет величину 

1 2

min | |,ef k k k
t n k

 
   где 1 2,k k  – гранич-

ные координаты зоны по времени. Для зоны фиксирован-
ной ширины эта величина линейно уменьшается с ростом 
сдвига зоны вдоль оси времени. Следствием этого явля-
ется расширение характерного размера по частоте, на 
котором ВКФ в зоне может измениться существенно, в 
соответствии с гиперболической зависимостью 

1 2

1 / 1 / ( min )ef ef k k k
f t n k

 
   . (35) 

Поэтому число точек по частоте на фиксированном 
отрезке можно пропорционально уменьшить, а при фик-
сированном количестве точек – пропорционально уве-
личить площадь зоны. 

Рис. 4 иллюстрирует расширение допустимой площа-
ди зоны при ее движении вдоль оси времени для после-
довательности Лежандра длины 211n   при фиксиро-
ванной ширине зоны вдоль оси времени 2 1 6tz k k    
и примерно постоянных потерях. По оси абсцисс отло-
жена величина сдвига центра зоны от середины ВКФ, по 
оси ординат – площадь зоны. Ширина зоны вдоль оси 
частот подбирается такой, чтобы уровень подавления 
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максимального бокового лепестка лежал в диапазоне 
50-60 дБ. Наглядно видно, что до величины сдвига 160 
площадь изменяется в соответствии с гиперболическим 
законом (35). Потери при этом остаются примерно по-
стоянными в диапазоне 1,2-1,5 дБ. 

 
Рис. 4. Зависимость площади зоны  

от положения ее центра по оси времени 
При дальнейшем увеличении величины сдвига син-

тез оптимальной опорной функции дает нулевое значе-
ние для отсчетов, участвующих в формировании членов 
ВКФ в зоне (на краю опорной функции). Это соответ-
ствует укорочению опоры таким образом, чтобы не бы-
ло боковых лепестков в рассматриваемой зоне. При 
этом ширина зоны вдоль оси частот может быть расши-
рена до произвольно большой величины, потери по-
прежнему не увеличиваются, а величина подавления 
становится весьма значительной и ограничивается 
только выбранной величиной веса боковых лепестков 
на оси времени для регуляризации матрицы R  (22). 

Ограничить эту величину подавления и несколько 
сократить потери возможно с помощью следующего 
искусственного приема. Большое подавление реализу-
ется за счет того, что все боковые лепестки в знамена-
теле (16) близки к нулю. Чтобы этого не происходило, 
можно добавить к матрице R  (22) единичную матрицу 
с некоторым весом. Тогда знаменатель (24) не будет 
стремиться к нулю, и результирующая опорная функция 
будет иметь меньшее подавление и одновременно 
меньшие потери. 

Две области подавления 

Рассмотрим описанную в предыдущем пункте ситуа-
цию сопровождения объекта на фоне мощного сигнала 
от точечного помехового отражателя с известными ко-
ординатами. Описанная выше методика позволяет по-
низить боковые лепестки от мощной помехи в области 
сопровождаемого объекта. Однако при этом необходи-
мо также, чтобы главный максимум ВКФ от этого объек-
та был хорошо различим на фоне его собственных бо-
ковых лепестков. Иными словами, боковые лепестки 
ВКФ вокруг главного максимума должны быть достаточ-
но малыми. 

Однако, описанная методика подавления лепестков 
в заданной зоне приводит к возрастанию боковых ле-
пестков в других областях, причем тем больше, чем 
больше площадь зоны подавления. Например, для 

211n   при возрастании площади зоны подавления от 
нуля до 0,5 уровень подавления боковых лепестков в 
зоне аналогичной конфигурации с центром в начале ко-
ординат снижается от 23 до 10 дБ.  

Получить необходимый уровень лепестков вокруг 
начала координат возможно путем добавления в зону 
подавления области вокруг начала координат. Рассмот-
рим случай, когда зона подавления содержит, как и ра-
нее, прямоугольную область вокруг сопровождаемой 
цели с единичным весом, временную ось с малым весом 
для регуляризации матрицы R  (22), а также дополни-
тельную прямоугольную область вокруг начала коорди-
нат, конфигурация которой идентична конфигурации 
первой области подавления. Вес лепестков в этой обла-
сти можно принять существенно меньшим, чем в основ-
ной области, так как обычно помеховый сигнал значи-
тельно превосходит сопровождаемый, и, следовательно, 
он требует большего подавления. 

На рис. 5 показан пример характеристик для такого 
случая. Длины сигнальных последовательностей для 
рис. 5 выбирались случайным образом из простых чисел 
в диапазоне n 60-500, положение зоны также выби-
ралось случайным образом при сдвиге центра от начала 
координат не более 0,5n и ширине .tz N  Опорные 
последовательности синтезированы таким образом, 
чтобы уровень подавления максимального бокового ле-
пестка ВКФ в основной зоне находился в диапазоне 50-
60 дБ, а в дополнительной вокруг начала координат – 
30-35 дБ. Такие последовательности получены, как и 
ранее, с помощью итерационного вычисления по фор-
муле (25) путем варьирования шага между точками по 
частоте ,  а уровень подавления в дополнительной 
области – путем варьирования веса лепестков в допол-
нительной области. 

 
Рис. 5. Зависимость потерь о площади зоны  

(случай двух областей подавления) 
Из рисунка следует, что, как и ранее, чем больше 

площадь зоны, тем больше потери в отношении сиг-
нал/шум. Прямая линия, соответствующая минимуму 
среднеквадратичного отклонения от показанных точек, 
описывается уравнением 9,3 ,L S  где ,S  как и ранее, 
площадь зоны, причем в данном случае зона содержит 
две области. Некоторое уменьшение величины коэффи-
циента перед параметром S  по сравнению со случаем 
одной области (рис. 3), связано с тем, что подавление в 
области вокруг начала координат снижено до 30-35 дБ. 
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Полученные характеристики удовлетворяют требо-
ваниям многих практических задач. 

Заключение 

В работе предложен метод синтеза оптимальных 
опорных последовательностей для несогласованной 
фильтрации ФКМ сигналов, позволяющий минимизиро-
вать среднеквадратичный уровень боковых лепестков 
ВКФ в заданной двумерной зоне плоскости время – ча-
стота. Метод является аналитически простым и без 
труда реализуется на персональном компьютере.  

Фактически метод реализует минимизацию средне-
квадратичного уровня лепестков на прямоугольной сет-
ке точек в зоне подавления. Вместе с ростом плотности 
точек растет получаемое подавление лепестков, однако 
при этом растут и энергетические потери. Поэтому 
плотность расстановки этих точек является параметром 
алгоритма синтеза опорной последовательности, поз-
воляющим найти компромисс между малым уровнем 
подавления лепестков и большими потерями. 

В работе показано, что при увеличении площади зо-
ны подавления лепестков энергетические потери рас-
тут. Варьирование параметров синтеза позволяет ми-
нимизировать эти потери при заданном уровне подав-
ления боковых лепестков. При небольшой площади зо-
ны 0,1 0,3S    и уровне подавлении максимального 
бокового лепестка 50-60 дБ потери невелики и лежат в 
диапазоне 1-3 дБ. Указанная величина площади явля-

ется достаточной для решения многих практических  
задач. 

Предложенный метод работоспособен при произ-
вольной конфигурации зоны подавления. В частности, 
для зоны, содержащей две прямоугольные области по-
давления, основные соотношения параметров сохра-
няются. 
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И Н Ф О Р М А Ц И Я 
20-я Юбилейная Международная научно-техническая конференция  

«Цифровая обработка сигналов и её применение -DSPA'2018» 
Отвечая поставленным целям и задачам консолидации отечественных ученых и специалистов, работающих в области пе-

редовых информационных технологий реального времени, расширения международных научных связей и содействия внедре-
нию высоких наукоемких технологий XXI века, Российское научно-техническое общество радиотехники, электроники и связи 
имени А.С. Попова совместно с компанией «AUTEX.Ltd» при поддержке РФФИ и при участии Федерального агентства по про-
мышленности РФ, Министерства образования и науки РФ, Российской секции IEEE Signal Processing Society, Института радио-
техники и электроники РАН, Института проблем управления РАН, ЗАО «МНИТИ», МГТУ им. Н.Э. Баумана, МТУСИ, МАИ, 
МЭИ, РГРТУ и других ведущих российских вузов и организаций, провели 28-30 марта 2018 г. в ИПУ РАН 20-ю Международ-
ную научно-техническую конференцию: «Цифровая обработка сигналов и её применение- DSPA’2018». В работе конференции 
приняли участие свыше 250 человек из 23 городов России и стран СНГ, а также представители ряда стран дальнего зарубежья. 

Показательна география участников. Это, помимо большинства городов Центрального региона России, такие регионы и 
крупные города как: Калининград, Мурманск, Красноярск, Нижний Новгород, Ульяновск, Самара, Смоленск и другие россий-
ские города.  

Работа конференции проходила по восьми секциям: «Теория сигналов и систем» (30 докладов, руководители – д.т.н., про-
фессор Ю.С. Шинаков, д.т.н., профессор Д.С. Чирин); «Теория и методы цифровой обработки сигналов» (26 докладов, руково-
дители – д.т.н., профессор Ю.А. Брюханов, д.т.н., профессор В.И. Джиган); «Обработка сигналов в системах телекоммуника-
ций» (27 докладов, руководители - д.т.н., профессор Ю.Н. Прохоров, к.т.н., профессор Санников В.Г.); «Обработка сигналов  
в радиотехнических системах» (29 докладов, руководители – д.т.н., профессор В.Г. Бартенев, к.т.н., профессор В.С. Сперан-
ский); «Обработка и передача изображений» (33 доклада, руководители – д.т.н., профессор В.П. Дворкович, д.т.н., профессор, 
член-корр. РАН А.В. Дворкович); «Проектирование и техническая реализация систем ЦОС» (14 докладов, руководители – 
д.т.н., профессор В.В. Витязев, к.т.н., доцент В.Б. Стешенко); «Системы технического зрения, искусственного интеллекта  
и робототехники» (26 докладов, руководители – д.т.н., доцент А.Л. Приоров, д.т.н., профессор Фаворская М.Н., д.т.н., профес-
сор М.К. Чобану). На конференции было заслушано более 170 докладов, по материалам которых изданы «Труды Конференции» 
в 2-томах, общим объемом 868 страниц.  

В своем приветствии участников конференции член международного Оргкомитета, академик РАН А.С. Бугаев, в частно-
сти, отметил: «Уверен, что успешная работа Конференции «DSPA’2018» станет новым весомым вкладом в эффективное реше-
ние проблем цифровых информационных технологий реального времени и даст новый толчок к широкому практическому ис-
пользованию методов и техники DSP в таких областях, как связь и системы управления, радиотехника и электроника, акустика 
и сейсмология, радиовещание и телевидение, измерительная техника и приборостроение».  

На пленарном заседании, в день открытия конференции, были заслушаны 6 докладов, в которых нашли отражение вопро-
сы развития современных информационных технологий обработки сигналов в области радиолокационных и телекоммуникаци-
онных систем, мультимедийных приложений, теории кодирования, параллельных модульных вычислений, перспективной эле-
ментной базы радиоэлектроники. 


