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Существует достаточно большое число алгоритмических 
эффективных способов компенсации нелинейности характеристик 
усилителей мощности цифровых радиосигналов. В статье проана-
лизированы несколько известных алгоритмов и предложен новый 
вариант компенсации нелинейности усилителя мощности. Приве-
дены результаты компьютерного моделирования, подтверждаю-
щие эффективность предложенных решений. 
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Presently there are many effective methods for nonlinearity compensation of digital radio signal power amplifier. In this paper we 
analyze several well-known algorithms and propose a new variant of nonlinearity compensation of power amplifier. Computer simu-
lation results confirms the effectiveness of the proposed method. 
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Введение 

Большинство цифровых радиосистем пере-
дачи информации содержат многочастотный 
групповой сигнал, весьма чувствительный к не-
линейным искажениям. Это, в свою очередь, предъяв-
ляет высокие требования к линейности аналогового 
тракта, и в частности, к линейности усилителя мощно-
сти (УМ) передатчика. 

Для моделирования нелинейности УМ требуется 
учет эффекта памяти. Самый общий способ введения 
эффекта памяти – это использования ряда Вольтерра 
(Volterra), который рассматривается при проектирова-
нии предыскажения данных [1, 2]. Однако большое ко-
личество коэффициентов ряда Вольтерра делает его 
непривлекательным для практического применения. 
Поэтому обычно реализуется несколько частных случа-
ев ряда Вольтерра, включающих модели Винера 
(Wiener) (рис. 1), Хаммерштейна (Hammerstein) (рис. 2), 
а также модель Винера-Хаммерштейна (рис. 3) [3]. 

 
Рис. 1. Модель Винера 

 
Рис. 2. Модель Хаммерштейна 

 
Рис. 3. Модель Винера-Хаммерштейна 

Модель Винера включается в себя два последова-
тельно соединенных блока – постоянный во времени 
линейный блок LTI (linear time-invariant) и нелинейный 
блок без памяти NL (memoryless nonlinearity). Матема-
тически эта модель описывается следующим образом: 
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где K – максимальная степень нелинейности, L  – мак-
симальная задержка, a  и c  – коэффициенты линейного 
и нелинейного преобразований блоков соответственно. 

Как и модель Винера, модель Хаммерштейна также 
включается в себя два блока, но соединенных в обрат-
ной последовательности: 
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Рассмотрим особенность модель Хаммерштейна. 
Обозначим 0 1 1[ , , , ]T

LC c c c   , 1 , ,[ ]T
KB b b  . Модель 

Хаммерштейна можно записать следующим образом: 
1

1

10
 

( )  ( ) ( ) ,
L K

k
l k

kl
k odd

y n c b z n l z n l






    



 

 
 
72 

Если обозначить ,lk l ka c b  то для матрицу A , со-

тоящую из элементов ,lka  можно выразить как TA CB  
и ( ) 1.rank A   Таким образом, модель Хаммерштейна 
является частным случаем модели полиномиальной 
памяти. 

Математическое представление модели полиноми-
альной памяти выглядит следующим образом: 
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Модель Винера-Хаммерштейна является комбина-
цией моделей Винера и Хаммерштейна. Ее математи-
ческое представление выглядит следующим образом: 
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где a , c  и b  – коэффициенты линейных блоков и не-
линейного блока соответственно. 

Методы компенсации нелинейности  
усилителя мощности 

Для решения такого типа задач существует два эф-
фективных популярных метода оценки на основе ите-
рационных алгоритмов Ньютона (Newton) и Нарендры-
Галмана (Narendra-Gallman) [4]. Основным недостатком 
этих алгоритмов являются их чувствительность к 
начальному предположению и то, что они могут схо-
диться лишь к локальному минимуму. Чтобы избежать 
этого, Бай (Bai) [5] использовал комбинацию двух мето-
дов – наименьших квадратов (least mean square, LMS) и 
сингулярного разложения (singular value decomposition, 
SVD), которые могут привести к глобальному минимуму. 

Ниже предложена схема предыскажения (рис. 4) и 
проведено моделирование трех алгоритмов устранения 
влияния нелинейности УМ: метода LMS/SVD, метода 
полиномиальной памяти и комбинационного метода. В 
качестве блока УМ используются модели Хаммерштей-
на, Винера и Винера-Хаммерштейна. 

 
Рис. 4. Схема предыскажения 

В процессе обработки сигнала применяется сингу-
лярное разложение (SVD) прямоугольной вещественной 

или комплексной матрицы M  порядка m× n , имеющее 
широкое применение при решении многих прикладных 
задач: 

*M U V  , 
где   – матрица размера m n , у которой элементы, 
лежащие на главной диагонали – сингулярные числа мат-
рицы M , а все элементы, не лежащие на главной диаго-
нали, равны нулю; матрицы U  (порядка m ) и V  (порядка 
n ) – унитарные матрицы, состоящие из левых и правых 
сингулярных векторов матрицы M  соответственно ( *V  – 
сопряжённо-транспонированная матрица V ). 

Сингулярное разложение может быть использовано 
для нахождения псевдообратных матриц, которые приме-
няются, в частности, в методе наименьших квадратов. 

Если * ,M V U   то псевдообратная к ней матрица 
M   находится по формуле: 

* ,M V U    
где   – матрица, псевдообратная к матрице  , полу-
чаемая из неё заменой каждого ненулевого элемента σ 
на диагонали на обратный к нему 1/  с последующим 
транспонированием самой матрицы. 

На рис. 4 ( )y n  и ( )z n  – соответственно вход и вы-
ход блока предыскажения в обучающем режиме. Схема 
предыскажения с моделью Хаммерштейна подробно 
представлена на рис. 5. 

 
Рис. 5. Схема предыскажения с моделью Хаммерштейна 
Методы LMS/SVD и полиномиальной памяти описа-

ны во многих статьях, например, в [5, 6]. 
Комбинационный метод включает в себя 2 метода: 

метод наименьших квадратов и итерационный метод 
Ньютона. Его математическое описание выглядит сле-
дующим образом. 
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где P , Q  – максимальные степени нелинейности; ,K  
L  – максимальные задержки; a , b  и c  – коэффициен-
ты каждого блока (приведены выше); z  и y  – выход и 
вход блока предыскажения соответственно.  

Погрешность между результатом модуля обучения 
ˆ( )z n  и выходом блока предыскажения ( )z n  оценивает-

ся так: 
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где *e  – это сопряжённо-транспонированная матрица 
,e  N  – количество отсчетов. 

Оптимальные значения pka , qb , lc  можно найти с 
помощью их производных. 
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С помощью метода наименьших квадратов можно 
найти параметры , pk qa b . 
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Результат решения методом наименьших квадратов:  
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Используя итерационный метод Ньютона по данным 
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Итерация методом Ньютона:  
( 1) ( ) ( )

( ) 1 ( ) ( )

{[ ]  
} {[ ] }

[
[ ] ] .

i i i H i

i H i i H i

c c Re S S
Z E Re S E





  



 
  

Результат программной реализации 

В эксперименте для моделей УМ Хаммерштейна и Ви-
нера-Хаммерштейна при использовании компенсации не-
линейности методами LMS/SVD и полиномиального раз-
ложения было показано, что полиномов, содержащих 
только четные степени нелинейного блока, недостаточно 
для компенсации нелинейности характеристики УМ, в от-
личие от полиномов, содержащих только нечетные степе-
ни. В то же время использование полиномов, содержащих 
все натуральные степени, не дает существенного улучше-
ния компенсации нелинейности характеристики УМ по 
сравнению с использованием полиномов, содержащих 
только нечетные степени, но приводит к увеличению вре-
мени вычислений. Поэтому в данной работе были исполь-
зованы модели предыскажения, построенные с помощью 
полиномов, содержащих только нечетные степени. 

Методы LMS/SVD и полиномиального разложения 
при использовании модели УМ Винера и комбинацион-
ный метод при использовании всех видов моделей УМ, 
приведенных выше, содержащих все натуральные сте-
пени, дают существенное улучшение компенсации не-
линейности характеристики УМ по сравнению с исполь-
зованием полиномов, содержащих только нечетные 
степени. Поэтому данные методы рассмотрены в двух 
вариантах. Результат компьютерного моделирования 
показан в табл. 1. 

Амплитудная характеристика УМ и спектры сигналов 
с применением комбинационного метода и LMS/SVD, 
когда модель УМ является моделью Винера-Хаммерш-
тейна, представлены на рис. 6 и 7. На рис. 6 размытая 
часть характеризует искажения сигнала при отсутствии 
коррекции; коррекция приводит к линеаризации харак-
теристики усилителя (линия черного цвета); прямая 
темная линия иллюстрирует линейную характеристику.  

Из рис. 7 видно, что комбинационный метод обеспе-
чивает более гладкий спектр (правое изображение), чем 
метод LMS/SVD (левое изображение), и практически 
полностью компенсирует нелинейность характеристики 
УМ. Спектр черного цвета изображает исходный сигнал, 
спектры ярких и темных цветов характеризуют сигналы 
без предыскажения и с применением методов LMS/SVD 
или комбинационного метода соответственно.  

На рис. 8 показаны сигнальные созвездия на выходе 
УМ без компенсации нелинейности (слева) и с применени-
ем комбинационного метода (справа). Сигнальные созвез-
дия с применением метода LMS/SVD (слева) и метода 
полиномиальной памяти (справа) изображены на рис. 9. 
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Таблица 1. Ошибки модуляции MER после усилителя мощности 

Модель 

Ошибки моду-
ляции MER 

после УМ (дБ) 
без предкор-

рекции 

MER после предкоррекции различными методами (дБ) 

Метод LMS/SVD Метод полиномиальной памяти Комбинационный метод 
нечетные 
степени 

натуральные 
степени 

нечетные 
степени 

натуральные 
степени 

нечетные 
степени 

натуральные 
степени 

модель Винера 27 50,8 70,8 52,2 71.3 54,9 71,4 

модель  
Хаммерштейна 

27 37,2 40,3 42 44,4 

модель Винера-
Хаммерштейна 

27 47,8 48,3 50,9 55,1 

          
 а) б) 

Рис. 6. Амплитудная характеристика с применением методов LMS/SVD (a) и комбинационного метода (б) 

          
 а) б) 

Рис. 7. Спектры сигналов с применением методов LMS/SVD (a) и комбинационного метода (б) 

          
 а) б) 

Рис. 8. Сигнальные созвездия на выходе УМ без компенсации нелинейности (a) и с применением комбинационного метода (б) 
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 а) б) 

Рис. 9. Сигнальное созвездие на выходе УМ  
с применением методов LMS/SVD (a) и полиномиальной памяти (б) 

Таблица 2. Ошибки модуляции MER после усилителя мощности при большей нелинейности 

Модель 

Ошибки моду-
ляции MER 

после УМ (дБ) 
без предкор-

рекции 

MER после предкоррекции различными методами (дБ) 

Метод LMS/SVD Метод полиномиальной 
памяти Комбинационный метод 

нечетные  
степени 

натуральные 
степени 

нечетные 
степени 

натуральные 
степени 

нечетные 
степени 

натуральные 
степени 

модель Винера 21 Не работает 54,8 45,6 57,7 46,5 57,8 

модель Хаммер-
штейна 

21 Не работает 35,3 36,2 36,5 37,5 45,2 

модель Винера-
Хаммерштейна 

21 Не работает 41,4 41 42 43,4 48 

 

В эксперименте был также проанализирован вариант 
со значительной нелинейностью (малыми значениями 
ошибок модуляции) на выходе после УМ. Легко видеть, 
что комбинационный метод устойчив и лучше работает 
по сравнению с двумя другими методами. Результат 
компьютерного моделирования показан в табл. 2. 

Заключение 

По результатам проведенного анализа известных 
методов и алгоритмов компенсации нелинейности уси-
лителя мощности был предложен новый комбинацион-
ный метод компенсации на основе методов Ньютона и 
наименьших квадратов. 

По результатам компьютерного моделирования сле-
дует вывод о том, что модель предыскажения полино-
миальной памяти наиболее простая. Комбинационный 
метод, хотя сложен в моделировании, но более эффек-
тивен по сравнению с другими рассмотренными вариан-
тами.  
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Проанализирован активный фильтр, содержащий нелинейный 
элемент с двумя туннельными диодами. Схема фильтра представ-
ляет собой последовательный колебательный контур с параллель-
но подсоединенным к емкости  активным нелинейным элементом.  
Путем численного моделирования исследованы вынужденные нели-
нейные колебания. Было обнаружено существование резонанса 
между сигналом на входе фильтра и процессом, приводящим к ав-
токолебаниям. Найдены значения амплитуд входных сигналов и 
области спектра, где возникают вынужденные колебания. Уста-
новлены также параметры фильтра, при которых возможно полу-
чение гармоник выходного сигнала с частотами, меньшими часто-
ты входного сигнала. 

УДК 537.86:519.22 

РЕДУКЦИЯ ЧАСТОТЫ СИГНАЛА ПРИ НЕЛИНЕЙНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ 

Грязных И.В., к.т.н., профессор кафедры телекоммуникационных систем (TC) Московского технологического 
университета (МТУ) (МИРЭА), e-mail: martenovsk@mail.ru; 
Решетняк С.А., д.ф.-м.н., профессор кафедры TC МТУ (МИРЭА), e-mail: reshets@bk.ru; 
Третьяков Г.Н., к.т.н., профессор кафедры TC МТУ (МИРЭА), e-mail: gennady.tretyakov@rambler.ru; 
Шпак А.В., д.т.н., профессор кафедры ТС МТУ (МИРЭА), e-mail: alexandr.shpak@yndex.ru. 

REDUCTION OF THE FREQUENCY OF THE SIGNAL IN NONLINEAR FILTERING 

Gryaznykh I.V., Reshetnyak S.A., Tretyakov G.N., Shpak A.V. 
The active filter containing a nonlinear element with two tunnel diodes is analyzed. The filter circuit is a series oscillating circuit with 
an active nonlinear element connected to the capacity  in parallel. Forced nonlinear oscillations are investigated by numerical simu-
lation. A resonance was found between the input signal and the process leading to self-oscillations. The values of the amplitudes of 
the input signals and the spectral region where forced oscillations occur are found. The filter parameters are also set, at which it is 
possible to obtain output harmonics with frequencies lower than the input frequency. 

Key words: frequency of signal, reduction, nonlinear filtering, oscillations. 
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Введение 

Фильтрация сигналов нелинейными радио-
техническими системами, как правило, описы-
вается дифференциальными уравнениями с 
различными типами нелинейности. В настоя-
щее время аналитические методы  получения 
их решений далеки от своего завершения. Ос-
новным инструментом исследования этих про-
цессов является численный эксперимент. В дан-
ной работе был развит метод Эйлера в численном ана-
лизе указанных уравнений на примере нелинейного 
фильтра, в котором экспериментальным путем были 
обнаружены [1-3] вызывающие внимание эффекты сто-
хастического резонанса и стохастической фильтрации 
(СФ) сигналов. В результате СФ выходное отношение 
сигнал/шум превышает аналогичное отношение на вхо-
де. Известные в литературе методы получения решений 
указанных уравнений с автоматическим выбором шага 
по времени требуют значительных затрат по времени и 
не вполне приемлемы для получения решений в случае 
большого числа реализаций сигнала и шума на входе 
фильтра. В отличии от [1-3] в настоящей работе основ-
ное внимание уделяется вопросу нелинейной фильтра-
ции гармонических сигналов. 

Схема фильтра представляет собой последователь-
ный колебательный контур с параллельно подсоеди-
ненным к емкости активным нелинейным элементом. На 
входе фильтра действует гармонический сигнал, а ре-
акция  снимается в виде напряжения u  на емкости. Как 
было ранее показано [1-3], в рабочей области измене-
ния u  вольт-амперная характеристика нелинейного 
элемента имеет вид 3( ) ,I u Au Bu    где коэффици-
енты ряда по степеням u  определяются видом N-

образной вольт-амперной характеристики отдельного 
туннельного диода. Если напряжение отсчитывать в 
единицах 1/ 2( ) ,RB   а время в единицах ,RC  где R  и 
C  – величины активного сопротивления и емкости, то 
безразмерное напряжение x  на емкости подчиняется 
следующему дифференциальному уравнению 

2

2 ( ) ( ) ( ),d x dxx W x e t
dtdt

       (1) 

где ( ) cos( ),se t h t  h  и s  – амплитуда и частота сиг-

нала на входе фильтра, 2/ ( )L R C   – параметр 
инерционности нелинейного фильтра (этот термин ис-
пользуется из-за аналогии уравнений, описывающих 
нелинейные движения частицы с массой   и реакции 
фильтра), L  – величина индуктивности в контуре, 

2( ) 1 ( 3 )x AR x      – коэффициент затухания, 
3( )W x x x     – производная потенциальной функ-

ции 2 4( ) / 2 / 4,W x x x    1.AR     

Для численного решения уравнение (1) представля-
ется системой двух уравнений первого порядка: 

 1, ( ) ( ) ( ) .dx dvv x v W x e t
dt dt




       (2) 


