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В работе рассматривается метод синтеза оптимальной опор-
ной последовательности для несогласованной фильтрации фазоко-
доманипулированных сигналов, обеспечивающий минимизацию инте-
грального уровня боковых лепестков на заданном отрезке временной 
оси. Анализируются получаемые характеристики (интегральный 
уровень боковых лепестков, потери в отношении сигнал/шум) и зави-
симости характеристик от основных параметров. 
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Введение 

фазокодоманипулированных (ФКМ) сигна-
лов [1, 2], снижающий боковые лепестки сигнала на за-
данном отрезке временной оси. Свойства ФКМ сигнала 
определяются кодовой последовательностью 

0 0 code 1 code 1 code( , ,..., ),ns s s s  задающей начальные фазы 
сегментов сигнала. В данной работе рассматриваются 
бинарные последовательности, в которых элементы 
последовательности 0s  могут принимать только два 
значения ±1 и которые наиболее часто используются на 
практике. 

Помимо радиолокации, ФКМ сигналы используются 
также в физике, системах передачи информации, био-
медицинских исследованиях и других областях науки и 
техники. Задача их оптимальной обработки весьма ак-
туальна во многих приложениях. 

Сигнальные характеристики радиолокатора при ис-
пользовании ФКМ сигнала определяются взаимной корре-
ляционной функцией (ВКФ) принимаемого сигнала и неко-
торой опорной последовательности 0 1 1( , ,... ),Nx x x x  
имеющейся в приемном устройстве. Длина N последо-
вательности ,x  вообще говоря, может быть больше n : 
N n , а составляющие ее элементы – действительные 
числа. 

В данной работе доплеровская частота принимаемого 
сигнала считается нулевой. При этом исследование сиг-
нальных характеристик сводится к анализу взаимной кор-
реляционной функции последовательностей x  и 0s [1, 2]. 

В радиолокации наиболее часто используется согла-
сованная фильтрация, позволяющая максимизировать 
отношение сигнал/шум на выходе системы обработки. 
При этом в случае аддитивного гауссовского шума опор-

ная последовательность определяется соотношением 

0 ,x s  ,N n  а взаимная корреляционная функция ста-
новится автокорреляционной (АКФ) [1, 2]. АКФ имеет 
максимальный лепесток, называемый главным, и ряд 
боковых лепестков меньшего уровня. Боковые лепестки 
являются паразитными, а их величина часто превосхо-
дит допустимый уровень. 

Отступая от согласованности и увеличивая длину 
опорной последовательности ,x  можно добиться сни-
жения уровня боковых лепестков за счет некоторого 
уменьшения отношения сигнал/шум. 

Выбор последовательности x  при заданной после-
довательности s  зависит от решаемой задачи. Обзор 
методов синтеза опорной последовательности может 
быть найден, например, в [3]. В настоящей работе рас-
сматривается задача минимизации интегрального уров-
ня лепестков (строгое определение – в следующем раз-
деле) на заданном отрезке временной оси, или в задан-
ной зоне корреляционной функции. Подобная задача 
снижения уровня лепестков ВКФ в заданной зоне для 
группы из нескольких ФКМ сигналов широко обсуждает-
ся в приложении к связным задачам [4]. Однако приме-
нительно к одиночным радиолокационным сигналам 
этот вопрос, насколько известно авторам, в литературе 
не рассматривался. В данной работе предлагается про-
стой метод решения указанной задачи. 

Метод синтеза опорной последовательности 
Введем необходимые обозначения. Дополним по-

следовательность 0s  нулями до длины .N  В данной 
работе будем использовать симметричное расположе-
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ние дополнительных нулей относительно середины по-
следовательности, так как асимметрия приводит к 
ухудшению исследуемых характеристик [5]. Пусть на-
чальный отрезок такой последовательности содержит 
m  нулей. Тогда в конце последовательности также 
имеется m  нулей, и общая длина равна 2N n m  . 
Обозначим такую последовательность той же буквой, 
что и исходную, но без нулевого индекса: 

0 code 1 code 1 code( ) (0,0,..., 0, , ,..., , 0,0,...,0)

{ }, 0,1,..., 1.
n

i

m s s s

s i N
 

  

s
. (1) 

Аргумент m  этой последовательности для кратко-
сти будем опускать, если приводимые выражения спра-
ведливы при любом m  или если значение индекса оче-
видно из контекста. 

Взаимная корреляционная функция { }kcc , после-

довательностей x  и ( )ms  может быть вычислена по 
формуле 

1
*

0
,

N

k i i k
i

c x s





   

где считается, что 0rs   при 0r   и r N , а символ 
* означает операцию комплексного сопряжения для чи-
сел и транспонирования и комплексного сопряжения 
элементов для векторов и матриц. 

Будем рассматривать ВКФ как конечную последова-
тельность, содержащую только члены, не равные тож-
дественно нулю. При введенных обозначениях индекс 
k  таких элементов принадлежит множеству 

{ ( 1),n m     ( 1) 1,...,n m    1,0,1,..., 1}n m   . 
Количество 1N n   элементов этого множества будем 
называть длиной ВКФ. Элементы ВКФ могут быть пред-
ставлены в виде 

*
k kc  x D s , k  ,  (2) 

где kD  – N N  матрица сдвига последующего за ней 

вектор-столбца на k  элементов вверх при неотрица-
тельном k : 

1

0 0 ...0 1 0 0 ... 0
0 0 ...0 0 1 0 ... 0
0 0 ...0 0 0 1 ... 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 ... 0

k

k



D



, 0k  ,  

и на k  элементов вниз при отрицательном k : 
T

k k D D , 0k  . 

Критерий качества ВКФ, используемый в данной ра-
боте, характеризует взвешенный интегральный уровень 
боковых лепестков относительно главного 

2

2

,

| |
| |

M

k k
k k M

cQ
w c

 




. (3) 

где M  – индекс главного лепестка, который исключа-
ется из суммы знаменателя, а 0kw   – положительный 

коэффициент веса k -го лепестка, .k    Для парамет-
ра (3) сохраним название коэффициента качества ВКФ, 

общепринятое для случая одинаковых весов [3, 5]. 
Использование неодинаковых весов позволяет полу-

чать разнообразные формы ВКФ. В настоящей работе 
рассматривается задача снижения уровня боковых ле-
пестков (2) на отрезке временной оси, или в некоторой 
зоне ВКФ. Эту зону будем задавать множеством   
последовательных индексов { , 1,..., },k a a b    

M  , где индекс главного лепестка M  исключается 
из множества   в случае a M b  . При этом в дан-
ной работе веса боковых лепестков в заданной зоне 
принимаются равными единице, а вне зоны некоторому 
малому числу 0.v   При 0v  лепестки вне зоны пе-
рестают учитываться в критерии качества. 

Рассмотрим метод, позволяющий при заданной по-
следовательности s  синтезировать последователь-
ность ,x  которая максимизирует коэффициент качества 
(3). Излагаемый метод является обобщением известно-
го метода для случая максимизации стандартного ко-
эффициента качества [3, 5]. 

Подставляя (2) в (3), получаем формулу для коэф-
фициента качества ВКФ: 

2

* 2

,

| |
| |

M

k k
k k M

cQ
w

 


 xD s

. (4) 

Будем искать максимум величины (4) при условии, 
что индекс максимального лепестка равен нулю: 

0.M   Это условие не уменьшает общности, так как 
его всегда можно выполнить путем перераспределения 
нулей в последовательности s  (1). Однако, как показы-
вают численные расчеты [5], несимметричное располо-
жение нулей менее эффективно и поэтому в данной 
работе не рассматривается. Тогда из (2) следует, что 
выражение в числителе (4) равно *

Mc  x s , и формула 
(4) приобретает вид 

* 2

*

| |Q 
xs

x R x
, (5) 

где матрица R  определяется выражением 
* *

,
k k k

k k M
w

 

 R D s s D . (6) 

Величина *x R x включает сумму квадратов всех бо-
ковых лепестков с положительными весами. Так как все 
боковые лепестки не могут быть равны нулю одновре-
менно, то * 0xR x  для всех векторов ,x  и, следова-
тельно, матрица R  является положительно опреде-
ленной. Поэтому существует единственный положи-
тельно определенный квадратный корень 1/ 2R  из мат-
рицы ;R  матрицы 1R  и 1/2R  также являются положи-
тельно определенными и удовлетворяют соотношению

*U U  [6]. 
Представим числитель (5) в виде 

2 2* 1/ 2 1/ 2 *( )( )xs x R R s . (7) 

Применяя к правой части (7) неравенство Коши-
Буняковского, получаем 

2* * 1 *( )( )xs x R x s R s . (8) 

Подставляя это выражение в (5), имеем 
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1 *Q  s R s . (9) 
Максимальное значение коэффициента качества (9) 

достигается при условии коллинеарности входящих в 
(7) векторов: 

1/ 2 1/ 2a x R s R , (10) 
где a  – некоторый коэффициент. Так как масштабный 
коэффициент a  в данной работе несущественен, то, 
полагая его равным единице, из последнего соотноше-
ния получаем формулу для вычисления оптимальной 
последовательности :x  

1x s R . (11) 
Для действительных последовательностей s  полу-

чаемые опорные последовательности x  (11) также 
действительны. В дальнейших разделах рассматрива-
ются свойства оптимального решения (11). 

Основные характеристики  
оптимальных ВКФ при N = n 

В приводимых ниже результатах используются сле-
дующие параметры ВКФ. Первый из них – это коэффи-
циент качества (3). Так как коэффициент качества из-
меняется в широких пределах, то ниже он вычисляется 
в децибелах: 10 log Q  дБ. 

Второй параметр, весьма важный для радиолокаци-
онных применений, – отношение сигнал/шум на выходе 
алгоритма обработки. В случае аддитивного гауссовско-
го шума со среднеквадратичным значением   это от-
ношение может быть вычислено по формуле 

2

22

| |( , ) M

k
k

cSNR
x






s x . (12) 

Величина уменьшения этого отношения по сравне-
нию со случаем согласованной фильтрации называется 
энергетическими потерями или просто потерями, оце-
нивается в децибелах и вычисляется по формуле 

10 log[ ( , ) / ( , )]L SNR SNR s s s x . (13) 
Нетрудно видеть, что энергетические потери (13) не 

зависят от величины  . 
В литературе часто используется третий параметр – 

относительный уровень максимального бокового ле-
пестка (в данном случае в исследуемой зоне подавле-
ния), определяемый как отношение уровня главного 
лепестка к уровню максимального бокового ивычисляе-
мый в децибелах. В данной работе этот параметр прак-
тически не используется, так как исследуемые ниже 
зависимости этого параметра и коэффициента качества 
аналогичны, при этом относительный уровень макси-
мального бокового лепестка больше коэффициента 
качества на величину порядка 10 дБ. 

Описываемые ниже характеристики ВКФ для опти-
мального решения (11) не удается получить аналитиче-
ским путем, что связано с разнообразием свойств ис-
ходных последовательностей. Поэтому приводимые 
ниже закономерности получены путем анализа резуль-
татов расчета ВКФ на ПЭВМ для многочисленных по-
следовательностей. Эти закономерности не являются 
строгими, а носят эмпирический характер. 

Перейдем к анализу ВКФ. Проанализируем сначала 

случай, когда длины сигнала и опоры одинаковы:
0,m N n  . Эти значения являются, при прочих рав-

ных условиях, наиболее целесообразными. Действи-
тельно, при N n  в главном лепестке не накапливает-
ся весь сигнал, и, следовательно, возникают потери. С 
другой стороны, увеличение длины опоры сверх длины 
сигнала приводит к ряду нежелательных последствий: 
возрастанию длины ВКФ, увеличению энергетических 
потерь, повышению вычислительной сложности алго-
ритма фильтрации и т. д. В этом разделе положим так-
же, что зона подавления расположена симметрично 
относительно главного лепестка ВКФ. 

Типичный вид ВКФ, получаемой при синтезе опорной 
последовательности по формуле (11), приведен на  
рис. 1. Величина главного лепестка на рисунке норми-
рована к единице (0 дБ). В качестве исходной последо-
вательности для этого и последующих рисунков исполь-
зована последовательность длины 211n  211n   с 
максимальным известным коэффициентом качества 
АКФ [7], имеющая в шестнадцатеричном представлении 
вид 
70FE7E3FDC794CA6E31035FA43BB47A835136E7CC1A4
8AB6A6AD2. 

 
Рис. 1. Типичный вид ВКФ с зоной подавления лепестков 

Модулирующая последовательность 0s  получается 
из представленной последовательности путем преобра-
зования ее в двоичный вид и замены нулей на -1. Ши-
рина z  зоны подавления на рис. 1 111z  , весовые ко-
эффициенты по принятому в данной работе соглаше-
нию в зоне подавления равны 1, вне зоны – v  10-10. 

Как видно из рисунка, опорная функция, синтезиро-
ванная по формуле (11), обеспечивает практически 
полное подавление лепестков в заданной зоне (уровень 
максимального бокового лепестка в зоне – 230 дБ, ко-
эффициент качества Q = 219 дБ). Чем меньше значение 
весовых коэффициентов вне зоны подавления, тем 
больше уровень подавления в зоне. С точки зрения ре-
шаемой задачи целесообразно выбирать как можно 
меньшее значение веса v  вне зоны подавления. Одна-
ко при слишком малом значении v  и конечной разряд-
ности вычислений матрица (6) может стать вырожден-
ной. Опыт расчетов показывает, чтодля исключения 
вырожденности матрицы при использовании 64-
разрядной арифметики с плавающей запятой значение 
весового коэффициента v  целесообразно выбирать не 

менее 1210 . 
Количество переменных в синтезируемом векторе x  

равно .N  Поэтому из общих соображений ясно, что 
значительно подавить боковые лепестки можно в зоне 
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шириной .z N  Расчеты подтверждают этот факт. На 
рис. 2 показана типичная зависимость коэффициента 
качества ВКФ (3) от ширины зоны подавления. На этом 
и последующих рисунках ширина зоны z  нормирована к 
длине N -опорной последовательности .x  В качестве 
исходной использована последовательность предыду-
щего примера. Зависимости рис. 2 приведены для трех 
значений весового коэффициента v  вне зоны подавле-

ния – 410 ,  710 ,  1010 . 

 
Рис. 2. Зависимость коэффициента качества  

от ширины зоны подавления 
Как и следовало ожидать, коэффициент качества 

весьма значителен, пока ширина зоны меньше длины 
сигнала: .z N  В этой области величина весового ко-
эффициента v  значительно влияет на коэффициент 
качества. При уменьшении v  на порядок, коэффициент 
качества растет примерно на 20 децибел. При даль-
нейшем расширении зоны подавления ( z N ) коэффи-
циент качества быстро стремится к значению, которое 
можно получить, не выделяя зоны [5]. Поэтому в даль-
нейшем рассматриваются характеристики только для 
зон шириной .z N  «Релейный» вид зависимостей, по-
добных приведенным на рис. 2, имеют графики для всех 
последовательностей как при 0,m   так и при 0.m   

На рис. 3 показана зависимость энергетических по-
терь от ширины зоны для того же примера при двух 
значениях весового коэффициента – 310  и 710 . Поте-
ри велики, если ширина зоны подавления близка к 
длине сигнала (величина | |z N  невелика). Для других 
z  потери существенно меньше. Подобное поведение 
функции энергетических потерь вызвано следующими 
причинами. Когда ширина зоны подавления больше 
числа переменных N  в синтезируемом векторе ,x  их 
количество недостаточно для минимизации уровня всех 
лепестков, стоящих в знаменателе коэффициента каче-
ства (3). Максимизация коэффициента качества проис-
ходит за счет увеличения числителя (3), т.е. фильтр 
приближается к согласованному, и потери невелики. 
При малой ширине зоны подавления количество пере-
менных достаточно как для уменьшения знаменателя 
(3), так и для максимизации числителя. При этом 
фильтр снова приближается к согласованному. При
z N  отличие от согласованности существенное, и 
потери могут быть значительны. Необходимо также от-
метить, что в этой области потери возрастают при 
уменьшении весового коэффициента v  вне зоны по-
давления. Для снижения потерь целесообразно выби-
рать максимальное значение этого коэффициента, ко-

торое еще обеспечивает необходимый уровень подав-
ления лепестков в зоне. 

В связи с важностью для радиолокационных приме-
нений параметра энергетических потерь рассмотрим их 
величину для следующих семейств исходных последо-
вательностей 0s : М-последовательности [8] длины 

2 1k   в диапазоне 6 10,k    последовательности Ле-
жандра [9] до длины 300 и последовательности с 
наилучшим известным коэффициентом качества АКФ, 
табулированные до длины 300 [7]. Первые два семей-
ства имеют асимптотический коэффициент качества 
АКФ (без зоны, т.е. 1w  ), соответственно, 3 и 6 в ли-
нейном масштабе, для последнего семейства средний 
коэффициент качества равен 7,6 [7, 9]. Краткое описа-
ние этих последовательностей может быть также 
найдено в [5]. 

 
Рис. 3. Зависимость потерь от ширины зоны подавления 

На рис. 4 приведены зависимости средних энергети-
ческих потерь от ширины z  зоны подавления для трех 
указанных семейств. Весовые коэффициенты вне зоны 
подавления приняты равными 1010v  . Зависимость 
для каждого семейства рассчитана как усредненное 
значение потерь по последовательностям данного се-
мейства. Дисперсия такой оценки, как показывают рас-
четы, невелика при 0,9z n . При увеличении ширины 
зоны потери растут. Среднее значение потерь не пре-
восходит 1 дБ при ширине зоны (0,7 0,9)z n   в зави-
симости от семейства. Для последовательностей Ле-
жандра и последовательностей с наилучшим коэффи-
циентом качества АКФ средние потери не превосходят 
0,5 дБ при 0,5z n . 

 
Рис. 4. Зависимость средних потерь  

от ширины зоны подавления 
При небольшом значении потерь их величина, как 

правило, тем меньше, чем более высокий коэффициент 
качества АКФ имеет исходная последовательность. Та-
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ким образом, для подавления боковых лепестков в зоне 
целесообразно в качестве исходных использовать по-
следовательности с максимально возможным коэффи-
циентом качества АКФ. Аналогичный вывод справедлив 
и для максимизации коэффициента качества без выде-
ления зоны [5]. 

Влияние других параметров на характеристики ВКФ 

В предыдущем пункте рассмотрены основные харак-
теристики ВКФ для случая .N n  Однако поведение 
рассмотренных функций не изменяется, если ,N n  

0.m   Поэтому на представленных выше графиках ис-
пользован параметр N  вместо n . 

В частности, при увеличении N  возрастает количе-
ство переменных, которые можно использовать для 
максимизации коэффициента качества, что приводит к 
возможности пропорционального расширения зоны по-
давления. Это положение иллюстрирует рис. 5, на кото-
ром для приведенной выше последовательность длины 

211n   показаны зависимости потерь от ширины зоны 
подавления при z N  для трех величин параметра m : 

0, , 2m n n . 

 
Рис. 5. Увеличение максимальной ширины зоны подавления 

при возрастании m 
Рисунок наглядно демонстрирует возможность рас-

ширения зоны при увеличении длины опорной последо-
вательности. Вместе с тем, с увеличением m  происхо-
дит также некоторое возрастание потерь. 

Приведенные выше результаты относятся к симмет-
ричному расположению зоны подавления боковых ле-
пестков относительно главного лепестка. Рассмотрим, 
как изменяются результаты при отказе от симметрии. На 
рис. 6 показана зависимость коэффициента качества Q  
от положения центра зоны подавления на временной оси 
для использованной в предыдущих примерах исходной 
последовательности. Длина опорной последовательнос-
ти для рис. 6а равна ,N n  для рис. 6б – 3 633N n   
( ).m n  Ширина зоны подавления в обоих случаях равна 

41,z   весовые коэффициенты вне зоны подавления 
1010 .v   По оси абсцисс отложена координата g  центра 

зоны подавления относительно середины ВКФ. 
Как следует из рис. 6, наилучшее подавление боко-

вых лепестков происходит при расположении центра 
зоны в районе середины ВКФ. При сдвигах зоны коэф-
фициент качества падает, при этом при больших значе-
ниях m  (рис. 6б) существенно меньше, чем при малых 
(рис. 6а). Близкий к линейному в логарифмическом 

масштабе спад характеристик имеет место на интерва-
лах длины n  у краев ВКФ. Тем не менее, коэффициент 
качества остается достаточно большим для практиче-
ских применений. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 6. Зависимость коэффициента качества  
от положения центра зоны подавления 

На рис.7 показаны зависимости энергетических по-
терь от сдвига зоны подавления для тех же двух случа-
ев. В случае 0m   (рис. 7а) потери возрастают в не-
сколько раз в диапазоне возможных сдвигов, оставаясь 
при этом приемлемыми. В случае m n  (рис. 7б) изме-
нение величины потерь составляет всего около 10 % во 
всем диапазоне сдвигов, хотя сама величина больше, 
чем для случая 0m   при центральном расположении 
зоны. Таким образом, при сдвиге зоны подавления от 
центра наблюдается небольшая деградация как коэф-
фициента качества, так и энергетических потерь, при-
чем при значительной величине параметра m  она су-
щественно меньше. 

Еще одно заслуживающее внимание свойство опти-
мальной ВКФ состоит в том, что подавление боковых 
лепестков в зоне не сильно сказывается на уровне ле-
пестков вне зоны, если ширина зоны подавления не 
слишком велика. Для иллюстрации этого свойства на 
рис. 8 сравниваются две оптимальные ВКФ для выше-
приведенной последовательности длины 211 при пара-
метре 0.m   Одна из них получена минимизацией инте-
грального уровня лепестков при 1kw   (кривая из то-
чек). Другая – с выделением зоны подавления шириной

100,z   расположенной симметрично относительно 
главного лепестка при весовых коэффициентах вне зо-
ны 1010v   (непрерывная кривая). Для второй функции 
уровень максимального лепестка для всей ВКФ больше 
всего на 1,5 дБ, а энергетические потери возросли на 
0,5 дБ. Иными словами, цена за создание зоны подав-
ления весьма невелика. 
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а) 

 
б) 

Рис. 7. Зависимость энергетических потерь  
от положения центра зоны подавления 

 
Рис. 8. Сравнение ВКФ с зоной  

и без зоны подавления давления 
Описанный эффект носит систематический харак-

тер. Например, для исходных последовательностей 
Лежандра создание зоны подавления шириной / 2z N  
ухудшает уровень максимального лепестка вне зоны 
подавления не более чем на 2 дБ. 

Заключение 
В работе предложен метод синтеза оптимальной 

опорной последовательности для несогласованной 
фильтрации фазокодоманипулированных сигналов, 
обеспечивающий минимизацию интегрального уровня 
боковых лепестков на заданном отрезке временной оси. 

Показано, что результирующая ВКФ обладает сле-
дующими свойствами: 

– в заданной зоне обеспечивается практически полное 
подавление боковых лепестков при ширине зоны z N ; 

– для опорной функции, имеющей длину сигнала, энер-
гетические потери лежат в диапазоне 0,5-1 дБ при ширине 
зоны (0,5 0,8)z n   и выборе исходной последователь-
ности с высоким коэффициентом качества АКФ; 

– за счет увеличения длины опорной последова-
тельности ширина зоны подавления может быть про-
порционально увеличена; 

– при несимметричном расположении зоны подавле-
ния относительно главного максимума ВКФ величина по-
давления несколько снижается, оставаясь, тем не менее, 
достаточно высокой для практических применений; 

– при небольшой ширине зоны подавления уровень 
боковых лепестков ВКФ вне зоны изменяется незначи-
тельно по сравнению с ВКФ, синтезированной без зоны 
подавления, так что «стоимость» введения зоны невелика. 

 
Рис. 9. Пример ВКФ сложной формы 

Отметим также, что рассмотренный метод синтеза 
опорной последовательности позволяет получать ВКФ 
произвольно заданной формы путем соответствующего 
изменения весовых коэффициентов при синтезе. В ка-
честве примера на рис. 9 приведена ВКФ с двумя зона-
ми подавления, в одной из которых веса выбраны не-
одинаковыми для получения треугольной характеристи-
ки в логарифмическом масштабе. 
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