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Исследованы методы и алгоритмы скользящих спектральных 
измерений на конечных интервалах. Рассмотрены теоретические 
основы измерения скользящих энергетических фурье-спектров 
дискретных сигналов в базисах дискретных экспоненциальных 
функций и параметрических дискретных экспоненциальных функ-
ций. Приведены теоретические и практические результаты оце-
нивания неинвариантности скользящих энергетических фурье-
спектров тональных компонент на конечных интервалах в базисе 
параметрических дискретных экспоненциальных функций. 
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Введение 

Во многих областях научных исследований, 
например, в таких, как радиолокация, вибро-
акустическая диагностика, распознавание и синтез речи, 
пассивная гидролокация, биомедицина, часто сталкива-
ются с необходимостью решения задачи выявления 
скрытых периодичностей [1-5] (задачи обнаружения и 
измерения параметров тональных компонент). Одним из 
методов эффективного выявления скрытых периодично-
стей в сигналах такого рода является измерение на ко-
нечных интервалах их скользящих фурье-спектров в 
базисе дискретных экспоненциальных функций (ДЭФ) 
или в базисе параметрических ДЭФ (ДЭФ-П), являющих-
ся обобщением ДЭФ [1, 4, 5]. Суть данного подхода за-
ключается в определении фурье-спектра сигнала во 
временном окне в N отсчетов, которое перед повторным 
спектральным измерением смещается на один отсчет [3, 
4]. При этом в работах по цифровому спектральному 
анализу полагается, по умолчанию, что скользящий 
энергетический фурье-спектр тонального сигнала в ба-
зисе ДЭФ инвариантен к временному сдвигу тонального 
сигнала. Например, алгоритм локализации спектральных 
пиков, описанный в [3], основывается на этом предполо-
жении априори. Экспериментальные исследования на 
модельных сигналах, проведенные автором настоящей 
работы, показали, что предположение об инвариантно-
сти скользящего энергетического фурье-спектра тональ-
ного сигнала к его временному сдвигу, как в базисе ДЭФ, 
так и в базисе ДЭФ-П, в общем случае несправедливо. 

Целью настоящей работы является исследование 
вопроса инвариантности скользящих энергетических 
фурье-спектров действительных тональных сигналов, 
заданных на конечных интервалах, в базисе параметри-
ческих дискретных экспоненциальных функций.  

Измерение энергетического фурье-спектра сигнала, 
заданного на конечном интервале, в базисе парамет-
рических дискретных экспоненциальных функций 

Пусть на конечном интервале в N отсчетов задан 
сигнал: 

( )x n ; 0, 1n N  . (1) 

Для разложения такого рода  сигналов в работах [6-9] 
введены и исследованы базисные системы ДЭФ-П: 

( ) 2( , , ) exp ( ) ,p l
p Ndef p l W j p l

N
         

  

0 1  ; , 0, 1p l N   .  (2) 

Заметим, что при каждом значении параметра   мы 
получаем свою, определяемую  , систему базисных 
функций, разложение по которой определено как пара-
метрическое дискретное преобразование Фурье (ДПФ-П) 
при значении параметра  . В частном случае, при 

0   мы получим базисную систему ДЭФ:  

2( , ) exp[ ],def k n j kn
N


   , 0, 1k n N  ,  (3) 

разложение по которой известно как дискретное преоб-
разование Фурье (ДПФ).  

Пара ДПФ-П в матричной форме задается следую-
щими соотношениями: 

, ,
1 ,N N NS F X
N   0 ≤ θ < 1, (4) 

*
, ,N N NX F S  , 0 ≤ θ < 1. (5) 

где  – знак комплексного сопряжения, [ (0),NX x  

(1),....., ( 1)]Tx x N   – представление дискретного сигнала 

( )x n , 0, 1,n N   в виде вектора N – мерного линейного 

пространства; Т – знак транспонирования; ,NS    

[ (0, ), (1, ),..., (( 1), )]Ts s s N     – вектор коэффициен-
тов разложения XN  по системе дискретных экспоненци-
альных функций (ДЭФ-П), задаваемой матрицей ,NF  : 
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где 
2exp ( )kn

NW j k n
N


     
 

 ( , , )pdef k n   

Пара преобразований ДПФ-П в обычной форме оп-
ределяется следующими соотношениями: 

1
( )

0

1( , ) ( ) ,
N

k n
N N

n
S k x n W

N







   0, 1k N  , 0 1  . (6) 

1
( )

0
( ) ( , ) ,

N
k n

N N
k

x n S k W 


 



 0, 1,n N   0 1  . (7) 

Матрица сдвигов исходного сигнала NX , в случае 
применения ДПФ-П, является параметрической цирку-
лянтной матрицей [6] и определяется следующим обра-
зом: 
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. (8) 

Как известно, теория спектрального анализа дис-
кретных сигналов на конечных интервалах в любом дис-
кретном полном базисе основывается на трех основных 
и взаимосвязанных положениях [6, 8]: 

– определение сигнала на конечном множестве N точек; 
– определение сдвига сигнала как некоторой пере-

становки его отсчетов; 
– определение полной (желательно ортогональной) 

системы дискретных базисных функций. 
В рамках ДПФ-П все вышеперечисленные основные 

положения теории спектрального анализа дискретных 
сигналов на конечных интервалах определены. Следует 
отметить, что для построения эффективной теории спек-
тральных измерений, основанной на той или иной ба-
зисной системе, крайне важно, чтобы выбранная дис-
кретная базисная система кроме полноты и ортогональ-
ности обладала и свойством мультипликативности [9]. 
Перечисленные свойства той или иной базисной систе-
мы позволяют строить основы спектральной теории, в 
рамках которой возможно создание «привычного» поня-
тийного и теоретического аппарата, в частности, разра-
ботка быстрых алгоритмов измерения спектра. 

Базисные системы ДЭФ-П ( )( , , ) p l
p Ndef p l W     

2exp ( ) ,j p l
N
      

0 1  ; , 0, 1p l N  , при 

0   кроме полноты и ортогональности обладают свой-
ством мультипликативности по одной из двух дискрет-

ных переменных ,p l  – по переменной l . Напомним, что 
при 0   базис ДЭФ-П переходит в базис ДЭФ, кото-
рый, как известно, является полным, ортогональным и 
мультипликативным по обеим дискретным переменным 
базисом. 

Используя метод собственных преобразований, мож-
но показать [6, 9], что ДПФ-П является собственным 
преобразованием параметрической циркулянтной мат-
рицы Cθ (8). Поэтому для ДПФ-П сигнала ( )x n , 

0, 1n N   можно ввести понятия параметрического 
энергетического фурье-спектра , ( )NG k  и параметриче-

ского фурье-спектра мощности , ( )NP k  [6]: 

2( )
( ) ( )N

N N
P k

G k N S k
f

 


, 2( ) ( )N NP k S k , 

1f
N

  . (9) 

Переход от нормированной f к «истинной» истf  

осуществляется согласно выражению, ист sf f F    , 
где sF  - частота дискретизации сигнала ( )x n . 

Остановимся кратко на вопросе взаимосвязи дис-
кретно-временного преобразования Фурье (ДВПФ) и 
ДПФ-П сигнала, заданного на конечном интервале, с 
ДПФ сигнала, заданного на конечном интервале и под-
вергнутого дополнению нулями. 
Взаимосвязь ДПФ-П и ДВПФ сигнала, заданного  
на конечном интервале, с ДПФ сигнала, 
подвергнутого операции дополнения нулями  

Известно, что ДВПФ [5] представляет собой z-пре-
образование сигнала ( )x n  (1), вычисленное на единич-
ной окружности: 

exp( 2 )
( ) ( )

z j f
S f S z

 
 

1

0

1 ( ) exp( 2 );
N

n
x n j f n

N






     

1 1
2 2

f   . (10) 

Коэффициенты ДПФ-П ( , )NS k   последовательности 

( ), 0, 1x n n N   по определению (4,6) равны значениям 

ее z-преобразования в точках  2 ( )k N  , 

0,( 1)k N  , 0 1  , равномерно расположенных на 
единичной окружности (рис. 1).  

С точки зрения приложений важно учитывать, что ме-
тод ДПФ наряду с достоинствами, имеет и ряд недостат-
ков, связанных с проявлением специфических эффек-
тов, сопровождающих его практическое применение. 
Здесь отметим два из них. 

– ДПФ не дает ответа на вопрос: каковы значения  
z-преобразования последовательности ( ), 0, 1x n n N   
(значения ДВПФ) между этими точками, порождая так 
называемый эффект частокола [4]. 

– Применению ДПФ сопутствует еще одно явление, 
называемое в отечественной научной литературе эф-
фектом паразитной модуляции спектра, а в зарубежной - 
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гребешковым эффектом. Появление данного эффекта 
связано с тем, что, так как амплитудно-частотная харак-
теристика (АЧХ) каждого бина [3] ДПФ имеет вид 

sin
sin( / )

x
N x N

, то в общей АЧХ ДПФ появляются провалы, 

достигающие почти 4дБ при измерении энергетического 
фурье-спектра. 

 

Рис. 1. Сигнал 
2( ) exp( ( ) )x n j k n
N
      , 

0, 1n N  , 16, 0, 1 / 2N k    .  
ДВПФ сигнала (пунктирная линия), ДПФ-П сигнала  

(вертикальные линии) 

Для борьбы с указанными нежелательными эффек-
тами в цифровом спектральном анализе (как одномер-
ных так и многомерных последовательностей), широкое 
применение получила, так называемая, операция до-
полнения нулями (ОДН) [5]. Отметим, что очень часто 
(например [2, 4]), данной операции ошибочно приписы-
вается свойство, которым она не обладает – улучшение 
разрешающей способности по частоте. На самом деле, 
данная операция позволяет за счет уменьшения интер-
вала дискретизации по частоте только более детально 
находить ДВПФ сигнала, улучшая, таким образом, раз-
личение тональных компонент в частотной области. Од-
нако, необходимо отметить, что при несомненных досто-
инствах данной операции, благодаря которым она и по-
лучила столь широкое применение в ЦОС, ей присущи 
два существенных недостатка. Практическое примене-
ние операции дополнения нулями требует значительно-
го дополнительного объема памяти и значительных не-
производительных вычислительных затрат, из-за необ-
ходимости проведения большого числа операций с ну-
левыми отсчетами [6].  

Предложенное в работах автора ДПФ-П [6-9, 11-13], 
позволяет при вычислении фурье-спектров, подвергну-
тых ОДН, не только не увеличивать требуемый объем 
памяти, сократить непроизводительные вычислительные 
затраты, свести влияние эффектов частокола и паразит-
ной модуляции фурье-спектра к минимуму, но и нахо-
дить ДВПФ сигнала на любых частотах, варьируя пара-
метром  . При этом появляется возможность сущест-
венно повысить (по сравнению с операцией дополнения 
нулями) различение гармоник в частотной области. 
Кратко поясним сказанное. Дело в том, что использова- 

ние алгоритмов быстрого вычисления ДПФ (алгоритмов 
БПФ) накладывает жесткие требования к длительности 
сигнала. Например, для алгоритмов БПФ с основанием 2 
длительность сигнала должна быть степенью 2. Так как 
это же требование распространяется и на длительность 
сигнала, дополненного нулями, то набор частот допол-
нительных фильтров оказывается фиксированным. В 
случае применения для анализа сигнала на конечном 
интервале ДПФ-П частоты бинов (фильтров) варьируют-
ся параметром   и могут быть в принципе любыми. Что 
же касается сокращения  непроизводительных вычисли-
тельных затрат в случае применения ДПФ-П, то эффект 
достигается за счет исключения операций с нулевыми 
значениями сигнала, путем вычисления не ДПФ сигнала, 
подвергнутого ОДН, а вычисления ДПФ-П исходного сиг-
нала. Более подробно эффективность ДПФ-П при реше-
нии и иного круга задач рассмотрена в работах [10-22]. 

В силу того, что теория спектрального анализа дис-
кретных сигналов на конечных интервалах в любом дис-
кретном, полном и ортогональном базисе определяет 
сдвиг сигнала как некоторую операцию перестановки его 
отсчетов, то этот сдвиг, в свою очередь, определяет и 
некоторую операцию периодического продолжения ис-
ходного сигнала. Другими словами любая базисная сис-
тема ДЭФ-П при определенном   задает продолжение 
исходного сигнала в виде параметрической N – периоди-
ческой последовательности: 

 ( ) ( mod ) N ent n N
Nx n x n N W 

   (11) 

где ent [.] – символ взятия целой части.  
В частном случае при 1 2   мы приходим к поня-

тию N – антипериодической решетчатой функции:  

1 1
2 2
( ) ( ).x n N x n    
Отметим, что продолжение действительного сигнала 

( )x n , 0, 1,n N   «навязываемое» сигналу ДПФ-П (про-

должение задается матрицей C ), при значении пара-

метра 0,1/ 2   является комплекснозначной функцией 
(рис. 2, 3). 

 
Рис. 2. Параметрическая N -периодическая  

последовательность  ( ) ( mod ) N ent n N
Nx n x n N W 

  , 16N  ,  

а – 0;   б – 1/ 4   
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Рис. 3. Параметрическая N -периодическая  

последовательность  ( ) ( mod ) N ent n N
Nx n x n N W 

  , 16N  ,  

а – 1 / 2;   б – 3 / 4   

Рис. 2 и 3 позволяют проиллюстрировать еще один 
аспект взаимосвязи ДПФ-П сигнала, заданного на конеч-
ном интервале, с ДПФ сигнала, подвергнутого ОДН. Сиг-
нал ( )x n , заданный на конечном интервале 0, 1N  , и 

сигнал ( )Дополx n , дополненный нулевыми отсчетами, 

число которых равно ( 1)N r  , может быть на интерва-

ле 0, ( 1)N r   представлен в виде суммы: 

1 1

1
0 0

1 1( ) ( ) ( )
r r

Допол i i
ri i

x n x n x n
r r  

 

 
 

   , 

где ( )x n  – задается формулой (11), 0, ( 1)n N r   . 

Измерение скользящего фурье-спектра  
сигнала, заданного на конечном интервале,  
в базисе параметрических дискретных 
экспоненциальных функций 

Одним из методов осуществления скользящих изме-
рений энергетического параметрического фурье-спектра 
на ( )k   частоте является предварительное вычисле-
ние k-го бина ДПФ-П (6) при значении параметра равным 
  в окне длительностью в N отсчетов при сдвиге окна 
на r отсчетов вправо по исходному сигналу x(m): 

1
( ) ( )

0

1( , ) ( )
N

r k n
N N

n
S k x n r W

N







  ;  

где 0, 1k N  , r =0,1,2,… (12) 
Из выражения (12) непосредственно следует, что 

проведение скользящего измерения методом ДПФ-П в 
реальном времени требует проведения N  комплексных 
умножений и сложений за время одного такта дискрети-
зации. Очевидно, что при высоких частотах дискретиза-
ции это сложно осуществить на практике.  

В работе [10] для борьбы с указанным недостатком 
предложен алгоритм скользящего однобинового пара-
метрического ДПФ (СДПФ-П). Там же показано, что раз-
ностное уравнение, описывающее СДПФ-П: 

( )

( ) ( 1)

( , )

( , ) ( ) ( )exp( 2 )

p
N

k p
N N

S k

W S k x p x p N j



   



      
, (13) 

где , 1, 2,...p N N N   может быть реализовано в 
виде обобщенного КИХ-фильтра, структура которого 
приведена на рис. 4: 

 
Рис. 4. Структура фильтра  

однобинового скользящего СДПФ-П  

Алгоритм СДПФ-П, позволяет, во-первых, рекуррент-
но вычислять значение k-го бина N-точечного ДПФ-П из 
скользящего окна в N отсчетов; во-вторых, в отличие от 
стандартного ДПФ (когда значение параметра 0  ), 
дает возможность проводить оценку текущего спектра в 
окне в N отсчетов не на фиксированных частотах, а из 
набора частот, значения которых варьируются парамет-
ром θ: 

 2 ( )k N  ,  

где 0, 1k N   , 0 1  . (14) 

Рассмотрим вопрос инвариантности скользящего 
энергетического фурье-спектра сигнала для двух видов 
продолжения входного дискретного сигнала: естествен-
ного («реального») продолжения сигнала и «искусствен-
ного» продолжения сигнала, «навязанного» параметри-
ческим дискретным преобразованием Фурье.  
Инвариантность скользящего параметрического 
энергетического фурье-спектра дискретного 
сигнала, заданного на конечном интервале 

Введем символическое обозначение для ДПФ-П и 
ОДПФ-П параметрической N -периодической последо-

вательности ( ), 0, 1x n n N   : 

( ) F Px n
 ( , )NS k  . (15) 

Тогда теорему сдвига для ДПФ-П можно записать в 
следующем виде [6, 8, 11]: 
если ( ) F Px n

 ( , )NS k  , то 

( ) F Px n m
  ( )k m

NW   ( , )NS k  . (16) 
Из данной теоремы непосредственно следует инвари-
антность параметрического энергетического фурье-
спектра (9) параметрической N -периодической после-
довательности ( )x n  (11). Полученный результат не яв-
ляется неожиданным, так как «искусственное» продол-
жение сигнала согласовано с используемым преобразо-
ванием. 

Рассмотрим скользящее измерение на ( )k  -й час-
тоте параметрического фурье-спектра дискретного дей-
ствительного сигнала 0, 1n Nr   при естественном его 
продолжении.  
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В этом случае разностное уравнение (13) скользяще-
го измерения на ( )k  -й частоте параметрического 

фурье-спектра дискретного сигнала ( )x n  при сдвиге на 
m  отсчетов временного окна длительностью N  отсче-
тов, можно представить в следующем виде: 

( ) *
( 1)( , ) ( , )k

m N mS k W S k  
 , (17) 

где ( ) 2exp[ ( )]; 1, 2,3,...k
NW k m

N
 

      – сдвиг вре-

менного окна; 
*
( 1) ( 1)( , ) [ ( , )

exp( 2 ) ( 1) ( 1 )]
m mS k S k

j x m x m N
 


  

     
  

где N  – число отсчетов во временном окне (длитель-
ность окна). 

Положим, что итерационный процесс выхода алго-
ритма СДПФ-П на режим скользящего измерения проис-
ходит на нулевом шаге, т.е. тогда, когда выходное зна-
чение СДПФ-П равно значению коэффициента ДПФ-П: 

0 ( , )S k  = ( 1) ( 1) 0
( , )m m

S k   
.  (18) 

Используя тригонометрическую форму записи ком-
плексного числа, запишем ( 1) ( , )mS k   и *

( 1) ( , )mS k   в 
следующем виде: 

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( , ) ( , ) [cos( ) sin( )]m m m mS k S k j         ;(19) 

* * * *
( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( , ) ( , ) [cos( ) sin( )]m m m mS k S k j         ; 

где ( 1)
( 1)

( 1)

Re[ ( , )]
cos( )

( , )
m

m
m

S k

S k











 ;  

( 1)
( 1)

( 1)

Im[ ( , )]
sin( )

( , )
m

m
m

S k

S k











 ; 

( 1)

( 1)
*
( 1)

cos( )

Re[{ ( ) exp( 2 ) ( 1) ( 1 )]
( , )

m

m

m

S k j x m x m N
S k
















     


= 

( 1)
*
( 1)

{Re[ ( )] Re[exp( 2 ) ( 1)] ( 1 )}
( , )

m

m

S k j x m x m N
S k








     
 ; 

( 1)

( 1)
*
( 1)

sin( )

Im[{ ( ) exp( 2 ) ( 1) ( 1 )]
( , )

m

m

m

S k j x m x m N
S k
















      = 

( 1)
*
( 1)

{Im[ ( , )] Im[exp(2 ) ( 1)}
( )

m

m

S k x m
S k

 



 
 ; 

*
( 1) ( , )mS k    

( 1)

2
( 1)

2

{Re[ ( , )] Re[exp( 2 ) ( 1)]

( 1 )} {Im[ ( , )]

Im[exp( 2 ) ( 1)]}

m

m

S k j x m

x m N S k

j x m

 









   

    

   

 

Учитывая, что: 

( ) 2 22 2cos [ ( )] sin [ ( )] 1k
NW k k

N N
  

        ;  

1 [cos( ) sin( )]k
N k kW j     ; (20) 

2 ( )k k
N


   ; ( ) ( )a jb c jd   

( ) ( )a jb c jd    ; 

* *
( 1) ( 1)( , ) ( , ) [cos( ) sin( )]m m m k m kS k S k j           ; 

*
( 1) ( , ) ( , )m mS k S k   , 

представим разностное уравнение (17) в следующей 
форме: 

( ) *
( 1)( , ) ( , )k

m N mS k W S k  
 

* * *
( 1) ( 1) ( 1)( , ) [cos( ) sin( )]m m k m kS k j            = 

= * *
( 1) ( 1)( , ) [cos( ) sin( )]m m k m kS k j         ;  (21) 

Из соотношения (21) непосредственно следует, что 
значение скользящего параметрического энергетическо-
го фурье-спектра на ( )k  -й частоте на m  шаге равно: 

( , )mG k   2*
( 1) ( , )mN S k  = 2( , )mN S k   (22) 

Как следует из понятия инвариантности, скользящий 
параметрический энергетический фурье-спектр сигнала 

( )x n на ( )k  -й частоте будет инвариантен к времен-
ному сдвигу сигнала тогда, когда при любом целом 

1m  : 

( , )mG k   2
0 0( , ) ( , )G k N S k   . (23) 

Учитывая соотношение (17), представим выражение 
(22) в следующем эквивалентном виде: 

( , )mG k   2
( 1)( , ) [ ( , )m mN S k N S k    

2exp( 2 ) ( 1) ( 1 )]j x m x m N      , (25) 

и введем переменную: 

( ) [ exp( 2 ) ( 1) ( 1 )]c m j x m x m N        , 

1,2,3...m   (26) 

Представляется очевидным, что инвариантность те-
кущего энергетического параметрического фурье-спект-
ра сигнала ( )x n  на ( )k  -й частоте будет иметь место 
при выполнение равенства: 

( , )mS k  

( 1)[ ( , ) exp( 2 ) ( 1) ( 1 )]mS k j x m x m N         

Несложно установить, что это возможно в двух част-
ных случаях: 

1. Для периодической входной последовательности 

( )x n  при 0  : ( ) ( ); 0, 1x n N x n n N    . 
2. Для параметрической N -периодической последо-

вательности ( )x n  при 0 1  : 

 ( ) ( mod ) N ent n N
Nx n x n N W 

  .  

В общем же случае скользящий параметрический 
энергетический фурье-спектр сигнала ( )x n  не инвари-
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антен к временному сдвигу сигнала. Данный эффект 
цифровой спектральной обработки автор назвал «эф-
фектом неинвариантности». 

На рис. 5 приведена графическая интерпретация по-
лученных результатов. 

 
Рис. 5. Рекуррентное измерение m -го значения текущего 

энергетического параметрического фурье-спектра  
действительного сигнала на ( )k  -й частоте 

Оценим количественные показатели, характеризую-
щие неинвариантность скользящего параметрического 
энергетического фурье-спектра к сдвигу действительно-
го дискретного тонального сигнала. 
Инвариантность скользящего  
параметрического энергетического фурье-спектра 
дискретного тонального сигнала 

Рассмотрим измерение скользящего параметриче-
ского энергетического фурье-спектра во временном окне 
в N  отсчетов для действительнозначной тональной 
компоненты вида: 

2( ) cos [ ( ) ]x n k n
N


  ,   

где 0 1  . (27) 
Функция ( )c m  (26) в этом случае описывается сле-

дующим соотношением: 

( ) [ exp( 2 ) ( 1) ( 1 )]c m j x m x m N        
2cos(2 ) {cos [ ( )( 1)]}

2sin(2 ) {cos [ ( )( 1)]}

k m
N

j k m
N


 

 

     

   
 

2cos [ ( )( 1 )]k m N
N


    . (29) 

В силу периодичности функции cos  третий член 
суммы (29) можно преобразовать к виду: 

2cos [ ( )( 1 )]k m N
N


   

2cos [ ( )( 1) 2 ]k m
N


      

=
2cos [ ( )( 1)]cos(2 )k m
N


   

2sin [ ( )( 1)]sin(2 )k m
N


   . (30) 

Подставив (30) в (29) окончательно получим: 

2( ) cos [ ( )( 1)] [ cos(2 ) cos 2 ]c m k m
N


          

2sin [ ( )( 1)]sin(2 )k m
N


   

2sin(2 ) {cos [ ( )( 1)]}j k m
N


      

Если параметр   ДПФ-П равен параметру   сигна-
ла (27), то получим : 

( )c m 
2{sin [ ( )( 1)]k m
N


  

2cos [ ( )( 1)]} sin(2 )j k m
N


     (31) 

На рис.6 а, б показано изменение реальной и мнимой 
частей функции ( )c m  в координатах сдвиг m  и пара-
метр   (на рис.6 параметр   обозначен через q) при 
определенных значениях частоты k  и длительности 
сигнала N . 

 
Рис. 6. Изменение реальной : (а) и мнимой: (б) частей функции 

( )c m  в координатах сдвиг m  и параметр   при значении 

частоты k =3 и длительности сигнала N =16. 

Как мы видим, максимумы амплитуд функций 
Re[ ( )]c m  и Im[ ( )]c m равны единице и соответствуют 

значениям 1/ 4   и 3 / 4  . Можно показать, что они 
(максимумы) не зависят от N  и k , а средние  значения 

функций Re[ ( )]qc m  и Im[ ( )]qc m при фиксированном 

  равны нулю.  
На рис. 7 приведено изменение дисперсий функций 

Re[ ( )]c m : а) и Im[ ( )]c m : б) в зависимости от  . 
Измерения текущего энергетического фурье-спектра 

проведем для модельных действительнозначных ( )iy n  
сигналов вида: 

2( ) cos [ ( ) ]y n k n
N


  ; 1 1 1
2( ) cos [ ( ) ]y n k n
N


  ; 

2 2 2
2( ) cos [ ( ) ].y n k n
N


   
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где 4,k   1 7;k   2 13;k   0,    1 1 1 / 2,    

2 2 3 / 4   . 

 
Рис. 7. Изменение дисперсий функций Re[ ( )]c m   

и Im[ ( )]c m  в зависимости от параметра   

На рис. 8 приведены результаты измерения текущих 
энергетических фурье-спектров действительнозначных 
сигналов ( )y n a ; 1( )y n б ; 2 ( )y n в . 

 
Рис. 8. Модули спектров гармонических  

компонент
2( ) cos [ ( ) ]x n k n
N
   ; 

а  4, 0k     ; б 7; 1 / 2k     ; 

в 13; 3 / 4k      

Как известно, стандартный текущий энергетический 
фурье-спектр сигнала (27) при 0   инвариантен к его 
временному сдвигу, что и иллюстрирует рис. 8 а. При 
этом так называемый «эффект размывания спектраль-
ных составляющих» (часто называемый «эффектом 
утечки») в этом случае не проявляется. Напомним при-
чину появления данного эффекта. При выполнении 
спектрального анализа исследуемой функции мы изме-
ряем циклическую свертку спектра исследуемой функ-

ции с функцией вида 
sin

sin( / )
x

N x N
, которая не локализо-

вана, а размыта по частоте (отсюда и название эффек-

та). Отсутствие проявления «эффекта утечки» объясня-
ется тем, что коэффициенты ДПФ «попадают» в нули 

функции 
sin

sin( / )
x

N x N
.  

Рис. 8 б иллюстрирует появление при 1/ 2    
нового явления, которое не наблюдается в системе 
ДЭФ, а именно, проявление эффекта инвариантности 
параметрического текущего энергетического фурье-
спектра сигнала. При этом, если 0 ( ) 1,     то «эф-
фект размывания спектральных составляющих» не на-
блюдается. Отсутствие проявления данного эффекта 
объясняется тем, что коэффициенты ДПФ-П «попадают» 
в нули z-преобразования гармонической компоненты 
(27). «Эффект неинвариантности» (предлагаемый анг-
лийский термин «non-invariance»), напротив, проявляет-
ся тогда, когда ( ) 0,1/ 2   . 

Заключение 

В настоящее время, благодаря целому ряду преиму-
ществ ЦОС (гарантированная точность, идеальная вос-
производимость результатов, высокая производитель-
ность и экономичность), цифровой спектральный фурье- 
анализ получил самое широкое распространение в раз-
личных областях науки и техники. Исходя из приложений 
спектрального фурье- анализа, проводятся интенсивные 
научные исследования по поиску и применению новых 
базисных систем, обеспечивающих наиболее эффектив-
ное решение конкретного круга практических задач. Так 
в работах [6-25] на основе обобщения базисной системе 
ДЭФ введено и исследовано ДПФ-П, которое наиболее 
адекватно спектральному представлению сигналов со 
скрытыми периодичностями. 

Результаты проведенных в данной работе исследо-
ваний взаимосвязи ДПФ-П и ДВПФ сигнала, заданного 
на конечном интервале с ДПФ сигнала, подвергнутого 
операции дополнения нулями, эффекта неинвариантно-
сти скользящего параметрического энергетического фу-
рье-спектра действительного сигнала, выявленного ав-
тором работы, позволяют: 

– повысить эффективность применения  цифрового 
спектрального анализа при решении задач по обнаруже-
нию и выявлению скрытых периодичностей (тональных 
компонент) в таких предметных областях как радиолока-
ция, виброакустическая диагностика, пассивная гидро-
локация, биомедицина и т.д. 

– разработать в дальнейшем методологию опреде-
ления погрешностей спектральных измерений тональ-
ных сигналов на конечных интервалах, учитывающую 
данный эффект. 
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THE INVARIANCE OF CURRENT 
PARAMETRIC ENERGY FOURIER 
SPECTRUMS OF DISCRETE REAL 
SIGNALS ON FINITE INTERVALS 

Ponomareva O.V. 
Methods and algorithms of sliding  spectral measure-

ments on finite intervals were investigated. The theoretical 
principles of measurement of sliding energy Fourier spectra 
of discrete signals in the bases of discrete exponential func-
tions and parametric discrete exponential functions were 
suggested. The theoretical and practical results of the 
evaluation of non-invariance of sliding energy Fourier spec-
tra of tonal components on finite intervals in the basis of 
parametric discrete exponential functions were shown. 
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