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ЗАО «ИНСИС»-25 ЛЕТ ЛИДЕРСТВА И ИННОВАЦИЙ 

1 марта 1989 года в СССР был зарегистрирован научно-
технический кооператив «Инструментальные Системы», 
учредители которого – группа молодых инженеров – поста-
вили перед собой амбициозную задачу: обеспечить отечест-
венные НИИ и КБ эффективными инструментами разработки 
аппаратных и программных комплексов на базе микропро-
цессоров и микроконтроллеров. Одним из направлений этой 
деятельности, в дальнейшем ставшей основной, стала разра-
ботка и производство модулей цифровой обработки сигналов 
на основе новейших DSP процессоров. Несмотря на то, что 
DSP-процессоры были практически неизвестны в СССР и, 
более того, недоступны, для инженеров НТК «ИнСис» было 
очевидно, что в ближайшие годы произойдет «DSP-револю-
ция». Через девять месяцев со дня основания НТК «ИнСис» 
родился первый отечественный модуль ЦОС на базе процес-
сора TMS32010, который был использован НПО «Уникаль-
ного приборостроения» РАН в приемной аппаратуре круп-
нейшего в мире радиотелескопа РАТАН-600, предназначав-
шегося для поиска внеземных цивилизаций. С первых дней 
своей деятельности специалисты НТК «ИнСис», преобразо-
ванного в 1994 году в закрытое акционерное общество, по-
ставили перед собой высокую планку – разрабатывать изде-
лия, не уступающие лучшим мировым образцам. И в 1994 го-
ду такая задача в основном была решена: по техническим 
их с начавшего формироваться российского рынка DSP-
продукции.  

Дальнейшее развитие компании – это движение по вос-
ходящей от относительно простых изделий к сложным сис-
темам. Сегодня на рынок поставляется самый широкий в 
отрасли спектр унифицированных электронных модулей с 
процессорами ЦОС и ПЛИС последнего поколения, мезо-
нинные модули АЦП, ЦАП, цифровые RF-приемники. Были 
освоены высокоскоростные интерфейсы PCIe, SRIO, 1G 
Ethernet, USB 3.0 и другие. Не остались в стороне промыш-
ленные стандарты CompactPCI, VME, VPX. Ведется иннова-
ционная деятельность – предложены собственные протоколы 
и рекомендации. Этим компания «ИнСис» создает новые 
возможности и конкурентные преимущества для потребите-
лей своей продукции. Сегодня основные усилия специали-
стов «ИнСис» сосредоточены на выполнении заказных 
НИОКР и последующем мелкосерийном производстве разра-
ботанных образцов. ЗАО «ИнСис» сотрудничает с рядом 
российских компаний, участвующих в реализации Федераль-
ных программ: «Модернизация ЕС ОВД РФ»; «Создание и 
развитие системы мониторинга геофизической обстановки на 
территории РФ». В рамках этого сотрудничества «ИнСис» 
разрабатывает и поставляет модули ЦОС производителям 
РЭА для аэродромных и трассовых радиолокационных ком-
плексов управления воздушным движением самолетов на 
трассах гражданской авиации, для метеорологических ра-
диолокаторов по заказу Росгидромета, для бортовых радио-
локационных комплексов авиационного и космического ба 
зирования типа «Северянин-М», обеспечивающих дистанци-
онное зондирование земной поверхности. 

Несмотря на замед-
ление темпа роста 
российской экономи-
ки ЗАО «ИнСис» 
завершило 2013 год 
увеличением объема 
реализованной про-
дукции более чем на 
30%. Согласно дан-
ным Национального 
Бизнес Рейтинга «Ли-
дер России 2013» с 
основным видом дея-
тельности ОКВЭД 
30.02 «Производство 
ЭВМ и прочего оборудования для обработки информации» 
ЗАО «ИнСис» заняло 1 место среди малых предприятий Рос-
сийской Федерации по совокупности показателей финансо-
во-хозяйственной деятельности на 30 сентября 2013 года. 
Такая динамика развития компании обусловлена сущест-
вующим на рынке спросом на высокотехнологичные, качест-
венные и надежные изделия. Высокий уровень и качество 
выпускаемой продукции ЗАО «ИнСис» опираются на совре-
менные средства проектирования, развитую технологиче-
скую базу производства в сочетании с проведением тщатель-
ных испытаний изделий. На предприятии действует система 
менеджмента качества в соответствии с требованиями ГОСТ 
ISO 9001-2011.  

Настоящее и будущее ЗАО «ИнСис» – его кадры. Успех 
компании и ее лидирующее положение достигнуты благода-
ря уникальному коллективу сотрудников, прошедших школу 
советских оборонных НИИ, и талантливой молодежи, посто-
янно пополняющей ряды ЗАО «ИнСис». В компании рабо-
тают выпускники МФТИ, МИФИ, МЭИ. Для обеспечения 
притока молодых специалистов «ИнСис» сотрудничает с 
профильными факультетами Института радиоэлектроники 
НИУ МЭИ и МТУСИ, участвуя в оснащении учебных лабо-
раторий современными аппаратными и программными сред-
ствами ЦОС, приглашая студентов старших курсов для про-
хождения производственной практики и написания диплом-
ных работ. Но главное богатство ЗАО «ИнСис» – его Заказ-
чики, плодотворное сотрудничество с которыми не прекра-
щается на протяжении многих лет. Мы гордимся своей со-
причастностью к их успехам. Накопленный за прошедшие 
годы кадровый, научно-технический, производственный 
потенциал и опыт разработки нескольких сотен типов изде-
лий убедительно демонстрирует, что ЗАО «ИнСис» и в даль-
нейшем будет занимать ведущее положение на рынке уст-
ройств ЦОС. 

 
 
 
 

Директор ЗАО «ИнСис»  Р.В. Зубарев 
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Рассмотрены основные методы обнаружения отдельных то-
нальных компонент и алгоритмы их реализации. Введено понятие 
цифровой блочной обработки с накоплением (ЦБОН), которая 
позволяет реализовать ДПФ и ДПФ-П с нарастающей памятью 
(от блока к блоку). Предложено обобщение алгоритма однобино-
вого скользящего параметрического дискретного преобразования 
Фурье (СДПФ-П). Обобщенный алгоритм ОСДПФ-П, в отличие от 
алгоритма СДПФ-П, позволяет существенно сократить число 
операций, необходимых для выхода алгоритма на режим скользя-
щего измерения. Предложено обобщение алгоритма Герцеля. 
В отличие от стандартного алгоритма Герцеля, обобщенный 
алгоритм позволяет путем ЦБОН повысить разрешающую 
способность спектрального анализа, сохраняя устойчивость 
фильтра и полный контроль над его резонансной частотой. 

УДК 621.391 

ОБОБЩЕНИЕ АЛГОРИТМОВ ГЕРЦЕЛЯ  
И СКОЛЬЗЯЩЕГО ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО ДИСКРЕТНОГО  
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ 

Пономарев В.А., д.т.н., профессор Ижевского государственного технического университета  
имени М.Т. Калашникова, e-mail:ponva@mail.ru; 
Пономарева О.В., к.т.н., доцент Ижевского государственного технического университета  
имени М.Т. Калашникова; 
Пономарев А.В., к.э.н., руководитель аппарата Центральной избирательной комиссии  
Удмуртской Республики; 
Пономарева Н.В., руководитель отдела тестирования ПО НПО «Компьютер» 

 
Ключевые слова: параметрическое диск-

ретное преобразование Фурье, скользящее па-
раметрическое дискретное преобразование Фу-
рье, обнаружение, гармоническая компонента, 
алгоритм Герцеля, гребенчатый фильтр. 
Введение 

При решении задач диагностирования 
объектов в различных предметных областях 
научных исследований приходится сталкивать-
ся с цифровой обработкой случайных сигналов, 
содержащих «скрытые» гармонические (тональ-
ные) компоненты (решение так называемой за-
дачи выявления скрытых периодичностей [1-18]). 
Например, в пассивной гидролокации анализ 
таких сигналов осуществляется при решении задачи 
обнаружения и классификации как надводных, так и 
подводных судов [2]. В машиностроении при виброаку-
стическом функциональном диагностировании объектов 
широкое распространение получил анализ виброакусти-
ческих сигналов, структура которых характеризуется на-
личием гармонических рядов, порождаемых теми или 
иными дефектами, при функционировании различных 
узлов и механизмов [3]. В некоторых приложениях сиг-
налы со скрытыми периодичностями создаются искусст-
венно, например, в телефонии при реализации тональ-
ного набора  

Отметим, что методы выявления скрытых периодич-
ностей основаны, как правило, на цифровой фильтрации 
или спектральном анализе - двух направлениях разви-
тия цифровой обработки сигналов[3].  

Для эффективного решения задачи выявления 
скрытых периодичностей, как методами цифровой 
фильтрации (обработка реализуется КИХ-фильтрами 
или БИХ- фильтрами), так и методами спектрального 
анализа (анализ осуществляется с применением дис-
кретного преобразования Фурье (ДПФ) или параметри-
ческого дискретного преобразования Фурье (ДПФ-П)) 
важно обеспечить: 

– высокую разрешающую способность цифровой об-
работки; 

– устойчивость выбранной дискретной системы фильт-
рации; 

– полный контроль над резонансной частотой вы-

бранной дискретной системы фильтрации; 
– минимум времени цифровой обработки и объема 

необходимой памяти для ее осуществления. 
Отметим, что решение задачи выявления скрытых пе-

риодичностей часто осложняется тем, что исследуемые 
сигналы имеют спектр Фурье, изменяющийся во времени. 
Одним из методов эффективного выявления скрытых 
периодичностей в такого рода сигналах является измере-
ние текущего скользящего фурье-спектра (иногда назы-
ваемого текущим спектром) [1, 4, 5]. Суть подхода заклю-
чается в определении фурье-спектра сигнала во времен-
ном окне в N отсчетов. При этом перед повторным спек-
тральным измерением окно смещается на один отсчет.  

Общим недостатком существующих методов измере-
ния скользящих спектров Фурье [4, 9] является необхо-
димость выполнения большого числа операций при вы-
ходе на режим скользящего измерения. Сокращение 
числа этих операций при одновременном обеспечении 
высокой разрешающей способности спектрального ана-
лиза является важной практической задачей. 

Целью настоящей работы является разработка ме-
тодов и алгоритмов, обеспечивающих решение постав-
ленных задач. 

Методы и алгоритмы обнаружения  
отдельных гармонических компонент  

Алгоритм Герцеля является эффективным методом 
вычисления однобинового дискретного преобразования 
Фурье (ДПФ). Стандартная структура фильтра Герцеля 



 

 
 
4 

приведена на рис.1а. Алгоритм Герцеля широко приме-
няется при декодировании DTMF сигналов (DTMF – Dual 
Tone Multi Frequency) – двухтональных многочастотных 
сигналов, используемых при тональном наборе теле-
фонного номера. 

Алгоритм Герцеля позволяет вычислить значение  
k-го бина N-точечного ДПФ [2,4]: 

( 1)

0
( ) ( )

N
kn

N N
n

S k x n W



  , 2exp( )k n

NW j kn
N


  ,  (1) 

и является БИХ-фильтром второго порядка с двумя дей-
ствительными коэффициентами в обратной цепи (слева 
от пунктирной линии) и одним комплексным коэффици-
ентом в прямой цепи фильтра (справа от пунктирной 
линии) (рис.1 б). Отметим, что возможен вариант алго-
ритма Герцеля в виде БИХ-фильтра, структура которого 
приведена на рис.1 а. Варианты отличаются друг от дру-
га реализацией прямой цепи фильтра.  

Фильтр Герцеля, как справедливо отмечено в [4], ис-
пользуется нестандартно: не как обычный фильтр, в ко-
тором запоминаются все выходные отсчеты. В алгорит-
ме Герцеля обработка проводится блоками в N  отсче-
тов, при этом вычисляется и запоминается только каж-
дое N  значение выходного отсчета (причина обработки 
блоками будет пояснена ниже). Отметим, что эти выход-
ные отсчеты совпадают с соответствующими коэффици-
ентами ДПФ. Для получения указанных значений k -го 
коэффициента ДПФ в алгоритме Герцеля (рис.1 а, б.), на 
каждые N  входных отсчетов алгоритма проводится од-
на операция комплексного умножения в прямой цепи 
фильтра (операция отвечает за реализацию нуля 
фильтра) и N  умножений действительных коэффициен-
тов на входные отсчеты алгоритма при вычислении про-
межуточных результатов в обратной цепи фильтра (опе-
рации, отвечают за реализацию полюса фильтра).  

Заметим, что именно отказ от получения всех про-
межуточных выходных отсчетов, а следовательно и от-
счетов на входе прямой цепи фильтра, обеспечивает 
алгоритму Герцеля возможность экономии в числе вы-
числений по сравнению с определением k -го коэффи-
циента ДПФ ( )NS k  «в лоб», согласно соотношению (1).  

При комплекснозначном входном сигнале алгоритм 
Герцеля позволяет примерно вдвое сократить число 
операций по сравнению с алгоритмом ДПФ. Для дейст-
вительнозначного  входного сигнала как алгоритм ДПФ, 
так и алгоритм Герцеля позволяют получить дополни-
тельную экономию в вычислениях по сравнению с ком-
плекснозначным входном сигналом. 

Разностные уравнения фильтра Герцеля (рис.1 а, б) 
задаются следующими соотношениями [4, 5]: 

– обратная цепь фильтра (рис.1 а, б) 
( ) 2cos(2 / ) ( 1) ( 2) ( )v n k N v n v n x n     , (2) 

– прямая цепь фильтра (рис.1 а) 

( ) ( ) ( 1)k
Ny n v n W v n   ,  

– прямая цепь фильтра (рис.1 б) 

( ) ( ) ( 1)k
Ny n W v n v n   . (3) 

 
а) 

 
б) 

Рис.1. Структуры БИХ-фильтров,  
реализующие алгоритм Герцея 

Обычно считается, что недостатком фильтра Герце-
ля является фиксированность набора анализируемых 
частот:  2 k N , где k = 0, 1N  , N  - число отсчетов 

сигнала. Р. Лайонс в [4] предложил модифицировать 
алгоритм Герцеля путем замены целочисленных значе-
ний переменной k  (рис.1 а) (а, следовательно, и на  
рис 1 б) на любое значение переменной k  в диапазоне 

0, 1N  , обеспечивая, таким образом, полный контроль 
над резонансной частотой фильтра. В дальнейшем бу-
дет показано, что такая модификация действительно 
возможна, но важно понимать и учитывать не только 
положительные ее последствия, но и некоторые другие 
моменты. Например, если мы говорим, что «стандарт-
ный» алгоритм Герцеля позволяет вычислить значение 
k-го бина N-точечного ДПФ, то возникает вопрос: что 
измеряет модифицированный таким образом фильтр 
Герцеля ?  

В связи с изложенным, сделаем два замечания по 
поводу предложенной в [4] модификации фильтра Гер-
целя. 

Во-первых, такую же модификацию можно сделать и 
в преобразовании (1). Если целочисленную переменную 
k  на рис.1 а представить как переменную вида ( )k  , 

где 0, 1k N  , 0 1  , то приходим к введенному в 
[5] параметрическому ДПФ (ДПФ-П). 

Во-вторых, как будет показано ниже, при переходе к 
нецелому значению частоты вида ( )k   происходит 
«набег» фазы и значение выходного отсчета модифици-
рованного таким образом алгоритма Герцеля не будет 
совпадать с соответствующим коэффициентом ДПФ-П 
(тем более с коэффициентом ДПФ). 

Второй недостаток алгоритма Герцеля более суще-
ственен. Дело в том, что фильтр Герцеля находится на 
грани устойчивости, так как его полюс расположен на 
единичной окружности z – плоскости. Если за счет ок-
ругления коэффициентов фильтра полюс выйдет за 
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пределы единичной окружности фильтр Герцеля теряет 
устойчивость.  

Известный метод борьбы с указанным недостатком 
[4] – обработка сигналов блоками длительностью в N  
отсчетов и обнуление внутренних регистров ( 1)v n  и 

( 2)v n   (2) в начале обработки каждого нового блока 
данных [4]. Таким образом, устойчивость алгоритма Гер-
целя обеспечивается сокращением обрабатываемой 
длительности входного сигнала до N  отсчетов (как от-
мечено в [4], N  может измеряться сотнями). Это важ-
ные замечания и мы к ним еще вернемся в дальнейшем. 

Рассмотрим алгоритм однобинового скользящего 
ДПФ (СДПФ) [4], который обеспечивает получение теку-
щих значений спектральных отсчетов в реальном мас-
штабе времени.  

Данный алгоритм обнаружения отдельного тона по-
зволяет рекуррентно вычислять значение k-го бина N-
точечного ДПФ из скользящего окна в N отсчетов. Отме-
тим, что алгоритм СДПФ эффективнее алгоритма Гер-
целя с точки зрения числа вычислений [4].  

Разностное уравнение СДПФ имеет вид [4]: 

( ) [ ( 1) ( ) ( )]k k k
N N NS n W S n x n x n N     ,  (4) 

где ( )k
NS n -значение k -го бина N -точечного ДПФ в мо-

мент времени n . 
Его реализация приводит к структуре КИХ-фильтра, 

приведенного на рис. 2. 

 
Рис. 2. Структура фильтра однобинового скользящего ДПФ 

на k-й частоте 

Недостатком фильтра однобинового скользящего 
ДПФ является фиксированность набора анализируемых 
частот:  

 2 k N , где 0, 2 1k N  , N  - число отсчетов сиг-

нала. 
Отметим, что у фильтра однобинового скользящего 

ДПФ имеется и второй недостаток, такой же как и у 
фильтра Герцеля. СДПФ находится на грани устойчиво-
сти, так как его единственный полюс, подавляющий ноль 
гребенчатого фильтра в точке exp( 2 / )z j k N  распо-
ложен на единичной окружности z -плоскости. В [4] 
предложен метод борьбы с указанным недостатком – 
введение затухания для смещения нулей и полюса 
внутрь единичной окружности z -плоскости. 

Следующим алгоритмом скользящих измерений, яв-
ляется алгоритм параметрического СДПФ [9]. 

На базе, введенного [5, 6, 7, 8] понятия параметриче-
ских дискретных экспоненциальных функций (ДЭФ-П) 

( ) 2( , , ) exp ( ) ,

0 1, , 0, 1,

p l
p Ndef p l W j p l

N
p l N

  



       
   

  (5) 

в [9] предложено обобщение алгоритма однобинового 
СДПФ в виде скользящего однобинового параметриче-
ского ДПФ (СДПФ-П). Алгоритм СДПФ-П позволяет ре-
куррентно вычислять значение k-го бина N-точечного 
ДПФ-П из скользящего окна в N отсчетов и, в отличие от 
стандартного СДПФ, дает возможность проводить оцен-
ку спектра в окне в N отсчетов не на фиксированных 
частотах, а из набора частот, значение которых варьи-
руется параметром θ: 

 2 ( )k N  ,   

где  

0, 1k N   , 0 1  . (6) 
В [5] разложение по базисной системе ДЭФ-П при 

,p k l n   определено как прямое параметрическое 
дискретное преобразование Фурье (ДПФ-П): 

1
( )

0
( , ) ( )

N
k n

N N
n

S k x n W 





  , где 0 1  . (7) 

Алгоритм СДПФ-П позволяет рекуррентно вычислять 

значения спектра ( ) ( )k θ
NS r  из скользящего окна длиной 

в N отсчетов на r -ом шаге, при сдвиге сигнала в окне на 
один отсчет влево: 

( )( )k θ
NS r

1
( )

0
( ) .

N
k n

N
n

x n r W 






    (8) 

Изменив в (8) индексирование отсчетов во времени 
так, чтобы входные отсчеты ( )x n r  и выходные отсче-

ты ( )( )k θ
NS r  имели одни и те же значения индекса вре-

мени n , разностное уравнение СДПФ-П запишем в сле-
дующем виде [9]: 

( ) ( )

( )

( )

( 1) ( ) ( )exp( 2 )

k k
N N

k
N

S n W

S n x n x n N j

 

 

  



 

       

. (9) 

Данное разностное уравнение может быть реализо-
вано в виде обобщенного КИХ-фильтра [9] (рис 3). 

 
Рис. 3. Структура фильтра однобинового скользящего 

СДПФ-П на ( )k   ой частоте, 0 1   

Отметим, что переходная характеристика фильтра 
СДПФ-П (как и переходная характеристика фильтра 
СДПФ ) имеет длину в N-отсчетов. 

Таким   образом,   алгоритм   СДПФ-П,  в  отличие  от 
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СДПФ, обеспечивает полный контроль над резонансной 
частотой фильтра ДПФ-П. Однако, у фильтра СДПФ-П 
(как и у фильтра СДПФ) имеется полюс, расположенный 
на единичной окружности z -плоскости, который подав-
ляет ноль модифицированного гребенчатого фильтра в 
точке exp[ 2 ( ) / ]z j k N    [9]. Следовательно, про-
блемы с устойчивостью у СДПФ-П те же, что и у СДПФ. 

Результаты сравнения эффективности рассмотрен-
ных методов приведены в табл. 1 [9]. Несложно видеть, 
что алгоритмы СДПФ и СДПФ-П, будучи в целом эффек-
тивнее алгоритма Герцеля с точки зрения числа вычис-
лений, существенно проигрывают последнему в числе 
операций, которые необходимо выполнить для выхода 
на установившийся режим (примерно в четыре раза по 
операциям действительных умножений и в два раза по 
операциям действительных сложений). 

Таблица 1 

Число операций, 
необходимых для 
выхода на устано-
вившийся режим 

( 1) ( , )NS kN 
 

Вычисление сле-
дующего значения 

( ) ( , )NS kN 
 Метод 

Действи-
тельные  
умноже-

ния 

Действи-
тельные 
сложе-

ния 

Действи-
тельные  
умноже-

ния 

Действи-
тельные  
сложе-

ния 
ДПФ 4N 4N 4N 4N 
Алгоритм 
Герцеля N+2 2N+1 N+2 2N+1 

Скользящее 
ДПФ-П 

0,1 2   
4N 4N 4 4 

Скользящее 
ДПФ-П 

0,1 2   
4N 4N 6 5 

Цифровая блочная обработка сигналов  
с накоплением (ЦБОН) 

Предварительно рассмотрим алгоритм работы ком-
плексных резонаторов, приведенных на рис. 2 и рис. 3. 
Обозначим их, соответственно, как комплексный резона-
тор № 1 (рис. 4 а) и комплексный резонатор № 2  
(рис. 4 б). Указанные резонаторы отличаются друг от 
друга резонансными частотами, значения которых опре-
деляются соответственно значениями k  и ( )k  .  

 
а) 

 
б) 

Рис. 4 Структуры комплексных резонаторов;  
а - резонатор №1; б - резонатор №2 

Рассмотрим вычисление выходных отсчетов ком-
плексного резонатора № 2 (рис. 4 б), как более общего 
случая (в дальнейшем изложении резонатор № 2 может 
обозначаться, если это не вызывает путаницы, как про-
сто резонатор). 

Согласно (7), значение k -го бина ДПФ-П описывает-
ся следующим соотношением: 

( ) 0 ( ) 1

( ) ( 2) ( ) ( 1)

( , ) (0) (1) ...

... ( 2) ( 1)

k k
N N N

k N k N
N N

S k x W x W

x N W x N W

 

 

    

     

    

     
. (10) 

Комплексный резонатор № 2 является БИХ-фильт-
ром, разностное уравнение которого имеет вид: 

( ) ( ) ( )( ) [ ( ) ( 1)]k k k
N N NS n W x n S n        , (11) 

где n  - номер шага; n =0,1,…  

Обозначив z -преобразование ( )x n  и ( ) ( )k
NS n  че-

рез ( )X z  и ( )Y z  соответственно, выражение (11) пред-

ставим в следующем виде: ( )( ) ( ( )k
NY z W X z     

1 ( ))z Y z  . Тогда передаточная функция БИХ-фильтра 
(рис. 4, б) равна 

( )

( )1
( )( )
( ) 1

k
N

k
N

WY zH z
X z z W





 

 
 

 
. (11 а) 

На N -ом шаге значение выходного отсчета ком-
плексного резонатора задается соотношением 

( ) ( ) ( ) ( 1)

( ) (2) ( ) (1)

( ) (0) (1) ...

... ( 2) ( 1) .

k k N k N
N N N

k k
N N

S n x W x W

x N W x N W

  

 

       

     

    

     
  (12) 

Вынося в выражении (12) ( )k N
NW     за скобки, а 

также учитывая, что 1k N
NW     и exp( 2 )N

NW j    , 
получим 

( ) ( ) 1

( ) ( 2) ( ) ( 1)

( ) exp( 2 )[ (0) (1) ...

... ( 2) ( 1) ].

k k
N N

k N k N
N N

S n j x x W

x N W x N W

 

 

  

     

   

     
 (13) 

Сравнивая полученное выражение с соотношением 
(10), устанавливаем, что на шаге ( 1)n N   значение 
выходного отсчета рассматриваемого резонатора равно 

( ) ( ) exp( 2 ) ( , ).k
NNS n j S k     (14) 

Таким образом, значение выходного отсчета БИХ-
фильтра (рис. 4 б) отличается от значения k -го коэф-
фициента ДПФ-П приращением фазы на ( 2 )j  . 
Это как раз тот «набег» фазы о котором говорилось во 
втором замечании по поводу предложенной Р. Лайонсом 
модификации алгоритма Герцеля. Очевидно также, что 
вычисление k -го коэффициента ДПФ-П с помощью 
БИХ-фильтра осуществляется ровно за столько же опе-
раций, что и вычисление k -го спектрального отсчета с 
помощью ДПФ-П «в лоб», т.е. выигрыша в числе опера-
ций нет! Умножив числитель и знаменатель передаточ-

ной функции (11 а) на ( )1(1 )k
Nz W   ,  

( )

( )1
( )

1

k
N

k
N

W
H z

z W
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( ) ( )1

( ) ( )1 1
(1 )

(1 ) (1 )

k k
N N

k k
N N

W z W

z W z W

 

 

  

   
  

 
    

( ) 1

1 221 2cos[( ( )]

k
NW z

z k z
N



 

  

 




   
,  

приходим к обобщению структур БИХ-фильтров стан-
дартного алгоритма Герцеля (рис. 1 a, б), – к структурам 
БИХ-фильтров, реализующих модифицированный алго-
ритм Герцеля. Нетрудно видеть, что модифицированный 
алгоритм Герцеля, также как и стандартный алгоритм 
Герцеля, дает существенную экономию в числе опера-
ций. 

Рассмотрим работу резонатора № 2 на последующих 
шагах (т.е. после ( 1)N   шага). Найдем выходной от-

счет на ( 1 )N m  -м шаге ( 1, 2, 3,...)m   БИХ-фильтра  
(рис. 4 б): 

( ) ( ) ( )

( ) ( 1) ( ) (3)

( ) (2) ( ) (1)

( 1 ) (0)

(1) ... ( 3 )

( 2 ) . ( 1 ) .

k k N m
N N

k N m k
N N

k k
N N

S N m x W

x W x N m W

x N m W x N m W

 

 

 

    

       

     

    

      

       

 (15) 

Вынося в выражении (15) ( ) ( )k N m
NW      за скобки и 

учитывая замечания, сделанные при выводе формулы 
(12), получим 

( ) ( ) ( )

( ) 1

( ) ( 3 ) ( ) ( 2 )

( ) ( 1 )

( 1 ) exp( 2 )

[ (0) (1) ... ( 3 )

( 2 )

( 1 ) .

k k N m
N N

k
N

k N m k N m
N N

k N m
N

S N m j W

x x W x N m

W x N m W

x N m W

 



 



    

 

       

   

   

      

     

   

  (16) 

Согласно (7), значение k -го бина ДПФ-П при 

0, 1n N m    задается следующим соотношением: 

( ) 0 ( )1

( ) ( 3 )

( ) ( 2 ) ( ) ( 1 )

( , ) (0) (1) ...

( 3 ) ( 2 )

( 1 ) .

k k
N m N m N m

k N m
N m

k N m k N m
N m N m

S k x W x W

x N m W x N m

W x N m W

 



 

    
  

   


       
 

    

       

    

  (17) 

Сравнивая соотношения (16) и (17), получим обоб-
щение выражения (14): 

( )

( )( )

( 1 )

exp( 2 ) ( , ).

k
N

k N m
N mN m

S N m

j W S k



 



  


  

 
 (18) 

Полученные результаты позволяют сделать ряд важ-
ных выводов.  

1. Выходной отсчет резонатора № 1 ( 0)   на ша-

гах, удовлетворяющих соотношению ( 1)n s N   , где 

1,2,...s  , будет в точности равен s k -му коэффициен-
ту ДПФ: 

( 1) ( ), 0,( 1)k
N N sS s N S s k k N s       . (19 а) 

Согласно (1), значение ( )k s -го бина ДПФ-П при дли-

тельности сигнала ( 1)N s   отсчетов равно 

( 1) ( 1)

0 0
( ) ( ) ( )

s N s N
k s n kn

N s N s N
n n

S s k x n W x n W
   

 
 

 
    ,

0, ( 1), 1,2,...k N s s     (19б) 

Так как дискретные экспоненциальные функции 
(ДЭФ) (1):

 2( , ) expdef k n j kn
N
   

 
,   

обладают свойством периодичности  
( , ) ( , ), 0,1,2,...def k n rN def k n r      

то сумму (19б) можно представить в виде s  сумм: 
( 1)

0
1 1

0 0

( ) ( )

( ) ... ( ( 1) ) .

N
kn

s N N
n

N N
kn kn
N N

n n

S s k x n W

x n N W x n s N W






 

 

  

      



 
 (20) 

Следовательно, возможна своеобразная процедура 
блочной обработки отсчетов входного сигнала, которую 
авторы назвали цифровой блочной обработкой с на-
коплением (ЦБОН). Поясним пошагово процедуру 
ЦБОН. 

1) Разбиваем исходный сигнал на s  блоков по N  
отсчетов в каждом: 
Блок 1  [ (0),... ( 1)]x x N  ,  

Блок 2  [ ( ),... (2 1)]x N x N  … 

…Блок s  [ (( 1) ),... ( 1))]x s N x s N   . 

2) Вычисляем k -ые коэффициенты ДПФ каждого 
блока согласно (1):  

( 1)

,1
0

( ) ( )
N

kn
N N

n
S k x n W




  , 

( 1)

,2
0

( ) ( ) ,
N

kn
N N

n
S k x n N W




   …,

( 1)

,
0

( ) ( ( 1) ) ,
N

kn
N s N

n
S k x n s N W




      

где 2exp( ).k n
NW j kn

N


   

3) Суммируем полученные значения k -х коэффици-
ентов ДПФ: 

,
1

( ) ( )
s

N s N i
i

S s k S k


  . 

Полученный результат, в точности совпадает с m -м 
коэффициентом ДПФ ( ( )m s k  ), в чем несложно убе-
диться. 

Нетрудно видеть, что так как в алгоритме Герцеля 
обработка входного сигнала проводится блоками [4], при 
которой в начале обработки каждого блока в N отсчетов 
выполняется начальная установка («обнуление») всех 
внутренних регистров памяти (что и гарантирует устой-
чивость работы фильтра Герцеля), то формула (1) спра-
ведлива только при обработке алгоритмом Герцеля од- 
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ного блока данных в N отсчетов. Опираясь же на полу-
ченные результаты, можно выполнить первое обобще-
ние алгоритма Герцеля для целых значений перемен-
ной k  (т.е. когда 0)  , (переменная «отвечает» в 
фильтре Герцеля за частоту) введя процедуру ЦБОН. 

Введенная авторами процедура ЦБОН позволяет 
фильтром Герцеля, обрабатывающим блоки по N отсче-
тов, вычислять значение ks-го бина Ns-точечного ДПФ. 
При этом обеспечивается: 

– высокая разрешающая способность цифровой 
спектральной обработки за счет увеличения длительно-
сти обрабатываемого входного сигнала до Ns отсчетов; 

– устойчивость работы фильтра, за счет выполнения 
«обнуление» всех внутренних регистров памяти в нача-
ле обработки каждого блока в N отсчетов. 

Первый обобщенный алгоритм Герцеля можно реа-
лизовать в виде БИХ-фильтра, структура которого при-
ведена на рис. 5. 

 
Рис. 5. Структура БИХ- фильтра,  

реализующего первый обобщенный алгоритм Герцеля 

2. Выходной отсчет резонатора № 2 ( 0)  на шагах 

кратных ( 1)N   не будет равен k -му коэффициенту 
ДПФ-П, задаваемому формулой (7):  

( 1)
( )

0
( 1)

( )

0

( , ) ( )

( ) .

s N
s k n

s N s N
n

s N
k n

N
n

S s k s x p W

x p W






 

 
 


 





   






 (21) 

где 0 1  , ( ) 2exp( ( ) ),k n
NW j k n

N
       

0, 1),k s N    1,2,...s  . 

так как параметрические дискретные экспоненциальные 
функции (ДЭФ-П) (5)  

2( , , ) exp ( ) ,pdef k n j k n
N
      

  

не обладают свойством периодичности по переменной n : 

( , , ) ( , , ), 0,1,2,...def k n rN def k n r     

Покажем, что и в этом случае, при определенной мо-
дификации метода ЦБОН, возможно применение проце-
дуры блочной обработки. Обобщение ЦБОН основыва-
ется на том, что ДЭФ-П, не обладая свойством перио-
дичности по переменной n , обладают более общим 
свойством, получившем название [10-12], «свойство па-
раметрической периодичности ДЭФ-П по перемен-
ной n »:

 ( , , ) ( , , ) , 0,1,2,...Nr
Ndef k n rN def k n W r      

Используя параметрическую периодичность ДЭФ-П, 
сумму (21) можно также представить в виде s  сумм: 

1
( )

0
1

( )2

0
1

( )

0

( , ) exp( 2 ) ( )

[exp( 2 )] ( ) ...

... [exp( 2 )] ( ( 1) ) .

N
k n

s N N
n

N
k n

N
n

N
k ns

N
n

S s k s j x n W

j x n N W

j x n s N W







 





















     

   

     







 (22) 

Исходя из выражения (22), модифицированную циф-
ровую блочную обработку с накоплением (МЦБОН) мож-
но представить в виде выполнения следующих этапов. 

Приведем пошагово процедуру модифицированной 
ЦБОН. 

Разбиваем исходный сигнал на s  блоков по N  от-
счетов в каждом: 
Блок 1  [ (0),... ( 1)]x x N  ,  

Блок 2  [ ( ),... (2 1)]x N x N  ,…, 

Блок s  [ (( 1) ),... ( 1))]x s N x s N   . 

Вычисляем k -ые коэффициенты ДПФ-П каждого 
блока согласно (7): 

( 1)
( )

,1
0

( , ) ( )
N

k n
N N

n
S k x n W 





  ,

( 1)
( )

,2
0

( , ) ( ) ,
N

k n
N N

n
S k x n N W 





   …,

( 1)
( )

,
0

( , ) ( ( 1) ) ,
N

k n
N s N

n
S k x n s N W 





       

где ( ) 2exp( ( ) )k n
NW j k n

N
      . 

Проводим фазовые повороты k -ых коэффициентов 
ДПФ-П i-ых блоков путем их умножения на фазовый ко-

эффициент {[exp( 2 )] }ij  : 

,1 ,1( , ) exp( 2 ) ( , ),N NS k j S k      

2
,2 ,2[exp( 2 )] ( , ),...N NS j S k     

, ( , ) [exp( 2 ] ( , ).s
N s NS k j S k      

Суммируем полученные значения k -ых коэффици-
ентов ДПФ-П i-ых блоков: 

,
1

( ) ( , ).
s

N s N i
i

S s k S k 


    

Полученный результат в точности совпадает с m -ым 
коэффициентом ДПФ-П (21) ( ( , )m s k s    ), в чем так-
же несложно убедиться. 

Предлагаемая авторами процедура модификации 
ЦБОН позволяет, обрабатывая модифицированным 
фильтром Герцеля блоки по N , выполнить второе 
обобщение алгоритма Герцеля для нецелых значений 
переменной ( )k  ( (т.е. когда 0  ) и вычислять зна-



Цифровая Обработка Сигналов № 1/2014 

 
 

9 

чение ks-го бина Ns-точечного ДПФ-П. При этом обеспе-
чивается: 

– высокая разрешающая способность цифровой 
спектральной обработки за счет увеличения длительно-
сти обрабатываемого входного сигнала до Ns отсчетов; 

– устойчивость работы фильтра, за счет выполнения 
«обнуления» всех внутренних регистров памяти в нача-
ле обработки каждого блока в N  отсчетов; 

– полный контроль над резонансной частотой фильт-
ра Герцеля. 

– минимум времени цифровой обработки и объема 
необходимой памяти для ее осуществления 

В заключении отметим, что цифровая блочная обра-
ботка сигналов с накоплением и ее модификация осно-
ваны соответственно на периодичности ДЭФ и парамет-
рической периодичности ДЭФ-П, а также обеспечении 
«непрерывности» импульсной характеристики фильтра 
Герцеля ( )h n .  

Действительно, при использовании ЦБОН и целых 
значениях переменной k  фильтр Герцеля будет иметь 
«непрерывную» импульсную характеристику бесконеч-
ной длительности в силу периодичности ДЭФ: 

 

( 1)

( 1)
( ) exp( 2 / ),

0, 1, 1,

s N

p s N
h n j k n N

n s N s


 

 
  

    


 (23) 

Если же добавить к целому k  некоторую дробную 
часть  , то фильтр Герцеля будет иметь уже «кусочно-
непрерывную» импульсную характеристику бесконечной 
длительности 

( 1)

( 1)

( ) [exp( 2 )]

exp( 2 ( ) / ),

0, 1, 1, .

s

s N

p s N

h n j
s

j k n N

n s N s



 
 

  

 

  

    



   (24) 

Несложно заметить, что выражение (24) является 
обобщением выражения (23) и при 0   они равны. При 
обработке каждого блока данных в N  отсчетов алго-
ритм Герцеля при наличии дробной части   дает при-
ращение фазы выходного отсчета фильтра на 2j   
(14). Чтобы обеспечить, в этом случае, «непрерывность» 
импульсной характеристики бесконечной длительности 
(24) необходимо после обработки каждого блока в алго-
ритме Герцеля не только выполнять начальную установ-
ку («обнуление») всех внутренних регистров памяти, 
гарантируя устойчивую работу фильтра Герцеля, но и 
осуществлять компенсацию приращения фазы путем 
умножения выходного отсчета фильтра Герцеля, на 

exp( 2 )j    (соотношения (18), (19-22)). 
Второй обобщенный алгоритм Герцеля можно реали-

зовать в виде БИХ-фильтра, структура которого при-
ведена на рис. 6. Передаточная функция обобщен- 
ного фильтра Герцеля имеет ноль в точке 

2exp[ ( )]z j k
N
    и два комплексно – сопряженных 

полюса в точках 
2exp[ ( )]z j k
N
     на z -плоскости 

(ноль и полюс в точке 
2exp[ ( )]z j k
N
    компенсиру-

ют друг друга). 

 
Рис.6. Структура БИХ - фильтра, реализующего второй 

обобщенный алгоритм Герцеля 

Таким образом, при значении параметра 0   полу-
чаем первый обобщенный алгоритм Герцеля, а при зна-
чении параметра 0   – второй обобщенный алгоритм 
Герцеля. Соответственно и передаточные функции 
обобщенных фильтров Герцеля можно описать общим 
выражением. Они имеют при соответствующем значении 

параметра   ноль в точке 
2exp[ ( )]z j k
N
     и два 

комплексно – сопряженных полюса в точках 
2exp[ ( )]z j k
N
     на z -плоскости (ноль и полюс в 

точке 
2exp[ ( )]z j k
N
    компенсируют друг друга). 

Последовательность выполнения операций в обоб-
щенных алгоритмах Герцеля и их число при длительно-
сти блока N отсчетов, числе блоков s  аналогичны: 

– операции слева от пунктирной линии 1 выполняют-
ся N  раз для каждого блока; 

– операции между линиями 1 и 2 выполняются один 
раз после обработки каждого блока; 

– операции справа от пунктирной линии 2 выполня-
ются s  раз по числу блоков. 

Рассмотрим обобщенный алгоритм СДПФ-П, который 
по сравнению со стандартным алгоритмом СДПФ-П, по-
зволяет существенно сократить число операций, необ-
ходимых для выхода алгоритма на режим скользящего 
измерения. 
Обобщение однобинового скользящего  
параметрического ДПФ  

Как уже отмечалось, алгоритм СДПФ-П (и СДПФ) 
проигрывает алгоритму Герцеля в числе операций, кото-
рые необходимо выполнить для выхода на режим сколь-
зящего измерения (примерно в четыре раза по операци-
ям действительных умножений и в два раза по операци-
ям действительных сложений).  

Идея обобщенного алгоритма СДПФ-П (ОСДПФ-П) 
заключается в том, что при проведении собственно 
скользящего измерения коэффициентов ДПФ-П дейст-
вительной входной последовательности использовать 
для выхода на режим скользящего их измерения обоб-
щенный алгоритм Герцеля, с последующим переходом 
от БИХ-фильтра к КИХ-фильтру. 
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Из предыдущего изложения непосредственно следу-
ет, что алгоритм Герцеля может интерпретироваться как 
реализация структуры комплексного резонатора № 2 в 
виде канонической формы БИХ-фильтра второго поряд-
ка. Поэтому сопоставляя: обобщенный алгоритм Герце-
ля (рис. 6), структуру комплексного резонатора № 2  
(рис. 4 б), структуру фильтра СДПФ-П (рис. 3), с учетом 
разностного уравнения СДПФ-П (9), приходим к структу-
ре фильтра однобинового обобщенного скользящего 
ДПФ-П, приведенной на рис. 7. 

 
Рис.7. Структура фильтра, реализующего ОСДПФ-П  

на ( )k  -ой частоте, 0 1   

Дадим краткие пояснения по работе алгоритма 
ОСДПФ-П. Операции в обратной цепи ОСДПФ-П-фильт-
ра (слева от первой пунктирной линии) выполняются 
N s  раз (где s - число блоков в ЦБОН, выбирается ис-
ходя из обеспечения необходимой разрешающей спо-
собности спектрального анализа). Операции между пер-
вой и второй пунктирными линиями выполняются s раз 
(по числу блоков в ЦБОН). Операция между второй и 
третьей  пунктирными линиями выполняется один раз. 
(эта операция заканчивает выход алгоритма СДПФ-П на 
режим скользящего измерения).  

 
Рис. 8. Структура фильтра, реализующего ОСДПФ  

на k-ой частоте 
В результате выполнения этой операции мы получа-

ем отсчет ( , )N sS s k s    , значение которого в точности 

равно s k -му коэффициенту ДПФ-П последовательно-
сти ( )x n  в окне длительностью N s  отчетов 

( 0, 1n N  ). Это значение является начальным (уста-

новившимся) значением для проведения скользящего 
измерения. Операции, выполняемые в фильтре ОСДПФ-
П справа от третьей пунктирной линии, аналогичны опе-
рациям фильтра СДПФ-П (рис. 3).  

Структура фильтра, реализующего обобщенный 
СДПФ (ОСДПФ) на k-й частоте, приведена на рис. 8. 

Работа фильтра ОСДПФ аналогична работе фильтра 
ОСДПФ-П. 
Заключение 

В работе введена новая процедура цифровой блоч-
ной обработки, названная авторами процедурой цифро-
вой блочной обработки с накоплением, на основе кото-
рой предложено два обобщения алгоритма Герцеля.  

Первый обобщенный алгоритм Герцеля, в отличие от 
стандартного алгоритма Герцеля, позволяет одновре-
менно обеспечить: 

– высокую разрешающую способность цифровой 
спектральной обработки; 

– устойчивость работы фильтра. 
Второй обобщенный алгоритм Герцеля, сохраняя пе-

речисленные преимущества, дает возможность осуще-
ствить полный контроль резонансной частоты фильтра 
Герцеля. 

Обобщенные алгоритмы СДПФ и СДПФ-П, рассмот-
ренные в статье, существенно сокращают, по сравнению 
с традиционными алгоритмами СДПФ и СДПФ-П, число 
операций, необходимых для выхода алгоритмов СДПФ и 
СДПФ-П на режим скользящего измерения. Выигрыш, 
который обеспечивают предложенные обобщенные ал-
горитмы СДПФ и СДПФ-П, составляет примерно в четы-
ре раза по операциям действительных умножений и в 
два раза по операциям действительных сложений. 

 Кроме того, за счет применения в структурах ОСДПФ 
и ОСДПФ-П предложенных в работе обобщенных алго-
ритмов Герцеля (первого и второго соответственно), 
возможно достижение высокой разрешающей способно-
сти скользящего спектрального анализа при сохранении 
устойчивости работы фильтров. 
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THE SUMMARY OF THE GOERTZEL 
ALGORITHM AND THE SLIDING 
PARAMETRIC DISCRETE FOURIER 
TRANSFORM 

Ponomarev V.A., Ponomareva O.V., 
Ponomarev A.V., Ponomareva N.V. 

The basic methods of detecting individual tonal compo-
nents and algorithms of their implementation were contem-
plated. The notion of a digital block processing with accumu-
lation (DBPA ) were defined, which allows to realize the DFT 
and DFT-P (parametric DFT) with increasing memory of data 
blocks ( from block to block). A generalization of the algo-
rithm of onebin sliding parametric discrete Fourier transform 
(SPDF -P) were suggested. Generalized algorithm (GSPDF 
–P), unlike algorithm SDPF -P, can significantly reduce the 
number of operations required to start a sliding mode meas-
urements in this algorithm. A generalization of the Goertzel 
algorithm were described. Unlike standard Goertzel algo-
rithm, generalized algorithm allows to increase by DBPA 
resolution spectral analysis, maintaining the stability of the 
filter and full control over its resonant frequency. 
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Показано, что для повышения чувствительности хромато-
графического анализа необходимо выполнить фильтрацию сигна-
ла с хроматографа при помощи КИХ-фильтров с линейной фазой. 
Предложена методика построения квазиоптимальных КИХ-фильт-
ров высокого порядка с использованием алгоритма Паркса-Макк-
леллана путем каскадного соединения КИХ-фильтров меньшего 
порядка. Проведено сравнение предложенной методики с резуль-
татами расчета оптимальных фильтров системой MatLab. Пока-
зано, что применение каскадного соединения двух КИХ-фильтров 
позволило повысить соотношение сигнал / шум для сигнала на 
выходе хроматографа, примерно в восемь раз. 

УДК 621.391   

КАСКАДНОЕ СОЕДИНЕНИЕ ОПТИМАЛЬНЫХ КИХ-ФИЛЬТРОВ  
С ЛИНЕЙНОЙ ФАЗОЙ 

Вздулева Н.О., аспирант кафедры ВТ Ижевского государственного технического университета  
им. М.Т. Калашникова, e-mail: sizovan@list.ru; 
Гитлин В.Б., д.т.н., профессор кафедры ВТ Ижевского государственного технического университета  
им. М.Т. Калашникова, e-mail: vbg_istu@mail.ru 

 
Ключевые слова: хроматографический ана-

лиз, КИХ-фильтр, оптимальный, чувствитель-
ность, каскадное соединение. 
Введение 

Методы хроматографического анализа [1] 
используются для контроля качества продукции 
нефтяной, пищевой, ликероводочной промыш-
ленностей. Это достаточно точный метод опре-
деления как наличия какого-либо компонента в 
анализируемой пробе, так и расчёта её кон-
центрации [1]. Сигнал хроматографа представ-
ляет собой последовательность пиков гауссовой 
формы. По расположению пика на временной оси хро-
матограммы идентифицируют компоненты, содержащи-
еся в смеси. По площади пиков оценивают количество 
компонента. Общий вид хроматограммы представлен на 
рис. 1. 

Одной из характеристик прибора, выполняющего хро-
матографический анализ, является предел детектирова-
ния полезного сигнала, определяемый отношением сиг-
нал/шум. Чем выше величина этого отношения, тем 
меньшие концентрации определяемого вещества в сме-
си удастся идентифицировать. Значение шума зависит 
от физических процессов, определяемых типом хрома-
тографического анализа [1], типа детектора, шумов 
электрического оборудования. Наличие шума снижает 
точность оценок, как положения пиков хроматограммы, 
так и площади сигнала под этими пиками [1]. Так как 
хроматографическая информация переносится времен-
ной функцией полезной части сигнала, то повысить со-
отношение сигнал/шум можно лишь фильтрами, фазо-
частотная характеристика которых линейна. Эти требо-
вания могут быть удовлетворены при выборе в качестве 
фильтра КИХ-фильтра с линейной фазой [2-5].  

Операция фильтрации с использованием КИХ-фильт-
ров требует бòльшого количества умножений и сложе-
ний по сравнению с фильтрацией, выполняемой фильт-
рами с бесконечной импульсной характеристикой (БИХ 
фильтрами) [2-6]. Использование микропроцессорной 
техники существенно снизило влияние ограничений, свя-
занных с повышенным количеством вычислений в КИХ-
фильтрах [4]. Тем не менее, задача синтеза КИХ-
фильтров минимального порядка с линейной фазой и с 
большим коэффициентом подавления в полосе задер-
живания, остается актуальной. Например, такая задача 
возникает при встраивании микропроцессорных систем 

реального времени в какие-либо технические устройст-
ва, в частности, в устройства, выполняющие хромато-
графический анализ, когда мощности микропроцессора 
ограничены.  

 
Рис. 1. Хроматограмма тестовой смеси предельных  

углеводородов 1 – октан, 2 – декан, 3 – ундекан, 4 – додекан,  
5 – тридекан, 6 – тетрадекан, 7 – пентадекан,  

8 – гексадекан, растворитель – гексан 
Была проведена серия испытаний по оценке пара-

метров желаемой амплитудно-частотной характеристики 
(АЧХ) фильтра: граничной частоты полосы пропускания 
(обозначенной на рис. 2 как a) и граничной частоты по-
лосы задерживания (обозначенной на рис. 2 как b) исхо-
дя из свойств сигнала и шума на выходе хроматографа 
[7]. Значения параметров a и b подбирали так, чтобы 
получить максимум соотношения сигнал/шум при сохра-
нении формы полезного сигнала. Зависимость отноше-
ния сигнал/шум от параметров фильтра, полученная  
в ходе экспериментов [7], представлена в виде гра-
фиков на рис. 2. Оптимальным решением в данном  
случае оказался фильтр с параметрами: a = 0,3 Гц и  
b = 0,8 Гц при частоте дискретизации fs = 20 Гц, посколь-
ку кроме максимума отношения сигнал/шум он обеспе-
чивал минимальную величину шума (1,083 мВ). Нор-
мализованная относительно частоты опроса ширина 
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переходной зоны составила величину, равную 
0,8 0,3 0,025

20s

b af
f
 

    .  

 
Рис. 2. Зависимость отношения сигнал/шум  

от параметров КИХ - фильтра 
Ограничим последующее рассмотрение КИХ-фильт-

ром нижних частот (ФНЧ), реализованном с помощью 
фильтра типа 1, для которого Чебышевская задача наи-
лучшего приближения формулируется как [3]: 
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где ( )   – заданная желаемая АЧХ фильтра; 
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  – тригонометрический полином, 

аппроксимирующий заданную АЧХ; { }ka a , k = 0,1,…,M – 

вектор коэффициентов полинома;  1 2,     – об-

ласть угловых частот аппроксимации; 1  – диапазон 

частот полосы пропускания, 2  – диапазон частот по-

лосы задерживания; ( )P   – весовая функция;   – по-
грешность аппроксимации. Фильтр, полученный как ре-
шение задачи, определяемой формулой (1), имеет ми-
нимальный порядок для заданной величины   и с этой 
точки зрения является оптимальным [3], [5].  

Попытка нахождения параметров фильтра по алго-
ритму Ремеза [3], путем поиска оптимальных решений 
системы уравнений (1) методом Гаусса, показала, что 
решение расходится уже при N = 51 (порядок M триго-

нометрического полинома 
0

cos( ) ( , )
M

k
k

a k B a 


 равен 

M = 25) (кривая 1 на рис. 3). Решение оптимизационной 
задачи с использованием алгоритма Паркса-Макклел-
лана [5], позволило несколько увеличить порядок опти-
мального фильтра, но для M = 29 решение снова разо-

шлось (кривая 2 на рис. 3). Неустойчивость полученного 
в этом случае решения можно объяснить зависимостью 
результатов вычисления коэффициентов фильтра от 
точности представления непрерывных параметров Че-
бышевской аппроксимации дискретными отсчетами сет-
ки частот и дискретным представлением коэффициентов 

{ }ka a , k = 0,1,…,M аппроксимирующего полинома. 
Действительно, рост порядка фильтра приводит: а) к 
довольно близкому расположению частот альтернанса и 
существенному влиянию погрешностей округления, со-
измеримым с шагом густой сетки частот и б) к значи-
тельному влиянию погрешности квантования коэффици-
ентов полинома { }ka . Повышение разрядности пред-
ставления чисел с R = 12 разрядов до R = 20 разрядов 
позволило повысить порядок полинома до M =34, при 
котором решение еще сходилось. Эксперименты пока-
зали, что дальнейшее повышение порядка полинома 
вновь приводило к потере сходимости.  

 
Рис. 3.  Вид АЧХ проектируемого фильтра:  

1 –для простого алгоритма Ремеза; 
 2 – для метода Паркса-Макклеллана 

Для создания оптимального КИХ-фильтра с линейной 
фазой высокого порядка было решено построить квази-
оптимальный КИХ-фильтр путем каскадного соединения 
оптимальных КИХ-фильтров одинакового меньшего по-
рядка.  

Каскадное соединение КИХ-фильтров типа 1 одина-
кового порядка имеет АЧХ, равную произведению АЧХ 
каскадно-соединенных фильтров, а их фазочастотная 
характеристика (ФЧХ) равна сумме ФЧХ исходных 
фильтров. Результирующий фильтр также имеет линей-
ную зависимость фазы от частоты. Поскольку каждый из 
каскадно-соединенных линейных фильтров является оп-
тимальным, то результирующий фильтр будет, по край-
ней мере, квазиоптимальным. Число последовательно 
включенных каскадов можно увеличивать, что позволяет 
дополнительно повысить степень подавления сигнала в 
полосе задерживания.  

Оценим влияние каскадного соединения оптималь-
ных КИХ-фильтров одинакового порядка на параметры 
результирующего фильтра [8]. Пусть КИХ-фильтр высо-
кого порядка с максимальным отклонением ошибки ап-
проксимации (2)  получен путем каскадного соединения 

двух фильтров типа 1, одного и того же меньшего поряд-
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ка с максимальными отклонениями ошибки аппроксима-
ции (1) . Поскольку АЧХ каскадно-соединенных фильт-

ров перемножаются, то в полосе задерживания имеем 
2

(2) (1)  , (2) 

а в полосе пропускания  
2

(2) (1)
2

(2) (1)

(1 ) (1 ) ,     ( ) 0,

(1 ) (1 ) ,     ( ) 0.

   

   

    


   
  (3) 

Из формул (2) и (3) следует, что при (1) << 1,0 по-

грешность аппроксимации в полосе задерживания сни-
жается, а в полосе пропускания – растет. Обе погрешно-
сти становятся несимметричными относительно задан-
ной АЧХ ( )   = 1. Отношение δп / δз = α сдвигается в 
сторону больших значений. Степень подавления сигнала 
в полосе задерживания относительно предшествующего 
значения α дополнительно снижается [3]. Так для (1)  = 

= 0,102054134 (КИХ-фильтр с порядком полинома 
M = 13) при δп / δз = α = 1 максимальное отклонение со-
ставило в полосе задерживания величину, равную  
δ(2) = 0,0104150462665. Полученная методом Пакса-
Макклеллана оценка значения δ(2) в полосе задержива-
ния для случая одинаковых значений δ(2) в полосах про-
пускания и задерживания для фильтра порядка M = 26 
равна δ2 = 0,0389440600977, что существенно больше δ(2). 

 
Рис. 4.  Фильтрация сигнала: 1 – исходный сигнал,  

2 – MatLab, 3 – каскадное включение 

 
Рис. 5.  Фильтрация базовой линии: 1 – исходный сигнал,  

2 – MatLab,  3 – каскадное включение 
В целом можно отметить, что из-за погрешностей, 

связанных с дискретизацией и квантованием, задача 
вычисления коэффициентов фильтра высокого порядка  

требует нетривиальных математических приемов и рас-
четов [3]. Каскадное включение оптимальных КИХ-
фильтров позволяет снизить требования к точности 
представления дискретных отсчетов частоты и амплиту-
ды и, тем самым, существенно сократить трудности по-
строения КИХ-фильтров высокого порядка при сохране-
нии свойств квазиоптимальности. 

Результаты сравнения работы квазиоптимального 
КИХ-фильтра и оптимального КИХ-фильтра на примере 
фильтрации сигнала с хроматографа показаны на рис. 4. 
В качестве квазиоптимального фильтра взят фильтр, 
полученный путем каскадного включения двух КИХ-
фильтров 51 порядка (порядок каскадного соединения 
двух фильтров 102). В качестве оптимального – КИХ-
фильтр 101 порядка, рассчитанного с помощью про-
граммы MatLab. Другой пример фильтрации сигнала с 
шумом показан на рис. 5. В том и другом случае задерж-
ка результирующего сигнала на выходе для обоих 
фильтров одинакова. Имеются некоторые расхождения 
по величине амплитуды колебаний выходного сигнала, 
которые можно компенсировать при помощи масштаби-
рования.  

На рис. 6 представлены результаты обработки сту-
пенчатого сигнала каскадом фильтров и фильтром, рас-
считанным в программе MatLab. При фильтрации фильт-
ром 101 порядка, рассчитанным программой MatLab, 
наблюдается выброс на фронте и спаде выходного сиг-
нала, который отсутствует в сигнале, полученном на 
выходе квазиоптимальных фильтров.  

На рис. 7–9 представлены сигналы, записанные с 
помощью программы NetChrom, предназначенной для 
работы с хроматографом. Для наглядности все хромато-
граммы представлены в одинаковом диапазоне. С тем, 
чтобы оценить эффективность фильтров на примере 
одного и того же сигнала, на три возможных канала де-
текторов подавали сигналы: исходный и остальные два, 
полученные после фильтрации исходного сигнала КИХ-
фильтрами. Шум исходного сигнала, измеренный про-
граммой NetChrom (рис. 7) составил 1,2 мВ, шум после 
фильтрации КИХ-фильтром 51 порядка (рис. 8) – 0,305 
мВ (снижение погрешности на 11 дБ), а для каскада из 
двух КИХ-фильтров 51 порядка (рис. 9) шум составил 
0,15 мВ (снижение погрешности на 18 дБ). 

Влияние фильтрации на результаты анализа  на 
примере стандартной поверочной смеси додекана в гек-
сане показано на рис. 10-11. Пик додекана выходит с 
колонки нагретой до 120°С приблизительно через 3,7 
минуты после ввода пробы в испаритель. По оси абс-
цисс (х) отсчитывается время, по оси ординат (у) вели-
чина сигнала в мВ. Исходный и обработанный квазиоп-
тимальным фильтром сигналы приведены к одному мас-
штабу. 

Сравнивая расчетные параметры сигнала, такие как 
площадь, высота, время выхода компонента видно, что 
отсутствует искажение формы сигнала, временная за-
держка минимальна. Отношение сигнал/шум для исход-
ного пика составит 7,07775, а для обработанного каска-
дом КИХ-фильтров 102 порядка – 55,869, т.е. почти в 
восемь раз лучше. 
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Рис. 7. Исходный сигнал, шум - 1,2 мВ 

 
Рис. 8. КИХ-фильтр 25 порядка, шум - 0,305 мВ 

 
Рис. 9.  Каскад из двух КИХ-фильтров 25 порядка, шум - 0,15 мВ 

 
Рис. 10. Исходный сигнал 

 
Рис. 11. Работа каскада из 2 КИХ-фильтров 25 порядка 
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CASCADE CONNECTION OPTIMAL 
LINEAR PHASE FIR FILTERS 
Vzduleva N.O., Gitlin V.B. 

It is shown that to increase the sensitivity of the chroma-
tographic analysis is necessary to filter the signal from the chro-
matograph using FIR filters with linear phase.It became clear  from 
the analysis of the signal characteristics that the order of the FIR 
filter, including optimal FIR filter has a rather high value, calculation 
methods require special filters. The author suggests the method of 
construction of quasi-optimal FIR filters using high-order algorithm 
Pakrsa - McClellan by cascading FIR filters of lower order. The au-
thor carried out the Comparisons of the proposed methods with the 
results of calculation optimum filter by system MatLab. Using the 
example of signal processing chromatography that the results of the 
two methods of calculation are practically the same at a much 
smaller number of computations of the proposed method. The use 
of a cascade connection of two FIR filters are allowed to increase 
the signal / noise ratio of the signal obtained at the output of the 
chromatograph, about eight times. 
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Статья посвящена решению задачи оптимального проекти-
рования многоканального адаптивного фильтра с равномерным 
разбиением по частоте, в котором для настройки адаптивных 
ядер используется алгоритм наименьшего среднеквадратическо-
го отклонения. Выводятся аналитические зависимости, позво-
ляющие оценить наилучшие параметры настройки структуры: 
число каналов, коэффициент децимации и порядки цифровых не-
рекурсивных фильтров. Приводятся результаты компьютерного 
моделирования, подтверждающие корректность полученных 
результатов. 

УДК 621.372.54 

ОПТИМИЗАЦИЯ МНОГОСКОРОСТНОГО АДАПТИВНОГО ФИЛЬТРА  
С РАВНОМЕРНЫМ РАЗБИЕНИЕМ ПО ЧАСТОТЕ ПРИ ИСПОЛЬЗОВАНИИ  
АЛГОРИТМА НАИМЕНЬШЕГО СРЕДНЕКВАДРАТИЧЕСКОГО ОТКЛОНЕНИЯ 

Линович А.Ю., к.т.н., доцент, старший научный сотрудник Рязанского государственного  
радиотехнического университета, e-mail: rsrtu@yandex.ru 

 
Ключевые слова: многоскоростной адап-

тивный фильтр, оптимизация структуры, алго-
ритм наименьшего среднеквадратического отк-
лонения, подсистема анализа-синтеза. 
Введение 

Многоскоростной адаптивный фильтр (МАФ) 
представляет собой многоканальную структуру, 
внутри которой в каждом из каналов выпол-
няется адаптивная обработка отдельной узкой 
полосы, выделенной из спектра входного сигна-
ла. Упрощённая схема МАФ приведена на рис. 1. 

 
Рис. 1. Структурная схема МАФ 

Здесь A1 и A2 – подсистемы анализа, расщепляю-
щие входной сигнал x(n) и обучающий сигнал d(n) на M 
спектральных полос, которым соответствуют сигналы 
x0(k), x1(k), …, xM-1(k) и d0(k), d1(k), …, dM-1(k). Равно-
мерное разбиение по частоте предполагает равенство 
всех спектральных полос по ширине и равномерное 
распределение их центральных частот с шагом fкв / M 
по частоте, где fкв – частота дискретизации входного 
сигнала. S1 – подсистема синтеза, выполняющая объе-
динение выходных сигналов y0(k), y1(k), …, yM-1(k) от-
дельных адаптивных ядер w0(k), w1(k), …, wM-1(k) в ре-
зультирующий выходной сигнал y(n). Поскольку ширина 
каждой из образованных спектральных полос меньше 
ширины спектра входного и обучающего сигнала, в под-
системах анализа выполняется переход на более низ-
кую частоту дискретизации, а в дальнейшем первона-
чальное значение частоты дискретизации восстанавли-
вается в подсистеме синтеза. Для удобства различения 
дискретных сигналов, определённых на высокой и на 
пониженной частотах дискретизации, на рис. 1 при ну-
мерации отсчётов используются разные индексы вре-
мени: n и k. 

Для успешного функционирования МАФ подсистемы 

A1 и A2 по своим свойствам должны быть строго одина-
ковыми, а подсистема S1 должна быть надлежащим об-
разом оптимизирована, чтобы соответствовать подсис-
темам A1 и A2. Можно говорить, что подсистемы A1, A2 и 
S1 образуют единую подсистему анализа-синтеза (ПАС). 
Более подробно принципы построения ПАС рассмотре-
ны в [1]. Алгоритм расчёта подсистем анализа-синтеза с 
передискретизацией описан в [2, 3]. 

Следует заметить, что в настоящее время известно 
много вариантов организации МАФ [4, 5]. На рис. 1 рас-
смотрен лишь один из них, получивший наибольшую 
известность [6]. Характерными чертами рассматривае-
мой нами структуры МАФ являются: во-первых, незави-
симость настройки адаптивных ядер в каждом из кана-
лов, во-вторых, равномерность разбиения входного сиг-
нала по частоте и, в-третьих, использование только не-
рекурсивных цифровых фильтров. 

Независимая настройка адаптивных ядер позволяет 
достичь наибольшей экономии по вычислительным за-
тратам, что имеет решающее значение при реализации 
МАФ в реальном времени. Настройка каждого из адап-
тивных ядер выполняется на основе алгоритма наи-
меньшего среднеквадратического отклонения (НСК1) [7]. 
Этот алгоритм получил в настоящее время широкую 
известность, благодаря простоте математического опи-
сания и программной реализации, а также благодаря 
относительно невысоким требованиям к вычислитель-
ным затратам. Во многих научных работах алгоритм 
НСК служит ориентиром для сравнения при анализе 
эффективности других алгоритмов. 

                                                   
 
 
1 В англоязычной литературе этот алгоритм получил наи-
большую известность среди алгоритмов адаптивной фильтра-
ции и носит название «Least-mean square (LMS) algorithm» 
[6, 8]. 
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Равномерное разбиение по частоте, как уже упоми-
налось выше, подразумевает разделение входного сиг-
нала подсистемой анализа на ряд спектральных полос 
равной ширины, размещённых с постоянным шагом по 
частоте (рис. 2). Равномерные ПАС строятся на основе 
набора комплексных цифровых фильтров, полученных 
умножением импульсной характеристики низкочастотно-
го фильтра-прототипа на комплексные экспоненты со-
ответствующих частот: exp(2πj(m+1/2)n/M), где j – мни-
мая единица, а m – порядковый номер канала МАФ. 
Низкочастотный фильтр-прототип имеет вещественные 
весовые коэффициенты, при этом амплитудно-
частотная характеристика (АЧХ) данного фильтра 
|HНЧ(ejω)| симметрична относительно оси ординат. 

 
Рис. 2. АЧХ фильтров анализа при равномерном разбиении  
по частоте: все M фильтров анализа получены от одного  

и того же низкочастотного фильтра-прототипа 
Нерекурсивные цифровые фильтры, называемые 

также фильтрами с конечной памятью или фильтрами с 
конечной импульсной характеристикой (КИХ), матема-
тически могут быть описаны операцией дискретной 
свёртки вектора весовых коэффициентов фильтра и 
вектора, элементами которого являются отсчёты диск-
ретного входного сигнала. Применение линейной свёрт-
ки позволяет получить фильтр со строго линейной фа- 
зочастотной характеристикой. Другим преимуществом 
КИХ-фильтров перед рекурсивными фильтрами являет-
ся их гарантированная устойчивость, обусловленная 
отсутствием обратных связей. 

Обработка сигналов в адаптивных ядрах тоже осу-
ществляется методом линейной свёртки. Однако при-
сутствие обратной связи в самом адаптивном алгорит-
ме, выполняющем настройку весовых коэффициентов, 
может выводить адаптивные ядра за границу устойчи-
вости. Вопросы устойчивости адаптивных алгоритмов 
рассмотрены в [6, 8, 9], выполнение ряда условий по-
зволяет без особых трудностей обеспечить устойчивую 
работу алгоритма НСК. 

Постановка задачи оптимального проектирования, 
применительно к МАФ на основе алгоритма НСК 

В [10] обсуждался вопрос эквивалентности различ-
ных структур МАФ по точности настройки в установив-
шемся режиме. Понижение частоты дискретизации 
входного сигнала в ν раз позволяет проредить импульс-
ную характеристику адаптивного фильтра (АФ) также в ν 
раз. Если период дискретизации понижается в ν раз, то 
есть когда fкв2 = fкв1 / ν (T2 = T1 ν), то при сохранении 

прежней протяжённости импульсной характеристики 
фильтра число весовых коэффициентов (порядок 
фильтра) понижается в ν раз: N2 = N1 / ν. Поэтому экви-
валентным порядком Nэкв КИХ-фильтра, работающего на 
пониженной частоте дискретизации, будем называть 
порядок КИХ-фильтра, который, работая без понижения 
частоты дискретизации, воспроизводит импульсную ха-
рактеристику такой же длины. То есть, при понижении 
частоты дискретизации в ν раз, эквивалентный порядок 
КИХ-фильтра Nэкв в ν раз выше действительного поряд-
ка этого фильтра N2. 

Согласно [11], для того чтобы при переходе от обыч-
ного АФ, работающего без понижения частоты дискрети-
зации, к МАФ точность настройки в установившемся ре-
жиме осталась прежней, необходимо, чтобы эквива-

лентный порядок МАФ *
эквN  был больше эквивалентно-

го порядка обычного АФ Nэкв на величину ΔNэкв = Nas, где 
Nas – порядок фильтров подсистемы анализа-синтеза: 

*
экв экв asN N N  . (1) 

При этом следует учесть, что точность настройки ог-
раничена ошибкой воспроизведения ПАС, вызванной 
неидеальностью фильтров анализа и синтеза. Строгих 
математических соотношений, позволяющих выразить 
минимальный порядок фильтров анализа и синтеза че-
рез ошибку воспроизведения и другие параметры ПАС, 
на данный момент не известно. Определим приближён-
ную оценку, основываясь на методике, описанной в [1]. 

Как уже говорилось выше, все фильтры равномерной 
ПАС получаются на основе одного общего для них низ-
кочастотного фильтра-прототипа. Порядок любого из 
фильтров ПАС Nas равен порядку фильтра-прототипа. В 
[1] показано, что для оценки порядка низкочастотного 
фильтра (рис. 3) можно воспользоваться следующим 
выражением: 

as 1 2( , )N L   ,  (2) 
где 1 c2 1/ (с с      – показатель прямоугольности 
АЧХ, c12 /    – показатель узкополосности фильт-

ра, 1 2( , )L    – показатель частотной избирательности, 

c1  и c2  – частоты среза полосы пропускания и зоны 
непрозрачности, соответственно. 

 
Рис. 3. АЧХ низкочастотного фильтра 

На основе экспериментальных данных, полученных по 
большому числу оптимальных фильтров, было выведено 
эмпирическое соотношение, связывающее неравномер-
ность АЧХ в полосе пропускания ε1 и уровень подавления 
в зоне непрозрачности ε2 проектируемого фильтра с пока-
зателем его частотной избирательности [12]: 
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Показатель частотной избирательности L(ε1, ε2) при 
изменении параметров ε1 и ε2 в диапазоне 10–4…10–1, 
что отвечает фактически большинству используемых на 
практике вариантов, принимает значения от 1 до 5 и 
может быть аппроксимирован выражением [13, 1] 

 1 2 1 2
2, lg10
3

L       (4) 

На рис. 4 сплошной линией представлены функцио-
нальные зависимости L(ε1, ε2) для некоторой совокупно-
сти параметров ε2, а штриховой линией – их аппрокси-
мация в форме (4), предложенная Белланже [13]. 

Выражение (3) показывает, что при заданных ε1 и ε2 
затраты на реализацию узкополосного фильтра с ко-
нечной памятью, пропорциональные его порядку, опре-
деляются главным образом двумя параметрами: пока-
зателем узкополосности β и показателем прямоуголь-
ности АЧХ  . 

 
Рис. 4.  Аппроксимация показателя  

частотной избирательности 

Описанную выше методику оценки минимальной ве-
личины порядка низкочастотного фильтра можно пере-
нести на ПАС с равномерным разбиением по частоте, 
если в качестве параметра ε1 использовать допустимую 
ошибку воспроизведения ПАС. 

Анализируя схемы, представленные на рис. 2 и 
рис. 3, можно выразить частоты ωс1 и ωс2 (для МАФ с 
передискретизацией): 

с2



 ; с1 с2
2 2 M
M M
   




   . (5) 

Порядок фильтров ПАС Nas выражается формулой 

с1
as 1 2 1 2

с2 с1 с1 с2 с1

2 2( , ) ( , )N L L
     

    
  

 
. (6) 

Выражение для ωс1 в форме (5) получено в предпо-

ложении, что ν > M/2. Если выбрать ν < M/2, то при рас-
чёте получим отрицательное значение для ωс1. С одной 
стороны, как будет показано ниже, оптимальное реше-
ние находится при условии ν > M/2, а с другой стороны, 
замена отрицательной величины ωс1 нулём приводит к 
увеличению порядка фильтров Nas, что очевидно из (6), 
а, следовательно, общий объём вычислительных затрат 
при этом не уменьшается, а даже увеличивается по 
сравнению с оценкой, получаемой на основании (6). 

Подставляя (5) в (6), находим 

as 1 2( , )MN L
M

  


 


. (7) 

Результаты экспериментального поиска минимально-
го порядка, полученные для разных сочетаний числа 
каналов ПАС M и коэффициента децимации ν, пред-
ставлены в табл. 1. В проведённых экспериментах ис-
пользовался алгоритм, описанный в [2], а параметры ε1 и 
ε2 были заданы равными друг другу: ε1 = 0,01,  
ε2 = 0,01. 

На рис. 5 сравниваются экспериментально получен-
ные данные, представленные в табл. 1, и теоретические 
оценки, полученные с помощью (7). Результаты экспе-
риментов показаны символами разной формы, соеди-
нёнными между собой отрезками штриховых линий. 
Приближённые теоретические оценки изображены соот-
ветствующими им сплошными линиями. 

 
Рис. 5. Сравнение теоретических оценок  

порядка фильтров ПАС, найденных с помощью (2),  
с результатами экспериментов (ε1 = 0,01, ε2 = 0,01) 

Если выбрать в качестве целевой функции объём 
вычислительных затрат на реализацию МАФ в реальном 
времени, а точность воспроизведения желаемых харак-
теристик отнести к ограничивающим факторам, то, учи-
тывая (1) и (7), задачу оптимального проектирования с 
учётом указанных выше положений можно сформулиро-
вать следующим образом. 

Для заданного эквивалентного порядка МАФ Nэкв и 
заданного показателя частотной избирательности ПАС 
LПАС(ε1, ε2) требуется найти такое число каналов M и 
такую величину коэффициента децимации ν, при кото-
рых объём вычислительных затрат V(M, ν) на реализа-
цию МАФ в реальном времени оказывается минималь-
ным: 
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Таблица 1. Результаты экспериментальной оценки минимального порядка фильтров анализа и синтеза 

Коэффициент прореживания ν 
Число каналов ПАС M 2 3 4 5 6 7 

4 Nas = 11 Nas = 32 — — — — 
5 — Nas = 21 Nas = 54 — — — 
6 — — Nas = 33 Nas = 80 — — 
7 — — Nas = 28 Nas = 48 Nas = 108 — 
8 — — — Nas = 37 Nas = 65 Nas = 146 

,

экв

ПАС 1 2

( , ) min,

,
( , ) .

M
V M

N const
L const




 



 




  (8) 

Вычислительные затраты будем оценивать числом 
операций комплексного умножения, приходящихся на 
один отсчёт входного сигнала при адаптивной настрой-
ке МАФ в реальном времени. Общий объём вычисли-
тельных затрат V(M,ν) складывается (рис. 1) из вычис-
лительных затрат на реализацию двух подсистем ана-
лиза A1 и A2, одной подсистемы синтеза S1 и M адап-
тивных ядер w0(k), w1(k), …, wM-1(k), в которых настрой-
ка выполняется по алгоритму НСК: 

*
экв

as as
2

( , ) 2
NMV M N N

 

 
   

 
 

.  (9) 

В (9) учитывается, что МАФ имеет M каналов, каж-
дый из которых функционирует на пониженной в ν раз 
частоте дискретизации. Задачу оптимального проекти-
рования (8) можно конкретизировать в виде 

*
экв

as as
,

*
экв экв as

as ПАС 1 2

экв ПАС 1 2

2
2 min,

( , ) ( , ),

( , ) ( , ),

, ( , ) .

M

NM N N

N M N N M
MN M L

M
N const L const

 

 
  


 

  
       
  


 


  

 (10) 

Решение задачи оптимального проектирования, 
применительно к МАФ на основе алгоритма НСК 

Найдём минимум функции двух переменных 

ПАС 1 2

экв ПАС 1 2
,

( , ) 3 ( , )

2 ( ( , )) min,
M

M MV M L
M

MN L
M 

  
 

  
 

   
    

 (11) 

выражающей общий объём вычислительных затрат 
на реализацию в реальном времени МАФ с равномер-
ным разбиением по частоте при использовании алго-
ритма НСК: 

2

ПАС 1 2

экв ПАС 1 22

2 2
ПАС 1 2 экв ПАС 1 2

2

( , ) 3 ( , )

2 ( ( , ))

3 ( , ) 2 2 ( , )
.

( )

MV M L
M

M MN L
M

M L MN M L
M M

  



 


   
  

  


   


  
 

  

Для упрощения дальнейших преобразований введём 
параметр  

экв

ПАС 1 2

2
3 ( , )

N
L


 

  (12) 

и функцию 

0
ПАС 1 2

( , )( , )
3 ( , )

V MV M
L


 

 , (13) 

которая отличается от V(M,ν) постоянным коэффициен-
том и, следовательно, имеет минимум в той же точке 
(Mопт,νопт). 

В точке минимума дробно-рациональной функции 
двух переменных обе частные производные обращаются 
в нуль. Найдём частные производные (13): 
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Приравняв обе частные производные к нулю, полу-
чим систему равнений 
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2 2
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Учитывая, что 1 < ν < M (из соображений техниче-
ской реализуемости МАФ с передискретизацией) и при-
водя подобные члены, преобразуем систему к виду 

 

 

23

2 2

22 ( 2 ) 0,
3

( ) 2
2 ( 2 ) 0.
3

M M M M

M M M

M M

    

   

 

     


   

  


 (14) 

Складывая первое уравнение системы (14) со вто-
рым, получим 

   23 2 2 0M M M M         .  



 

 
 
20 

Тогда 

 2M M     (15) 

или 

2
1

M 








.  (16) 

Преобразуем второе уравнение системы (14): 

 2 2

3 2

( )
2 2( ) 0,
3 3

M M M

M M M M

   

   

   

    
  

а затем, принимая во внимание (15), получаем 
2 2 2 2

2 2 2

1 1( )

2 2 0
3 3

M M M

M M M M

  
 

    


 

   
, 

2 2 22 22 0
3 3

M M        . (17) 

Из (16) следует, что 
3

2
2

M 
 




.  (18) 

Подставляя (18) в (17), находим 
3 3

2
2 2

2 22 0
3 3

   
   

   
 

,  

3 24 2 0
9 3 9

       . (19) 

Введём новую переменную 
4
27

y   .  (20) 

Теперь (19) примет вид 
3 0y py q   ,  (21) 

где 
21 4 1 16

3 3 9 3 81
p 

            
   

, 

3

3

2 4 1 4
27 9 3 9 3

2 2 4 7 .
9 27 9 3

q 

 

            
   

            
     

  

Уравнение (21) является линейным уравнением 
третьей степени, представленным в каноническом виде, 
и решается с использованием формулы Кардано [14]. 

Определим параметр Q алгоритма Кардано: 
23 2 3 3

6 6

7
3 2

6 3 5

1 16 1 4 7
3 2 81 9 33 3

1 131 2
3 3 3

p qQ 


  

                        
         
 

     
 

.  

Известно, что если Q ≤ 0, то уравнение (21) имеет 
два и более вещественных корней. В нашем случае  

Q ≤ 0 при 0 ≤ ξ ≤ 1/9 или ξ ≥ 128/27. Несмотря на то, что 
для уравнения (21) возможно существование нескольких 
положительных корней, тем не менее, с учётом перехо-
да (20), уравнение (19) имеет только один положитель-
ный корень, о чём свидетельствуют результаты предва-
рительного анализа (19). 

Находим одно из трёх решений (21) по формуле Кар-
дано: 

3 30

7
3 2

6 3 5

2 2

1 131 2 ,
3 3 3

q qy Q Q

  

      

 
     

 

  

3 7
2 330 3 5

3 7
2 33

3 5

1 7 4 131 2
3 3 9 3 3

1 7 4 131 2
3 3 9 3 3

y 
  


  

       
 

      
 

. (22) 

Из (20) и (22) находим решение поставленной задачи: 

опт

3 7
2 33

3 5

3 7
2 33

3 5

4
27

1 7 4 131 2
3 3 9 3 3

1 7 4 131 2 ,
3 3 9 3 3



   


  

  

       
 

      
 

 (23, а) 

опт
опт 2

опт1
M










.  (23, б) 

Равенство нулю обеих частных производных являет-
ся лишь необходимым условием экстремума функции 
двух переменных (13). Строго говоря, полученное нами 
решение позволяет утверждать только, что точка 
(Mопт, νопт) является критической точкой. 

Достаточным условием минимума функции двух пе-
ременных является выполнение в критической точке 
следующих трёх условий [15]: 

1) частные производные до третьего порядка вклю-
чительно должны быть непрерывными в точке в некото-
рой области, содержащей точку (Mопт, νопт), 

2) должно выполняться условие 
2

0 опт опт
2

( , )
0

V M 







,  (24) 

3) должно выполняться условие 
2 2

0 опт опт 0 опт опт
2 2

22
0 опт опт

( , ) ( , )

( , )
0

V M V M
M

V M
M

 






 
 

 

 
     

. (25) 

Непрерывность частных производных очевидна, по-
скольку функция V0(M,ν) является дробно-рациональ-
ной, и справедливы условия ν > 0 и ν < M. 

Условие (24) тоже доказывается несложно: 
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Группируем слагаемые, стоящие в квадратных скобках: 
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Если принять во внимание, что кроме условий ν > 0 
и ν < M выполняется условие ν ≥ 1, так как частота дис-
кретизации понижается, а не повышается, то становит-
ся ясно, что вторая производная принимает только по-
ложительные значения. 

Условие (25) доказать несколько труднее. Алгебраи-
ческие преобразования получаются слишком громозд-
кими, и затруднительно привести их в данной статье. В 
то же время, нетрудно обосновать, что найденная выше 
точка (Mопт,νопт) является точкой минимума функции 
двух переменных. 

Условиям ν > 0 и ν < M соответствует область, огра-
ниченная пересекающимися прямыми ν = 0 и ν = M. 
Анализ выражений (11) и (13) позволяет утверждать, 
что V0(M,ν) является дробно-рациональной функцией, 
причём для всех точек, лежащих на прямых ν = 0 и ν = 
M, числитель данной функции отличен от нуля, а зна-
менатель стремится к 0. 

Для V0(M,ν) выполняются следующие четыре условия: 
1) V0(M,ν) → +∞ при ν → 0+, 
2) V0(M,ν) → +∞ при ν → M+, 
3) V0(M,ν) → +∞ при M → 0+ (0, )M  , 
4) (Mопт,νопт) является единственной критической 

точкой при ν > 0, о чём было сказано при анализе урав-
нения (19). 

Поскольку на границах рассматриваемой нами об-
ласти V0(M,ν) стремится к бесконечности, а найденная 
точка (Mопт,νопт), принадлежащая данной области, явля-
ется единственной критической точкой, и только в этой 
точке может существовать экстремум [15], то очевидно, 
что найденная нами точка является точкой минимума. 

Один из возможных графиков функции двух перемен-
ных V0(M,ν), полученный при выборе некоторых типовых 
значений её параметров, показан на рис. 6. Для удобства 
восприятия внизу показаны линии уровня, очерчивающие 
область, в которой находится точка минимума. 

Полученное выше решение в форме (23) является 
точным решением поставленной задачи оптимизации, 
но пользоваться им на практике несколько затрудни-
тельно. Ниже предлагается приближённое решение. 

Из (19) следует, что 
3 2

2 2

4 43 2 39 33 3 1
1 2 3 2 3 2
3 9

  
  

 

 
       

.  

При ν = 1 второе выражение в скобках отличается от 
единицы на 2/15, при ν = 2 – на 1/12, при ν = 3 – на 2/33 
и далее продолжает убывать с ростом ν. Рассматривая 
данную составляющую как относительную погрешность 
определения ξ, получаем приближённое равенство 

опт 3


  . (26, а) 

Тогда из (23, б) 

опт
3
2

M


 .  (26, б) 

 
Рис. 6. Вид функции V0(M, ν) при ν > 0 и ν < M.  

Для удобства восприятия внизу показаны линии уровня 
Выражениями (26) пользоваться намного проще, чем 

точными формулами (23). 
С учётом (12) находим 

экв
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ПАС 1 2

2
9 ( , )

N
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 , экв
опт

ПАС 1 22 ( , )
N

M
L  

 . (27) 

Приведём далее выражение, позволяющее оценить 
приращение эквивалентного порядка ΔNэкв = Nas, кото-
рое требуется для сохранения точности настройки в ус-
тановившемся режиме при переходе от обычного АФ, 
работающего без понижения частоты дискретизации, к 
МАФ. Воспользуемся (1), (10), (11) и (27): 
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экв экв ПАС 1 22 ( , )N N L    . (28) 

Пример выбора оптимальной структуры  
для МАФ с равномерным разбиением по частоте при 
использовании алгоритма НСК 

Предположим, что для обеспечения необходимой 
точности настройки в установившемся режиме адаптив-
ный фильтр должен иметь эквивалентный порядок 
Nэкв = 150. Для ПАС зададим показатель частотной из-
бирательности L(ε1,ε2) = 2 (то есть, ε1 ≈ ε2 =0,01). 



 

 
 
22 

Выберем оптимальную структуру по критерию мини-
мума операций комплексного умножения. Воспользуем-
ся для этого выражениями (27) и (28). Находим  
Mопт ≈ 6,68, νопт ≈ 4,45, ΔNэкв ≈ 24. Эквивалентный поря-
док МАФ должен быть равен 150 + 24 = 174. 

Теоретические оценки общего объёма вычислитель-
ных затрат для разных значений M и ν при заданных 
выше параметрах представлены в форме семейства 
кривых на рис. 7. Действительно, минимум вычисли-
тельных затрат достигается при Mопт ≈ 6,68 и νопт ≈ 4,45. 

 
Рис. 7. Теоретические оценки общего объёма  

вычислительных затрат для разных значений M и ν  
при Nэкв = 150 и L(ε1,ε2) = 2 (ε1 ≈ ε2 =0,01) 

Но количество каналов МАФ и коэффициент деци-
мации – это целые числа. Ближайшими целыми значе-
ниями к 4,45 являются числа 4 и 5. 

Из (26) следует, что 

опт опт
3 3
2 2

M


  . (29) 

Если νопт = 4, то Mопт = 6, а если νопт = 5, то  
Mопт = 7,5. Предпочтение следует отдать первой паре, 
так как во втором случае значение Mопт далеко от бли-
жайших к нему целых чисел 7 и 8. 

И в самом деле, на рис. 7 точка, соответствующая 
выбору νопт = 5 и Mопт = 7, расположена даже выше точ-
ки, соответствующей выбору νопт = 5 и Mопт = 8. 

Если для расчёта весовых коэффициентов фильтров 
ПАС использовать алгоритм, описанный в [2], то сможем 
получить ПАС, затраты на реализацию которых сведены 
в табл. 1. С учётом этих реально достигаемых характери-
стик получаем оценки, представленные на рис. 8. 

 
Рис. 8. Реально достигнутые вычислительные затраты  

для разных значений M и ν  
при Nэкв = 150 и L(ε1,ε2) = 2 (ε1 ≈ ε2 =0,01) 

Минимум вычислительных затрат снова достигается 
при Mопт = 6 и νопт = 4. Хотя на реализацию реально по-
лученных ПАС требуется несколько больший объём вы-
числительных затрат, чем тот минимальный уровень, 
который даёт (7) при оценках показателя частотной из-
бирательности по (3) или (4). 

Заключение 

В статье получены аналитические зависимости, по-
зволяющие выбрать оптимальную структуру МАФ с рав-
номерным разбиением по частоте при использовании 
алгоритма НСК. Для практического использования вы-
ведены простые приближённые формулы: (27), (28) и 
(29). Приводится пример использования предлагаемых 
расчётных соотношений. 

Анализ теоретических и экспериментальных резуль-
татов, представленных на рис. 6-8, приводит к следую-
щим выводам. Во-первых, при соблюдении оптимально-
го соотношения между числом каналов и коэффициен-
том децимации (28) объём вычислительных затрат мед-
ленно меняется с ростом числа каналов МАФ. То есть, 
условие (29) является решающим в задаче оптимизации 
МАФ. При его выполнении M и ν можно менять в широ-
ких пределах, практически не увеличивая вычислитель-
ные затраты. Во-вторых, при малом числе каналов (ме-
нее 10) следует учитывать дискретность параметров M и 
ν, которые могут принимать только целочисленные зна-
чения. В окрестностях теоретически найденного реше-
ния задачи оптимизации следует выбирать такую пару 
целых чисел Mопт и νопт, для которой условие (29) со-
блюдается с наименьшей погрешностью. 
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OPTIMIZATION OF THE MULTIRATE 
ADAPTIVE FILTER WITH  
LEAST-MEAN-SQUARE ALGORITHM  
IN EQUAL-WIDTH SUBBANDS 

Linovich A.Yu. 
The main subject is solving of the optimization problem 

for the multirate adaptive filter with least-mean-square algo-
rithm in equal-width subbands. Analytical estimations for the 
best values of the main parameters of the multirate adaptive 
filter are derived. The results of the computer simulation 
which confirm the theoretical study are supplied. 

The analysis of the theory and experiments results in the 
next decisions. First, while the optimal ratio between the 
decimation ratio and quantity of channels holds true, large 
changes of the quantity of channels tends to insignificant 
increase in the computational complexity. So this ratio may 
be considered as the main condition of optimality. Second, 
for the little quantity of channels the discreteness of the 
quantity of channels and decimation ratio should be taken 
into account. That is, in the neighborhood of the theoretical 
minimum point it is necessary to choose those couples of 
numbers which are closer to the optimal ratio. 
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С использованием спектральной теории, методов статисти-
ческой радиотехники и имитационного моделирования  проведен 
анализ характеристик цифровых устройств записи и воспроизве-
дения радиосигналов при восстановлении частоты в многосиг-
нальном режиме. Указаны условия возникновения ошибок восста-
новления частоты и приведены оценки их значений. 
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И ВОСПРОИЗВЕДЕНИЯ РАДИОСИГНАЛОВ В МНОГОСИГНАЛЬНОМ РЕЖИМЕ 
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Ключевые слова: цифровое функциональ-

ное устройство, запись и воспроизведение ра-
диосигналов, восстановление частоты, много-
сигнальный режим, бигармонический сигнал.  

Введение 

В ряде задач радионавигации, радиолокации и 
радиоподавления решается задача восстановления 
(воспроизведения) частоты на основе наблюдения ра-
диосигналов на ограниченном интервале времени. Для 
решения этой задачи могут быть использованы лампы 
бегущей волны (ЛБВ), аналоговые рециркуляторы на 
основе волноводов и коаксиальных кабелей [1], устрой-
ства запоминания частоты на поверхностно-активных 
волнах (ПАВ), волоконно-оптические рециркуляторы и 
цифровые устройства записи и воспроизведения радио-
сигналов (ЦУЗВ). Последние устройства являются ос-
новой для построения систем определения и воспроиз-
ведения частоты (СОВЧ) и в настоящее время стали 
стандартом «де-факто» для средств и систем радиопо-
давления [1, 2].  

Как отмечено в [2], цифровые устройства записи и 
воспроизведения радиосигналов чувствительны к мно-
гочастотным помехам. В известной литературе основ-
ные закономерности и количественные оценки влияния 
многочастотного режима и помех на качество восста-
новления несущих частот радиосигналов с использова-
нием ЦУЗВ не приведены.  

Цель исследований – выявление основных законо-
мерностей влияния многочастотного режима работы на 
эффективность функционирования ЦУЗВ при восста-
новлении частоты радиосигналов. 

Выявление основных закономерностей функциони-
рования ЦУЗВ в многосигнальном режиме проведем 
применительно к характерной для радиоподавления 
задаче восстановления гармонических колебаний из 
короткой (доли-единицы мкс) выборки принимаемых 
сигналов радиоэлектронных средств, спектры которых 
находятся в пределах полосы пропускания F  входно-
го полосового фильтра ЦУЗВ. Из восстановленных гар-
монических колебаний путем соответствующей модуля-
ции могут быть сформированы различные виды помех: 
«доплеровский шум», уводящие по скорости, уводящие 
по скорости и дальности и т.д. [1]. 

Метод восстановления гармонического колебания  
По аналогии с аналоговыми циркуляторами с под-

стройкой фазы ретранслированного колебания [1], фор-
мирование в ЦУЗВ гармонического колебания из запи-
санной короткой выборки длительностью зT Z t  , где 

t  – период дискретизации, состоящей из 1,z Z  ком-

плексных отсчетов S A jBz z z   записанной копии ра-

диосигнала с оценками фаз отсчетов 
Bzarctgz Az

  , мо-

жет осуществляться методом «сшивки фаз». Суть этого 
метода поясняет рис. 1. 

 
Рис. 1.  Характерные процессы 

при восстановлении частоты радиосигнала 

Метод восстановления гармонического колебания 
включает следующие операции: 

– выделение короткого участка – интервала анализа 
из первых 1,i N , отсчетов / 2N Z  длительностью 

aT N t  ; 
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– поиск среди ,k J J M   отсчетов копии радио-
сигнала начиная с J -го, при 1J N  , N M , 
J M N Z    группы из min min min, 1,...,i i i N   от-
счетов, оценки фаз которых имеют минимальный сред-
ний квадрат отклонения от оценок i : 

 1 2arg minmin
1

N
i k i iNk i

  

 ; (1) 

– вычисление среднего сдвига фаз   между от-
счетами за период воспроизведения сигнала 

 min
1

1

N
i i iN i

    

 ; (2) 

– формирование требуемого числа 1, L  отсчетов 
восстанавливаемого гармонического колебания путем 
циклической перезаписи (воспроизведения) записанного 
участка с периодом воспроизведения в minT i t   и 
сдвигом по частоте на   

minmod( , ) 1
j tY S ei

   
  , (3) 

где mod( , )x y  – операция взятия модуля целого числа 

x  по y ,  mod( , ) /x y x y x y   ,    – целая снизу 
часть числа.  

Параметр J  алгоритма определяет минимальный 
min
вT J t   период воспроизведения сигнала. Гармо-

нический сомножитель в (3) компенсирует разность фаз 
на периоде воспроизведения, образующуюся ввиду не-
соблюдения кратности периода и периода восстанавли-
ваемого гармонического колебания и определяется как   

вT





  . (4) 

При наличии на входе ЦУЗВ только одного гармони-
ческого сигнала отсутствие смещения частоты восста-
навливаемого сигнала при сшивке фаз будет иметь ме-
сто, в том числе, при упрощенных вариантах алгоритма 
восстановления частоты, в частности, при произволь-
ном выборе величины периода воспроизведения 

2вT N t   при соответствующих этому периоду значе-
ниях сдвига частоты  , либо при выборе оптимально-
го периода ретрансляции в соответствии с (1) при 
 =0, когда на периоде ретрансляции укладывается 

кратное число периодов восстанавливаемых колебаний. 
В общем случае выбор оптимального значения вT  при-
водит к минимальному смещению частоты  . 

Отметим, что приведенная выше оптимизационная 
процедура является экономичным в вычислительном 
плане вариантом измерения (с точностью до интервала 
дискретизации) величины, кратной периоду сигнала при 
наличии шума, выполняемая при использовании только 
фазы сигнала и на части его периода.  

Если участок принимаемого радиосигнала длитель-
ностью зT  представляет собой «вырезку» из гармони-
ческого колебания, то его ширина спектра по первым 
нулям составит 2 /з зF T  . С использованием метода 

«сшивки фаз» из этого участка может быть сформирова-
но квазигармоническое колебание произвольной дли-
тельности T  с шириной спектра по первым нулям 

2 /вF T  . Точность восстановления центральной час-
тоты спектра зависит от характеристик аналого-цифро-
вого преобразования, длительности интервала записи и 
отношения «сигнал/шум» и для характерных параметров 
современных ЦУЗВ [2] составит сотни Гц – единицы кГц. 
Так, например, прямое использование приведенного вы-
ше алгоритма сшивки фаз для ЦУЗВ с квадратурными 
каналами при частоте дискретизации 500 МГц при числе 
разрядов АЦП, равном 6 бит [2] для случая записи участ-
ка радиосигнала длительностью 0,5 мкс на частоте  
15,3 МГц при аT =0,1 мкс, то есть 50N  , при пренебре-
жимо малых шумах обеспечивает ошибку восстановле-
ния частоты 317 Гц. При этом mini =196, аT =0,392 мкс, 

2
f 




  = – 6,4 кГц. При увеличении числа разрядов 

АЦП до 12 бит ошибка уменьшается до 117 Гц.  

Восстановление частоты гармонического  
колебания в многочастотном режиме 

Основные закономерности восстановления частоты в 
многочастотном режиме исследовались путем построе-
ния спектральных характеристик восстановленного сиг-
нала и методом имитационного моделирования.  

Установим соотношения между спектрами колебаний 
на входе и выходе ЦУЗВ с квадратурными каналами и 
переносом сигнала на видеочастоту [2]. Считаем, что 
предшествующий ЦУЗВ приемник имеет полосу пропус-
кания F , а квадратурные каналы в ЦУЗВ – полосы про-
пускания / 2F  [2]. 

Пусть на входе ЦУЗВ действует аддитивная сумма 
1,m M  гармонических сигналов с амплитудами Am , 

частотами m  ( m F   ) и начальными фазами m  в 

сочетании с внутренним шумом приемника ( )n t : 

( )( ) Re ( )
1

m m
M

j tY t A e n tm
m

     
  
  . (5) 

Участок процесса ( )Y t  длительностью вT  будет 
иметь спектр 

в
( ) ( ) ( )ш

1
m

M
jG A G e Gm T m
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  ,  (6) 
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в
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 – спектр радио-

импульса длительностью вT  на несущей частоте m ; 

( )шG   – спектр реализации внутреннего шума приемни-
ка длительностью вT .  

В случае, когда 1/вT F  , для модуля спектра 
внутреннего шума можно принять  

0,  
( )ш ш ,  .

F
G P

F
F
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В соответствии с (3), восстановленное колебание 
представляет собой периодическое повторение запи-
санного участка длительностью вT  со спектральной 

плотностью ( )G  , сдвинутое по частоте на  . Спектр 
восстановленного сигнала задается на дискретной сет-
ке частот 2 / вk T   , где k  – целое число, и для 
предельного случая   запишется в виде  

 

 
ш

2 1
в

в в 1

вsin 2 / в 2 ш ,
2 / / 2в

m

k

Mk jG A emT T m
Tk T m P je

k T Fm

 

  


  

         
     

   
   





 (7) 

где ш шarg ( )k G   . 

Для гармонического случая ( 1M  ), пренебрежимо 

малых шумах 2
ш 1/ 0P A   и произвольном вT , с уче-

том изменения фазы в пределах 0...2 , когда 

( ) 2
2

tt 
 


    

 
, где    x x x   – дробная часть чис-

ла,    – целая часть числа, имеем 

( )2 1 в 1
2 2в в

( )2 21 в 1 ,12 2в в

t T t
T T

t T t nn
T T
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где 
( )1 в 1
2 2
t T t

n
 

 
          

 - целое число.  

Таким образом, для гармонического случая при от-
сутствии шумов сдвиг по частоте жестко связан с пе-
риодом воспроизведения.  

С учетом (8)  

 

 
 

вsin 2 / в 1 sin ( ) 1, ,2
0, ,2 / / 2 ( )в 1

Tk T k n k n
k nk T k n

  


   

               
 

то есть единственное отличное от нуля значение спек-

тра восстановленного колебания 
2 0

в

kG
T



 

   
 
  

будет иметь место на частоте 
2 2

в в

k n
T T
 

     

2
1 1

в

n
T


    , и, таким образом, частота восстанав-

ливается точно.  
Проведем оценку характеристик восстановления 

частоты единственного гармонического колебания при 
наличии шума. Для этого оценим статистические харак-
теристики величины  , определяемой (2). Будем рас-
сматривать случай достаточно больших отношений 
мощности сигнала к мощности шума, при которых оцен-
ки фаз являются центрированными нормально распре-
деленными случайными величинами [3]. Оценки фаз 
будут независимыми, если они берутся через интерва-
лы времени 1/ F   . Тогда число независимых от-

счетов в (1) и (2) меньше общего числа отсчетов при дис-
кретизации и составит   

/
a

д

N t FN T F N
F

 
   


. (9) 

Величина   – гауссовская с математическим ожи-

данием 0   и дисперсией 
2 /22
/ 2( )

N

N

     

1ш
a

P
P T Fc




, где 2 ш
2
P
Pc

   – дисперсия измерения фа-

зы полезного сигнала. Поэтому среднеквадратическая 
ошибка восстановления частоты, обусловленная наличи-
ем шумов, составит 

2
1 1ш

2 2 2 в a(2 ) в

P
f T P T FcT

 


  
. (10) 

Так как ш 0P N F  , где 0N  – спектральная плот-
ность внутренних шумов приемника, то  

1 0
2 в a

N
f T P Tc




 .  (11) 

Таким образом, среднеквадратическая ошибка вос-
становления частоты изменяется обратно пропорцио-
нально периоду восстановления частот ЦУЗВ и отноше-
нию «сигнал/шум» на интервале анализа.  

На рис. 2 приведены результаты расчета среднеквад-
ратической ошибки восстановления гармонического ко-
лебания по частоте в зависимости от отношения мощно-
сти шума к мощности сигнала с использованием (10), (11) 
(пунктирные кривые) и при прямом имитационном моде-
лировании (сплошная кривая). 

 
Рис. 2. Зависимости среднеквадратической ошибки  

восстановления частоты от отношения мощности шума  
к мощности сигнала 

Имитационное моделирование проводилось путем 
формирования входной реализации в виде суммы гармо-
нического сигнала и шума с равномерным энергетическим 
спектром в заданной полосе, дискретизации входной реа-
лизации на интервале записи зT , воспроизведении алго-
ритма (1)-(3) восстановления гармонического колебания и 
расчета спектра восстановленного колебания с использо-
ванием дискретного преобразования Фурье.  

Расчеты проводились при aT =0,1 мкс, min
вT =0,4 мкс, 

дF F  =500 МГц. 

Как видно из рис. 2, в области / 0,1ш cP P   (сильный 
сигнал) оценки, полученные при моделировании и при 
теоретическом расчете, совпадают. Расхождение оценок 
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при / 1ш cP P   (слабый сигнал) обусловлены не учиты-
ваемыми при теоретическом анализе аномальными 
ошибками измерения фазы.  

При наличии бигармонического колебания ( 2M  ) 
или, в общем случае, многочастотного колебания 
( 2M  ) сдвиг по частоте при воспроизведении (даже 
без учета влияния шума) 

в1 ( ( ) )arg
в в 1

( )arg .
1

m m

m m

M
j T tA emT T m

M
j tA em

m

  

 

                  
           





 

является сложной функцией периода воспроизведения, 
амплитуд и частот многочастотного сигнала.  

Для бигармонического колебания, в случае, когда 
период вT  воспроизведения, выбранный в соответст-
вии с (1), удовлетворяет условию  

вT T , (12) 

где T  – период бигармонического колебания, будет 
иметь место точное восстановление частоты каждого 
колебания, причем частотный сдвиг при воспроизведе-
нии  =0. 

Если условие (12)¸ например, из-за ограниченности 
времени записи и анализа, не выполняется, будет 
иметь место ошибка вi  восстановления частоты и 
обогащение спектра восстанавливаемых колебаний.  

Обогащение спектра при неточном восстановлении 
частот как в односигнальном, так и в многосигнальном 
режимах обусловлено тем, что дискретные частоты 

2 / вk T    не совпадают с нулями функций  

sin(( ) / 2)в
( ) / 2

Tm
m

 
 



. Частоте m  в пределах главного 

(по первым нулям) лепестка спектра воспроизводимого 
участка гармонического колебания будут соответство-
вать две дискретные частоты 2 / вk Tm    и 

2 ( 1) / вk Tm     (рис. 3).  

Одну из этих частот, имеющую номер гармоники  
2 вarg min ,

2вm

k Tm mk roundm mTk

 
 


       
 

 (13) 

где  round   – операция округления до ближайшего 
целого, частоту  

2 /1 вk Tm m       (14) 

и амплитуду   
  

 
sin / 21 в

1 / 21 в

Tm mY Ai m Tm m

 

 





 (15) 

будем считать основной (полезной), а вторую с часто-

той 
2 / ,   01 в 1

2 2 / ,   01 в 1

Ti i i
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 и амплитудой 

  
 

sin / 22 в
2 / 22 в

Tm mY Ai m Tm m

 

 





 – паразитной. 

 
Рис. 3. Иллюстрация процесса обогащения спектра  

при восстановлении частоты 
Соотношение амплитуд паразитной и полезной дис-

кретных частот 2
1

Y i
Y i

   может изменяться в пределах от 

0 до 1. Случай  =1 соответствует максимально возмож-
ной ошибке восстановления гармонического колебания 
на частоте fi , когда оно будет представлено двумя гар-

мониками на частотах 
в

i T


   с одинаковыми амплиту-

дами.  
Ошибки вm  восстановления частот m , отсчиты-

ваемые от основных гармоник, определяются по формуле  

2 в
в 2в

Tmroundm m T


  


        
  

 (16) 

и являются сложными функциями длительности записы-
ваемого участка зT , времени анализа aT , минимального 

периода воспроизведения min
вT  и спектральных харак-

теристик записанного участка колебаний. Для примера на 
рис. 4 приведены зависимости ошибок воспроизведения 
частот при фиксированной частоте первого сигнала 

151f   МГц и изменении частоты второго сигнала в пре-
делах 12…18 МГц.  

 
 а) / 11 2A A    б) / 101 2A A   

Рис. 4. Зависимости ошибок воспроизведения частоты  
первого (сплошная кривая) и второго (пунктирная кривая)  

сигналов от частоты второго сигнала  
при фиксированной 151f   МГц 

При равенстве амплитуд гармонических сигналов 
ошибки воспроизведения частоты равны по модулю и 
имеют разный знак (рис. 4а). Вид приведенных на рис. 4 
зависимостей дает основание рассматривать ошибки 
воспроизведения частоты сигналов в зависимости от 
разности частот как коррелированные случайные про-
цессы. Так как положительный и отрицательный сдвиги 
частоты   равновероятны, то математические ожида-
ния ошибок воспроизведения частоты при усреднении 
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разности частот будут равны нулю, что подтверждается 
статистическими экспериментами. Процессы являются 
сильно коррелированными с отрицательным коэффи-
циентом корреляции. В частности, при / 11 2A A   вы-
борочный коэффициент корреляции 

в1 в2
1 112

2 2
в1 в2

1 1

r r

r r

R
f f

rr
R R

f f
r r

 
  

 
 



 
, где в1(2)r

f  – ошибка 

воспроизведения частоты при r -ом значении разности 
частот, а при / 101 2A A   коэффициент корреляции 

0,9412r   . 
На рис. 5 приведены зависимости среднеквадрати-

ческих значений ошибок воспроизведения частот би-
гармонического сигнала от отношения амплитуд при 
фиксированной частоте первого сигнала 1f =15 МГц и 
изменении частоты второго сигнала от 10 до 20 МГц  
(рис. 5а) и изменении частоты второго сигнала от 50 до 
60 МГц (рис. 5б). 

 
 а) 2f =10…20 МГц  б) 2f =50…60 МГц 

Рис. 5. Зависимость среднеквадратических ошибок  
восстановления частот двух гармонических колебаний 

(пунктирные кривые – частота f1, сплошные – частота f2) 
от соотношения их амплитуд (1, 2, 3 – время записи 2 мкс, 

1,2 мкс и 0,9 мкс, соответственно) 

С увеличением отношения /1 2A A  ошибка воспро-
изведения частоты большего по амплитуде сигнала 
уменьшается примерно пропорционально отношению 
амплитуд, а ошибка воспроизведения частоты меньше-
го по амплитуде сигнала незначительно возрастает. С 
увеличением времени записи (при фиксированных вре-
мени анализа и значении минимально возможного пе-
риода повторения) ошибки воспроизведения частот би-
гармонического сигналов уменьшаются. 

Обращает на себя внимание резкое, на порядок и бо-
лее (при / 11 2A A  ) уменьшение ошибки воспроизведе-
ния частоты при увеличении разности частот от 5 МГц 
до 35…45 МГц. Это обстоятельство объясняется повы-
шением вероятности частоты выполнения условия (12) с 
увеличением модуля разности частот. Действительно, 
так как для периода бигармонического сигнала (для оп-
ределенности 2f > 1f ) должны выполняться условия  

,1 1
2 2.

T f n
T f n

 
 

 (17) 

где 1n , 2n  – натуральные числа, то  

2 1
2 1

n n
T

f f


 
 (18)  

Возможные значения периода воспроизведения нахо-

дятся в диапазоне min ,в з aT T T   
. Таким образом, при 

увеличении 2 1f f  может быть подобрано больше пар 

чисел ( , )1 2n n , точно или приближенно удовлетворяющих 

(17), (18), при которых min ,в з aT T T T     
. При прибли-

женном соблюдении (17), (18) дополнительную подстройку 
с минимизацией ошибки обеспечит частотный сдвиг (4).  

Заключение 
Отметим в заключении, что относительно низкие 

ошибки воспроизведения частот бигармонического сиг-
нала будут иметь место только при использовании мини-
мизационной процедуры (1). Упрощенная реализация 
«сшивки фаз» с фиксированным периодом воспроизве-
дения, которая может быть использована при наличии 
единственного гармонического сигнала,  в многосигналь-
ном режиме в большинстве случаев не допустима. В ча-
стности, при использовании характерных применительно 
к рассматриваемым ситуациям фиксированных значений 

вT  = 0,4…1,1 мкс, приводит к увеличению ошибок вос-
произведения частот сигналов при больших расстройках 
на порядок и более.  

Наиболее опасными при восстановлении частот с ис-
пользованием ЦУЗВ по коротким выборкам являются си-
туации многосигнального режима при малых частотных 
расстройках сигналов. Уменьшение ошибок воспроизве-
дения частот в многосигнальном режиме может быть дос-
тигнуто за счет оптимального выбора периода воспроиз-
ведения по критерию минимума среднего на интервале 
анализа квадрата разности фаз за период воспроизведе-
ния и при увеличении времени записи радиосигналов.  
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PECULIARITIES AND 
CHARACTERISTICS OF FREQUENCY 
REGENERATION WITH THE RF 
SIGNALS RECORDING-REPRODUCING 
DIGITAL FUNCTIONAL DEVICES  
IN THE MULTISIGNAL MODE 

Kozlov S.V., Mazilov S.L., Uskov A.V. 
With the use of the spectral theory, statistical radio engi-

neering and simulation modeling methods the analysis of 
characteristics of the RF signals recording-reproducing digital 
devices under frequency regeneration in the multisignal mode 
is performed. The conditions in which frequency regeneration 
errors arise are stated and their values are specified.  
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Представлен обзор методов распознавания и алгоритмов клас-
сификации видов модуляции, разработанных за последние десяти-
летия отечественными и зарубежными учёными. Особое внимание 
уделено алгоритмам на основе вейвлет-преобразования. Отмеча-
ются достоинства рассматриваемых методов и алгоритмов, вы-
деляются перспективные направления исследования. 

УДК.621.376 

МЕТОДЫ РАСПОЗНАВАНИЯ МОДУЛЯЦИИ 

Макаров К.С., аспирант Курского государственного университета, e-mail: runaway90@mail.ru 

 
Ключевые слова: модуляция, распознава-

ние, классификация, вейвлет-преобразование, 
технологии связи, алгоритм. 
Введение 

Распознавание вида модуляции нашло при-
менение во многих военных и гражданских об-
ластях. Оно динамично развивается в последние годы в 
связи с распространением технологий беспроводной 
связи, которые требуют разработки новых методов клас-
сификации модуляции. Опережающее развитие тех-
нологий ставит перед инженерами новые проблемы, свя-
занные с возможностями анализа сигналов (в том числе, 
определения вида модуляции) в реальном времени. 
Среди важнейших приложений распознавания вида мо-
дуляции следует отметить радиоэлектронное подав-
ление и анализ угроз. В последние годы на первый план 
выходит развитие, так называемых, программно-опреде-
ляемых радиосистем (англ. Software-defined radio, SDR). 
Они обладают возможностями настраиваться на опре-
делённую частоту и принимать сигнал с различными ви-
дами модуляции. Наиболее простыми примерами таких 
систем являются радиомодемы GSM, WiFi и WiMax.  

В большинстве случаев часть параметров сигнала 
(таких как несущая частота, вид модуляции) являются 
известными принимающей стороне. Однако на практике 
иногда возникают ситуации с замираниями в каналах, 
сдвигами несущей, выборочными частотами и т.д., и в 
таких случаях возникает необходимость в гибких клас-
сификаторах, которым не нужно знание параметров ка-
нала связи. Это явилось причиной разработки алгорит-
мов идентификации модуляции, использующих вейвлет-
преобразование.  

Первая часть данной работы представляет собой 
классификацию и краткое описание алгоритмов распоз-
навания. За основу была взята классификация, предло-
женная в [6]. Во второй части представлены классифика-
торы, использующие вейвлет-преобразование. 
Методы распознавания цифровой модуляции 

В современных интеллектуальных системах связи 
(рис. 1) одним из важнейших составляющих является 
классификатор вида модуляции.   

В общем случае задача классификации модуляции 
состоит из двух этапов[6]: 

1. Предварительная обработка сигнала. 
2. Выбор алгоритма классификации. 
Предварительная обработка включает в себя шумо-

подавление, оценку несущей частоты, периода символа, 
мощности сигнала и т.д. Она зависит от выбранного ал-
горитма  классификации, так  как  различные  алгоритмы 

требуют знания определённых параметров канала связи 
с некоторой точностью. 

Существуют два основных класса алгоритмов распо-
знавания модуляции: алгоритмы на основе вероятност-
ного подхода (likelihood-based, LB) и на основе анализа 
особенностей (feature-based, FB). Первый использует 
функцию правдоподобия полученного сигнала, и реше-
ние принимается на основе сравнения отношения прав-
доподобия с некоторым порогом. Но оптимальные ре-
шения таких классификаторов имеют высокую вычисли-
тельную сложность, и, в связи с этим, приходится прибе-
гать к субоптимальным классификаторам.  

В подходе на основе анализа особенностей обычно 
используется ряд свойств сигнала, и решения принима-
ются на основе их значений. При достаточной оптимиза-
ции таких алгоритмов они обладают меньшей вычисли-
тельной сложностью по сравнению c LB алгоритмами. 
Рассмотрим эти два класса алгоритмов подробнее. 

Пусть принятый сигнал описывается как 
( ) ( ; ) ( ),ir t s t u n t   (1) 

где ( ; )is t u  – незашумлённый сигнал, значения  
которого зависят от множества величин 
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( ia  – амплитуда, f  – смещение несущей частоты,   – 
постоянная фаза несущей,   – период символа,   – 
ошибка синхронизации, ( )g t  – свёртка передатчика им-
пульсной формы с импульсной характеристикой канала, 
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 – K переданных 

комплексных символов данных, T – оператор транспони-
рования), а ( )n t  – комплексный белый гауссовский 
шум. Без ограничения общности, будут рассматриваться 
созвездия с единичной дисперсией, полученные путем 
нормализации сигнальных созвездий. Например, для  
М-арной амплитудной модуляции (MASK) символы за-
даются как  
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Рис. 1. Блок схема системы связи 

для прямоугольной M-арной квадратурной амплитудной 
модуляции (MQAM)  
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для M-арной фазовой модуляции (MPSK)  
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и для М-арной частотной модуляции (MFSK)  
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где индексы I и Q представляют синфазную (действи-
тельную) и квадратурную (мнимую) части, соответствен-

но, 2
( )s i  – дисперсия созвездия до нормализации, M – 

степень 2, и fd – девиация частоты. 
Классификатор, руководствуясь правилом принятия 

решения, выбирает модуляцию сигнала из Nmod кан-
дидатов модуляций, обозначенных целыми числами  
i = 1,..., N, или решает, что формат модуляции не может 
быть распознан. Основным критерием правильности 

работы является величина  '|i i
cP , обозначающая веро-

ятность классификации i’-го формата модуляции полу-
ченного сигнала, тогда как формат модуляции входяще-
го сигнала – i-ый. В классификации Nmod равновероятных 
модуляций средняя вероятность правильной классифи-
кации определяется как  

1 ( | )
mod 1

mod .N i i
cc ciP N P


    (2) 

Также можно использовать дополнительные вероят-
ности как критерии качества работы. Например, вероят-
ность ошибки для i-ой модуляции определяется как 

)|()( 1 ii
c

i
e PP  , тогда средняя вероятность ошибки 

cce PP  1 . 

Основная идея LB методов распознавания состоит в 
том, что функция распределения плотности вероятности 
(PDF) огибающей сигнала, определённая на модулиро-
ванном сигнале, содержит всю информацию для клас-
сификации. В зависимости от модели, принятой для не-

известных величин, в литературе предлагаются три ме-
тода: 

1) средний тест отношения правдоподобия (average 
likelihood ratio test, ALRT) [2], [4], [10]; 

2) обобщённый тест отношения правдоподобия 
(generalized likelihood ratio test, GLRT) [15], [16], [19]; 

3) составной тест отношения правдоподобия (hybrid 
likelihood ratio test, HLRT). 

Также в литературе представлены квази-ALRT и ква-
зи-HLRT методы [5], [7], [8]. 

ALRT подход работает с неизвестными величинами 
как со случайными переменными с определёнными 
функциями распределения плотности вероятностей. 
Например, функция правдоподобия (LF) согласно гипо-
тезе Hi, характеризующей i-ю модуляцию, mod1,...,i N , 
имеет вид  

( )[ ( )] [ ( ) | , ] ( | ) ,i
i i i i iA r t r t v H p v H dv    (3) 

где [ ( ) | , ]i ir t v H  – условная функция правдоподобия 
зашумлённого принятого сигнала r(t) согласно гипотезе 
Hi, определённая на неизвестном векторе vi, и 

( | )i ip v H  – априорная функция распределения плотно-
сти вероятности vi согласно гипотезе Hi. Если известна 
функция распределения плотности вероятности vi, то это 
даёт нам возможность упростить задачу до простой про-
блемы проверки гипотез, интегрированной по vi. Для 
комплексного аддитивного белого гауссовского шума в 
(1), условная функция правдоподобия задаётся как   

21 * 1
0 0
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i i
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i i

r t v H

N r t s t u dt N s t u dt 

 

      
    

 
(4) 

где N0 – двусторонняя спектральная плотность мощно-

сти AWGN в Вт/Гц, с автокорреляцией  *( ) ( )E n t n t    

0 ( )N    такой, что E{.} – математическое ожидание, а 
* – обозначает комплексное сопряжение. Кроме того, 

здесь 0[ ] ,T T
i iv u N  а Re{.} фиксирует действительную 

часть. Если выбранная ( | )i ip v H  – некоторая функция 
распределения плотности вероятности, результат ALRT 
оптимально классифицируется в смысле Байеса. 

В GLRT подходе неизвестные параметры обрабаты-
ваются как неизвестные обусловленные. Лучшее выпол-
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нение достигнуто на, так называемом, равномерно наи-
более мощном (uniformly most powerful, UMP) испытании. 
Необходимые и достаточные условия  существования 
UMP испытания представлены в [26]. Если UMP испыта-
ние не существует или трудно получаемо, логическая 
процедура оценивает неизвестные величины, принимая 
Hi за истину, а затем использует эти оценки в критерии 
отношения правдоподобия, как будто они были истинны. 
Если для оценок используется максимальная вероят-
ность (maximum likelihood, ML), испытание называют 
GLRT. GLRT обрабатывает неизвестные величины 
(включая как параметры, так и символы данных) как де-
терминированные неизвестные. Функция правдоподо-
бия, согласно гипотезе Hi, имеет вид 

( )[ ( )] max [ ( ) | , ].i
i iG v

r t r t v H
i

    (5) 

HLRT представляет собой комбинацию вышеописан-
ных методов, для которых функция правдоподобия, со-
гласно гипотезе Hi, имеет вид  

1 2 2 2
1

( )[ ( )] max [ ( ) | , , ] ( | ) ,
i

i
i i i i i iH v

r t r t v v H p v H dv    (6) 

где 
1 1

[ ]T T T
i i iv v v , а 

1iv и 
2iv – векторы неизвестных ве-

личин, смоделированные как неизвестные детерминиро-
ванные и случайные величины, соответственно. Как 
правило, 

1iv  и 
2iv  состоят из параметров и символов 

данных, соответственно.  
Следует обратить внимание, что ALRT методы мно-

гократно используют вычислительно сложную операцию 
интегрирования (3), в то время как GLRT методы – опе-
рацию нахождения максимума (5), также достаточно 
трудоемкую. В литературе достаточно часто предлага-
ются различные квази- ALRT методы [3] [12], [18] и ква-
зи- HLRT методы [1], [17], обладающие меньшей вычис-
лительной сложностью. 

Для FB алгоритма первоначально необходимы неко-
торые свойства для представления данных, а затем уже 
осуществляется принятие решения. Примеры таких 
свойств: корреляция между синфазными и квадратур-
ными компонентами сигнал; дисперсия центрированной 
нормированной амплитуды сигнала, фазы и частот; дис-
персия интервала между моментами пересечения нуле-
вого уровня; дисперсия модуля вейвлет-преобразования 
сигнала (WT) после удаления пиков; фаза PDF и её ста-
тистические момент; моменты, кумулянты и циклические 
кумулянты непосредственно сигнала, и т.д. 

В табл. 1 представлено большинство FB алгоритмов, 
отмечаются выбранные для классификации свойства, 
распознаваемые виды модуляции, каналы передачи и 
неизвестные параметры сигнала[6]. 

Работы отечественных учёных, касающиеся распо-
знавания модуляции, сравнительно немногочисленны.  

Одна из представленных – [29] посвящена методу на 
основе анализа векторной диаграммы. Распознавание 
осуществляется в условиях полной неопределённости из 
следующего множества распознаваемых модуляций: 
ФМ2, ФМ4, ФМ8, КАМ16, КАМ32, КАМ64, КАМ128 и 
КАМ256.  Различие сигналов ФМ и КАМ  проводилось по- 

средством анализа дисперсии амплитуды отсчётов на 
векторной диаграмме. Для нахождения порядка квадра-
турной модуляции использовалась модель сигнала из 
работы [25]. Однако надёжность метода распознавания 
была улучшена с помощью нахождения эмпирической 
плотности вероятности. Для определения порядка ФМ 
использовалась неинвариантность сигналов относи-
тельно поворотов вокруг центра векторной диаграммы 
на определённые углы. Реализация алгоритма показала 
90% правильного распознавания ФМ при отношении 
сигнал/шум 5 дБ, КАМ16 и КАМ32 – 10дБ, КАМ64 – 15 дБ 
и КАМ128 – 19 дБ. 

В работе [32] предлагается идентифицировать моду-
ляцию с использованием моментов высокого порядка. 
Основная идея этого подхода состоит в следующем. 
Если представить совместные моменты распознаваемо-
го комплексного сигнала x как 

, ,
b

a
a bM E x x

         

 (7) 

где x


 – комплексно сопряжённый сигнал, тогда выраже-
ние для кумулянта будет иметь вид 

, , . . . , , , . . . .a b
a b

C c u m x x x x
  

 
 
 

  (8) 

Из (7) и (8) видно, что совместные кумулянты слу-
чайной комплексной величины и ей сопряжённой при 
a b  будут характеризовать статистическую связь ме-
жду зарегистрированным и зеркально отображённым 
распределением мгновенной фазы сигнала, например: 
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Эмпирическим путем установлено, что одни виды 
модуляции целесообразно распознавать с использова-
нием кумулянтов 4-го порядка, другие – 2-го и т.д. 

Работа [24], идентифицирующая наиболее полный 
набор модуляций с помощью кумулянтов, обладает ря-
дом недостатков. Во-первых, это чувствительность к 
расстройке по несущей частоте, которую авторы предла-
гают решить с помощью расчёта дополнительного куму-
лянта 22С . Вторая проблема состоит в отсутствии в 
наборе распознаваемых модуляций частотных модуля-
ций (в силу того, что значения выбранного критерия 

22С  для FSK- и PSK-сигналов находятся в одной облас-
ти). Для их распознавания предлагается использовать 
значения разности фаз между отсчётами сигнала 

( ) ( ) (( ) ),p nT p nT p n l T      
где p(nT) – мгновенная фаза сигнала в момент времени 
nT, а конкретное значение индекса l устанавливается с 
учётом возможного значения максимальной скорости 
анализируемого сигнала. Далее авторы используют ме-
тодику, предложенную в [31], опирающуюся на поведе-
ние случайного процесса ( ).p nT  
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Таблица 1. Основанные на анализе особенностей классификаторы 

Авторы Свойства Модуляции Неизвестные 
параметры Канал(ы) 

Azzouz and 
Nandi 

Максимальная спектральная плотность 
мощности нормированной центриро-

ванной амплитуды, среднеквадратичное 
отклонение нормированной центриро-

ванной амплитуды, фазы и частоты 

2ASK, 4ASK, BPSK, 
QPSK, 2FSK, 4FSK – AWGN 

Soliman and 
Hsue 

дисперсия последовательности интерва-
лов между моментами пересечения ну-

левого уровня, разность фазы,  
гистограммы интервалов между момен-

тами пересечения нулевого уровня 

UW, BPSK, QPSK, 
8PSK, BFSK, 4FSK, 

8FSK 
– AWGN 

Soliman and 
Hsue PDF фазы UW, BPSK, QPSK, 

8PSK – AWGN 

Soliman and 
Hsue статистические моменты фазы UW, BPSK, 

QPSK, 8PSK – AWGN 

Sapiano и 
соавт. DFT фазы PDF UW, BPSK, 

QPSK, 8PSK – AWGN 

Ho и соавт. дисперсия модуля HWT, гистограммы 
модуля HWT и величины пиков  

BPSK, QPSK, 8PSK, 
2FSK, 4FSK, 8FSK, 
CP2FSK, CP4FSK, 

CP8FSK, MSK 

– AWGN 

Hong and 
Ho 

дисперсия модуля HWT  
и нормализованного модуля QPSK, 4FSK, 16QAM – AWGN 

Swami and 
Sadler 

нормализованные кумулянты  
4-го порядка принимаемого сигнала 

BPSK, 4ASK, 16QAM, 
8PSK, V32, V29, V29c 

несущая фаза  , 
частота f   

и ошибка син-
хронизации   

AWGN, 
импульс-
ный шум, 
внутрика-
нальная 
помеха 

Swami и 
соавт. 

нормализованные кумулянты  
4-го порядка принимаемого сигнала  

и функция стоимости AMA 

BPSK, 4ASK, QPSK, 
16QAM, V29, V32, 

64QAM 
– 

частотный 
селектив-
ный канал 

Martret and 
Boiteau 

моменты 4-го и второго порядков при-
нимаемого сигнала QPSK, 16QAM – AWGN 

Marchand и 
соавт. 

циклические кумулянты второго и чет-
вёртого порядка принимаемого сигнала 

QPSK, 16QAM, 
64QAM – AWGN 

Spooner и 
соавт.  

циклические кумулянты второго,  
четвёртого и шестого порядков  

принимаемого сигнала 

MSK, QPSK, BPSK, 
8PSK, 8QAM, QPSK, 
16QAM, 64QAM, V29 

сдвиг частоты 
f , избыточная 
полоса частот 
EBW, период 

символа T, ам-
плитуда сигнала 

a   

AWGN,  
внутрика-
нальная 
помеха 

Dobre и 
соавт. 

циклические кумулянты восьмого  
порядка принимаемого сигнала 

BPSK, QPSK, 8PSK, 
4ASK, 8ASK, 16QAM, 

64QAM, 256QAM 
– AWGN 

Dobre и 
соавт. 

циклические кумулянты четвёртого, 
шестого и восьмого порядка принимае-

мого сигнала 
4QAM, 16QAM 

несущая фаза  , 
дрожание фазы 
  1

K
k k 

, сдвиг час-
тоты f   

AWGN, 
импульс-
ный шум 

Dobre и 
соавт. 

циклические кумулянты восьмого по-
рядка на выходе выбранного блока  

объединения 

4ASK, 8ASK, 
BPSK,QPSK, 16QAM, 

32QAM, 64QAM 
– 

каналы с 
замирания-
ми Релэя и 

Райса 

Yu и соавт. DFT принимаемого сигнала 2FSK, 4FSK, 8FSK, 
16FSK, 32FSK – AWGN 
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Таким образом, в [32] получен алгоритм распознава-
ния цифровой модуляции, инвариантный к синхрониза-
ции приёмника по несущей частоте сигнала, однако чув-
ствительный к отношению сигнал/шум (для успешной 
идентификации необходимо более 12 дБ). 

В последние десятилетия многие исследователи 
предлагают использовать нейросетевые алгоритмы в за-
дачах распознавания модуляции. Наиболее заметны из 
отечественных работ по данной тематике [27] и [30]. В [27] 
предлагается алгоритм распознавания вида цифровой 
модуляции сигнала по форме фазового созвездия с ис-
пользованием самоорганизующихся карт Кохонена. Под-
черкивается его преимущество по сравнению с алгорит-
мом восстановления созвездий на основе метода «fuzzy 
c-means», состоящее в отсутствии необходимости апри-
орного знания максимального количества кластеров (ко-
личества фазовых позиций). Это достигается за счёт ис-
пользования математического аппарата самоорганизую-
щихся карт Кохонена. В его основе лежит алгоритм само-
организующихся карт (SOM). В работе используется алго-
ритм обучения карт Кохонена с непараметрической адап-
тацией (PLSOM), который обладает большей устойчиво-
стью обучения по сравнению с классическим алгоритмом 
SOM. Данный алгоритм обеспечивает распознавание ви-
дов цифровой модуляции при предельной относительной 
расстройке по несущей частоте 10-3 (относительно сим-
вольной скорости) до уровня отношения сигнал/шум 2дБ.  

Таким образом, данный алгоритм, в отличие от пре-
дыдущего, использующего для идентификации кумулян-
ты, является достаточно чувствительным к расстройке 
по несущей частоте, но более устойчивым к низкому от-
ношению сигнал/шум.  

В [30] продемонстрирована возможность построения 
нейросети для распознавания сигналов с типом модуля-
ции QAM256. В эксперименте набор возможных модуля-
ций состоял из FM4, QAM16 и QAM256. Использовалась 
двухслойная нейросеть с 64 и 128 нейронами в первом 
слое и одним во втором. Испытания показали 100% ве-
роятность правильной идентификации сигналов с 
QAM256 вместе с несколькими ложными захватами FM4. 
Данный недостаток, по мнению авторов, может быть 
преодолён увеличением количества нейронов в первом 
слое или переходом к трёхслойной сети.  
Распознавание видов модуляции сигналов  
на основе вейвлет-преобразования 

Основная идея использования вейвлетов в распо-
знавании цифровой модуляции заключается в возмож-
ности извлечении переходной информации сигнала на 
основе вейвлет-преобразования. Подходы к идентифи-
кации различаются как используемыми материнскими 
вейвлетами, так и самой структурой алгоритмов. В дан-
ном разделе статьи освещаются лишь некоторые алго-
ритмы, использующие вейвлеты в целях определения 
модуляции сигнала. 

Как уже упоминалось выше, в русскоязычных источ-
никах вопрос распознавания модуляции освещен недос-
таточно полно. Что касается методов на основе вейвлет-
преобразования, то здесь всё огранивается выдержкой 
из работы [21]. 

Если обращаться к трудам зарубежных учёных, сле-
дует отметить [9] (вместе с сопутствующими трудами 
авторов, являющимися направляющими в данной тема-
тике), [11], [13], [14] [20-23]. В [9] Hong и Ho расширяют 
свой метод, предложенный в предыдущей работе, на 
QAM модуляцию. Отличие алгоритма заключается в 
применении амплитудной нормализации к входному сиг-
налу. Её применение к QAM сигналам позволяет устра-
нить изменения амплитуды и использовать общий с PSK 
и FSK сигналами критерий различия. Затем в блоке при-
нятия решения дисперсии вейвлет-преобразований сиг-
нала с амплитудной нормализацией и без неё сравни-
ваются с некоторым порогом (определяющимся на осно-
ве статистических данных в канале с белым аддитивным 
гауссовским шумом). Основная идея принятия решения 
состоит в различии дисперсий модуля вейвлет-преобра-
зования Хаара. Для PSK модуляции вейвлет-преобра-
зование Хаара является постоянным, в то время как для 
FSK сигналов это многоступенчатая функция. Соответ-
ствующий алгоритм идентификации модуляции пред-
ставлен на рис. 2. 

Реализация алгоритма показала следующие резуль-
таты: более чем 97% при 50-ти исследуемых символах и 
при отношении сигнал-шум не ниже 5 дБ. Таким обра-
зом, данный алгоритм демонстрирует достаточно высо-
кие результаты при низком отношении сигнал/шум и по 
ряду параметров опережает многие другие классифика-
торы, основанные на анализе особенностей. Кроме того, 
большим достоинством метода распознавания, предла-
гаемого в [9], является отсутствие необходимости пред-
варительной обработки сигнала.  

Интересные с математической точки зрения идеи вы-
сказываются в работе [14]. В частности, приближение 
значения сигнала с помощью ряда Тейлора в точке, где 
величина вейвлет-преобразования максимальна, для 
эффективного вычисления. Рассматривая свойства ли-
нейности вейвлет-преобразования, авторы приходят к 
выводу, что модуль вейлет-преобразования P сигналов, 
модулированных по амплитуде и частоте, ограничен 
вблизи кривых, описываемых уравнениями 

0( ) / ' ( )k ka b b    ,  

где 0 – центральная частота вейвлета, ' ( )k   – произ-
водная полной фазы k-го сигнала, b – точка, в которой 
вейвлет максимален, 1,...,k P . 

Кроме того, закладывается возможность оценки ко-
эффициента затухания колебательной системы, исходя 
из наклона логарифма модуля вейвлет-преобразования 

0 *
0 0ln ( , ) ln ( )

2n d
a

W a b b B a   
 

     
 

,  

где   – коэффициент затухания системы, n  – собст-
венная частота незатухающих колебаний системы, d  – 
собственная частота затухающих колебаний системы, 

0a  – постоянное значение параметра детализации 
вейвлета, b – точка, в которой вейвлет максимален,  
B  – константа.  
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Рис. 2. Блок схема идентификатора цифровой модуляции на основе вейвлет-преобразования 
В работе [11] метод, основанный на вейвлет-

преобразовании, рассматривается как альтернатива 
традиционному подходу с использованием БПФ. За счёт 
меньшей вычислительной сложности алгоритм, исполь-
зующий вейвлеты, может найти применения при анализе 
сигналов в режиме реального времени. Кроме того, Hu-
mady и Chaiel обосновывают наибольшую эффектив-
ность для решаемой задачи вейвлета Хаара. В своих 
рассуждениях они основываются на том, что разность 
между выходами низкочастотного и высокочастотного 
фильтров должна быть наименьшей. Алгоритм с исполь-
зованием вейвлет-преобразования даёт выигрыш по 
времени приблизительно в 4 раза по сравнению с алго-
ритмом на основе быстрого преобразования Фурье, в то 
время как эффективность распознавания сохраняется. В 
своём труде они характеризуют теорию вейвлетов «как 
новый аналитический инструмент и формальные рамки 
как в математике, так и в информатике». 

Заключение 

В данной работе представлен обзор методов распо-
знавания цифровой модуляции, на основе которых был 
выделен ряд задач, стоящих в настоящее время перед 
разработчиками алгоритмов распознавания видов моду-
ляции. 

1. Расширение и детальная проработка математиче-
ских основ ряда алгоритмов и эмпирическая проверка 
полученных на основе анализа выводов. 

2. Включение новых видов модуляции в множество 
распознаваемых модуляций. 

3. Улучшение характеристик алгоритмов распознава-
ния (таких, как увеличение процента правильной клас-
сификации, уменьшение приемлемого для распознава-
ния отношения сигнал/шум, оптимизация скорости вы-
полнения алгоритма и т.д.). 

Отдельно выделены методы на основе вейлет-
преобразования, как наиболее перспективные. Теория 
вейвлетов, оформившаяся как инструмент для анализа 
сигналов, является  динамично развивающимся разде-
лом анализа, способным генерировать новые техноло-
гии распознавания входящих в обиход классов модуля-
ции. Таким образом, распознавание модуляции на осно-
ве вейвлет-преобразования является актуальным на-
правлением дальнейших теоретических и прикладных 
исследований.  
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METHODS OF MODULATION 
RECOGNITION 

Makarov K.S. 
This article is an overview of the methods of digital modula-

tion recognition developed over the last decade by domestic 
and foreign researchers. Particular attention is paid to algo-
rithms based on wavelet transform. Are marked merits of vari-
ous methods, are highlighted promising areas of research. 
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Солонина А.И., Клинский Д.М.,  
Меркучева Т.В., Перов С.Н. 
Цифровая обработка сигналов и MATLAB 
СПб.: БХВ-Петербург, 2013. – 512 с.  
(Учебная литература для вузов) 

Описываются базовые методы и алгоритмы цифровой обработки сиг-
налов и средств их компьютерного моделирования в системе MATLAB. 
Даны основы алгоритмического языка MATLAB. Рассматриваются дис-
кретные сигналы, линейные дискретные системы, дискретное преобразо-
вание Фурье с использованием алгоритмов БПФ, синтез и анализ КИХ- и 
БИХ-фильтров, в том числе с фиксированной точкой, спектральный ана-
лиз сигналов, многоскоростная обработка сигналов и адаптивная цифро-
вая фильтрация.  

Технология обучения в процессе компьютерного моделирования на 
основе созданных авторами программ или графического интерфейса 
пользователя MATLAB расширяет теоретические знания и позволяет 
понять многие важные проблемы и аспекты практического применения 
методов и алгоритмов ЦОС. На прилагаемом к книге CD хранятся обу-
чающие программы и таблицы исходных данных. 

Предназначена для студентов, аспирантов и преподавателей вузов, а также специалистов в области цифровой 
обработки сигналов.  
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Предложен метод анализа биомедицинских сигналов на примере 
ЭЭГ, основанный на оценке структур, образованных в результате 
«взаимодействия» цепочек локальных максимумов – ЦЛМ и цепочек 
локальных минимумов – ЦЛМин в пространстве «масштаб вейв-
лет-преобразования – время». Разработаны алгоритмы детекти-
рования таких структур, названных «областями сближения экс-
тремумов» – ОСЭ. Проведенные вычислительные эксперименты с 
различными типами модельных сигналов (моночастотные гармони-
ки, суммы нескольких гармонических сигналов, амплитудно-
модулированные гармоники, белые и цветные шумы) показали, что 
формирование ОСЭ тесно связано с феноменом дрейфа ЦЛМ и 
ЦЛМин в частотном пространстве. Продемонстрирован подход к 
обработке результатов исследования для зрительных вызванных 
потенциалов головного мозга, а также определен способ классифи-
кации выявленных феноменов ЭЭГ. 
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Введение 

Применение вейвлет-преобразований для 
анализа биомедицинских сигналов позволило 
расширить объём полезной информации, полу-
чаемой при обработке данных, регистрируемых 
с человека или животных в ходе клинических 
или физиологических исследований. Тем не ме-
нее, используемые в настоящее время методы, 
основанные на непрерывном вейвет-преобра-
зовании, в большинстве случаев не используют 
подходы, основанные на динамической оценке 
спектральных характеристик временного ряда 
исследуемых данных. Следовательно, актуальным явля-
ется создание таких методов, в которых учитывается, что 
биомедицинские сигналы, в их числе и электроэнцефало-
граммы (ЭЭГ), представляют собой результат сложного 
нелинейного взаимодействия большого числа осциллято-
ров, формирующих электрические сигналы от изучаемых 
органов и систем. На получаемые данные также влияют и 
особенности органов и тканей, через которые проходит 
сигнал, прежде чем он достигнет датчика. Поэтому нужен 
подход, направленный на многосторонний анализ биоме-
дицинских сигналов, включая данные ЭЭГ, основанный на 
непрерывном вейвлет-преобразовании, что поможет вы-
явить особенности разворачивающихся во времени про-
цессов в изучаемых органах и системах. Эти особенности, 
как уже отмечалось в [1-7], находят своё отражение в ви-
де специфической динамики поведения цепочек локаль-
ных максимумов (ЦЛМ) или минимумов (ЦЛМин) матриц 
квадратов коэффициентов непрерывного вейвлет–
преобразования.  

Целью данной работы является разработка метода 
исследования динамики поведения локальных экстре-
мумов матриц квадратов коэффициентов непрерывного 
вейвлет-преобразования сигналов ЭЭГ для определения 
областей, в которых наблюдается высокая концентрация 
цепочек локальных максимумов и минимумов. Анализ 
таких областей позволит дать оценку характеристикам 
процессов, происходящих в порождающих эти сигналы 
органах и системах. 

Основные подходы к анализу цепочек локальных 
минимумов для матриц квадратов коэффициентов 
непрерывного вейвлет-преобразования 

В результате непрерывного вейвлет-преобразования 
определенного сигнала (в т.ч. биомедицинского) получа-
ется матрица коэффициентов W(a,b). Каждый из коэффи-
циентов W(a,b) несёт в себе информацию об амплитуде 
сигнала в данный момент времени b на частоте (или 
масштабе) а. Возведя коэффициенты W(a,b) в квадрат и 
построив набор локальных спектров (скейлограмм, ло-
кальных энергетических спектров) [8], можно получить 
информацию о локальных экстремумах скейлограмм в 
каждый момент времени, а, следовательно, о наиболее 
или наименее выраженных частотных компонентах в ис-
следуемом сигнале в определенный момент [8].  

Как было показано в работах [4-7], локальные макси-
мумы могут располагаться так, что можно считать, что они 
«объединяются» в особые структуры – цепочки локаль-
ных максимумов – ЦЛМ. Они обладают высокой инфор-
мативностью при оценке феноменов ЭЭГ и вызванных 
потенциалов головного мозга, связанных с различными 
видами функциональных нагрузок человека [4-7].  

Введем четыре правила для цепочек локальных ми-
нимумов(ЦЛМин), что, наряду с  аналогичными прави-
лами для цепочек локальных максимумов [4], необходи-
мо для построения полной картины динамики поведения 
локальных экстремумов сигналов во времени. 
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1. Правило выделения ЦЛМин: k/Δb→1, где Δb – 
разность номеров отсчётов окончания и начала ЦЛМин 
для локальных спектров; k – число входящих в ЦЛМин 
точек. Суть этого правила в том, что оно даёт возмож-
ность, с одной стороны, выделить конкретную ЦЛМин, и 
с другой, избежать неправомерного объединения таких 
ЦЛМин в более длинную цепочку, при котором между 
ними имеются частотно-временные области без локаль-
ных минимумов. 

2. Правило классификации на пять основных типов 
ЦЛМин по частотному дрейфу (т.е. по изменению часто-
ты, на которой фиксируются элементы, составляющие 
цепочку): возрастающий; убывающий; не изменяющийся; 
убывающий, переходящий в растущий; растущий, пере-
ходящий в убывающий. 

3. Правило классификации на пять основных типов 
ЦЛМин по изменению энергетических характеристик 
W2(a,b) цепочки: возрастающий; убывающий; не изме-
няющийся; убывающий, переходящий в растущий; рас-
тущий, переходящий в убывающий. 

4. Правило формирования кросс-типов, когда одна 
цепочка описывается и энергетической, и частотной её 
составляющими. 

Как указывалось выше, подход, основанный на ис-
пользовании ЦЛМ и ЦЛМин, позволяет существенно по-
высить информативность анализа биомедицинских сиг-
налов. Однако он имеет и ряд недостатков, связанных, в 
первую очередь, с тем, что процесс изменения структу-
ры локальных спектров во времени учитывается в ис-
следованиях не полностью. Это объясняется в наи-
большей степени тем, что минимумы и максимумы ло-
кальных спектров, равно как и формируемые ими цепоч-
ки, анализируются по отдельности, без учета их взаимо-
связей и взаиморасположения.  

Ясно, что области в пространстве (a, b), где цепочки 
локальных максимумов и минимумов расположены дос-
таточно близко друг к другу (исходя из выбранной меры 
оценки расстояния между ними), играют важную роль 
при анализе функционирования исследуемых органов 
или систем, так как они характеризуют изменение 
свойств изучаемого сигнала и, следовательно, пред-
ставляют принципиально новую информацию о работе 
органов и систем, в частности, головного мозга. 

Рассмотрим для примера вейвлет-диаграмму сигнала 
ЭЭГ с отмеченными на ней областями, в которых цепочки 
локальных максимумов и минимумов расположены близко 
друг к другу (рис. 1). Как хорошо видно из рисунка, ЦЛМ и 
ЦЛМин формируют области (часть из них отмечена ок-
ружностями), в которых расстояние между ними мини-
мально, и, подчас, локальный минимум/минимумы или 
локальный максимум/максимумы соответствуют соседним 
(ближайшим) коэффициентам в матрице W2(a,b).  

Такие участки пространства (а, b), в которых ЦЛМ и 
ЦЛМин расположены достаточно близко друг к другу, 
назовём «областями сближения экстремумов» (ОСЭ).  

Очевидно, что в этом случае мерой близости ЦЛМ и 
ЦЛМин будет минимально возможное расстояние между 
формирующими их экстремумами  в пространстве (a, b). 

Рассмотрим результаты вычислительных экспери-
ментов для выявления возможных ОСЭ, проведённых с 

использованием модельных сигналов гармонического 
типа и «белого» и «цветного» шумов. 

Итогом проведенных вычислительных экспериментов 
с модельными сигналами, результаты двух из которых 
представлены на рис. 2 и 3, является вывод о том, что 
наличие ОСЭ является характерным признаком сигна-
лов, являющихся смесью большого количества компо-
нент с разными частотами. 

Правила выделения областей  
сближения экстремумов  

Важным моментом в анализе областей сближения 
экстремумов так же, как и при анализе цепочек локаль-
ных максимумов (или минимумов), является установле-
ние правил выделения участков пространства (a, b), ко-
торые можно идентифицировать как ОСЭ. 

Рассмотрим теоретические положения, с помощью 
которых будут сформулированы эти правила. 

Пусть существует множество  jM m  , являю-

щееся конечным упорядоченным набором элементов mj
α – 

локальных максимумов, где j – порядковый номер эле-
мента во множестве Мα; j =1,2,...,q1; q1 – общее число 
локальных максимумов в матрице W2(a,b); наличие 
верхнего индекса «α» обозначает принадлежность ко 
множеству локальных максимумов.  

По аналогии, пусть существует множество 

 jM m  , являющееся конечным упорядоченным 

набором элементов mj 
γ – локальных минимумов, где j – 

порядковый номер элемента в множестве Мγ; j =1,2,...,q2;  
q2 – общее число локальных минимумов в матрице 
W2(a,b); верхний индекс «γ» обозначает принадлежность 
ко множеству локальных минимумов. 

Каждый элемент множеств Mα или Мγ (т.е. локальный 
экстремум mj) характеризуется координатами в частот-
ном пространстве аj, во временном пространстве bj  
(b – это время, порядковый номер отсчёта в сигнале или 
порядковый номер скейлограммы) и в энергетическом 
пространстве (W2(a ,b)).  

На основе предыдущих исследований было получено 
[1-7], что локальные максимумы и минимумы формиру-
ют, соответственно, цепочки локальных максимумов и 
минимумов.  

Отметим, что каждая ЦЛМ представляет собой под-
множество Mα΄ множества Mα:  

11 2' { , ,..., }nM m m m M      , (1) 

где n1 – общее число локальных максимумов в опреде-
ленной ЦЛМ.  

Аналогично, каждая ЦЛМин представляет собой под-
множество Mγ΄ множества Mγ:  

21 2' { , , ..., }nM m m m M     , (2) 

где n2 –  общее число локальных минимумов в опреде-
ленной ЦЛМин. 

Следует обратить внимание на то, что элементы це-
почки (локальные максимумы или минимумы) располо-
жены в ней таким образом, что число соседей для каж-
дого элемента равно двум для всех элементов, кроме 
тех, которые соответствуют началу или концу цепочки.  



 

 
 
38 

 
Рис.1. Цепочки локальных минимумов (чёрного цвета) и локальных максимумов (серого цвета), полученные после обработки  
5-секундной ЭЭГ для состояния покоя испытуемого. Использован вейвлет Morlet и отведение Oz по международной системе 

расположения электродов 10-20. По оси абсцисс отложен порядковый номер отсчёта, по оси ординат – масштаб  
вейвлет-преобразования. Замкнутыми линиями отмечены несколько областей пространства (a,b), содержащих ОСЭ 

 
Рис. 2. Цепочки локальных минимумов (чёрного цвета) и локальных максимумов (серого цвета), полученные с применением  
модельного сигнала y=sin(x/10)+sin(x/25), где х – порядковый номер отсчёта. Использован вейвлет Morlet. По оси абсцисс  

отложен порядковый номер отсчёта, по оси ординат – масштаб вейвлет-преобразования. Видно, что вне участков  
с краевыми эффектами области сближения экстремумов (ОСЭ), практически, отсутствуют 

 
Рис. 3. Цепочки локальных минимумов (чёрного цвета) и локальных максимумов (серого цвета), полученные после обработки 

модельного сигнала, представляющего собой белый шум с единичной амплитудой. Использован вейвлет Morlet.  
По оси абсцисс отложен порядковый номер отсчёта, по оси ординат – масштаб вейвлет-преобразования.  

Наблюдается феномен формирования области сближения экстремумов (ОСЭ) 
По результатам проведенных исследований на мо-

дельных и экспериментальных сигналах было предло-
жено правило формирования ЦЛМ и/или ЦЛМин. Оно 
определяется значением логической функции f(ai,bj): 
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где ai-1 – масштаб локального максимума концевой 
точки ЦЛМ, ближайшей по величине масштаба к пред-
полагаемому для включения в ЦЛМ локальному макси-
муму; bj-1 – время (или номер отсчёта, номер скейло-
граммы) концевой точки ЦЛМ, ближайшей по времени 
(номеру отсчёта, номеру скейлограммы) к аналогичному 

значению предполагаемого для включения в ЦЛМ ло-
кального максимума; as – значение масштаба первой 
точки формирующейся ЦЛМ. Константы u и v получены 
при использовании правила k/Δb→1 и при наибольших 
для данного диапазона масштабов значений k (числа 
точек в ЦЛМ). Для вейвлетов Morlet и WAVE экспери-
ментально были получены значения u=3 и v=0.05 [4]. 

Если функция f(ai,bj) (3) равна единице («истина»), то 
новый локальный максимум включается в конкретную 
ЦЛМ или ЦЛМин, а если она равна нулю («ложь»), то не 
включается. 

Важно отметить, что это правило действует как при 
построении цепочек вдоль оси времени (bs<bn, где bs – 
координата первого локального экстремума цепочки, а 
bn – последнего), так и при построении цепочки против 
направления оси времени. При этом результаты выде-
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ления ЦЛМ и ЦЛМин оказываются тождественными – 
они дают один и тот же эффект.  

Обращает на себя внимание, что при реализации ал-
горитма на основе соотношения (3), ЦЛМ, выделенные в 
ходе анализа ЭЭГ, практически, всегда располагаются в 
пространстве (a,b) изолированно, не пересекаясь друг с 
другом. Иными словами, выполняется логическое усло-
вие:  
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где µ и λ – порядковые номера локальных максимумов в 
двух разных ЦЛМ; n и o – суммарное число локальных 

максимумов в каждой из этих двух ЦЛМ; 1 'M  и 2 'M  – 
два подмножества локальных максимумов, формирую-
щих первую и вторую ЦЛМ; , , ,n oa a a a     – масшта-
бы соответствующих локальных максимумов.  

В тоже время возможна ситуация, когда k/Δb<1, т.е. 
число точек единичной ЦЛМ меньше, чем число локаль-
ных спектров между координатами b начальной и конеч-
ной точки цепочки. Это означает, что хотя бы один ло-
кальный максимум с координатами (аm , bm) имеет в ка-
честве хотя бы одного соседа в локальном спектре с 
порядковым номером bm±1 локальный спектр без макси-
мума в окрестностях масштаба am. Данное состояние мы 
будем рассматривать как «разрыв ЦЛМ во временном 
пространстве».  

Таким образом, теперь мы можем сформулировать 
первое правило выделения ОСЭ: «ОСЭ будут нахо-
диться либо у одного, либо у обоих концов ЦЛМ, либо в 
области разрыва ЦЛМ во временном пространстве». 
Значит, в локализации ОСЭ должны принимать участие 
начальные и конечные локальные максимумы ЦЛМ и 
локальные максимумы, ограничивающие разрыв, кото-
рые мы будем называть «опорными».  

В тоже время, анализ локальных минимумов показы-
вает, что ОСЭ могут находиться в любой точке ЦЛМин, а 
не только локализоваться у крайних (первых или по-
следних) элементов цепочки.  

Следовательно, можно сформулировать и второе 
правило выделения ОСЭ: «Чтобы сформировалась 
ОСЭ, к опорной точке ЦЛМ элементы ЦЛМин должны 
приблизиться на расстояние, меньшее некоторого поро-
гового значения. При этом локальные экстремумы (в 
данном случае – минимумы) должны относиться, хотя 
бы к одной ЦЛМин». Иными словами, взяв большой 
временной диапазон Δt (или Δb) для потенциально фор-
мирующейся ОСЭ и постепенно его уменьшая, можно 
добиться такого значения Δt (Δb), при котором на мини-
мальный отрезок времени будет приходиться только 
один экстремум локального спектра. При этом величина 
Δt/k будет стремиться к своему максимуму: Δt/k →max 
(или Δb/k →max), где Δt – временной диапазон рассмат-
риваемой области пространства (a,b) в окрестностях 
экстремумов ЦЛМ, выбранных в качестве опорных для 
построения ОСЭ по первому правилу; k – число как ло-

кальных минимумов, так и локальных максимумов.  
Таким образом, результат выделения ОСЭ для слу-

чая одной ЦЛМ и одной ЦЛМин в пространстве (а,b) 
можно представить в виде логической функции:  

 
 
 

1 1 1

2 2 2

1 1 1

2 2

,
, 1 2

_

_

( , , , , )

1, ( ' ( , ), .., ( , )

( ' ( , ), ..., ( , )

0 , ( ' ( , ), ..., ( , )

( ' ( , ), ..., (

n n n

n n n

n n n

n n

f a b a b n n

M m a b m a b

M m a b m a b

M m a b m a b

M m a b m a

     
   

      
     

     
     

      
     

    
    

  

  

  

 



 




 

  2
, ) ,nb 
 













 (5) 

где η – порядковые номера локальных минимумов в 
ЦЛМин; n1 –  число локальных максимумов, формирую-
щих ЦЛМ; n2 – число локальных минимумов, форми-
рующих ЦЛМин. 

Таким образом, на первом этапе поиска ОСЭ необ-
ходимо выполнение условия существования хотя бы 
одной ЦЛМ и одной ЦЛМин.  

Существование ЦЛМ автоматически означает нали-
чие первого и последнего локального максимума этой 
цепочки на оси времени.  

На втором этапе поиска и построения ОСЭ проверя-
ется наличие разрывов у ЦЛМ во временной области. 

Введем логическую функцию, определяющую суще-
ствование у ЦЛМ разрывов во временной области:   

1, k/
( ')

0,k/r
b

f M
b

  
   

 (6) 

Эта функция нужна для определения того, будут ли 
включены в число опорных точек только начальные и 
конечные точки единичной ЦЛМ или будут использованы 
и точки, ограничивающие разрыв во временном про-
странстве. 

Третьим и завершающим условием построения ОСЭ 
будет наличие вблизи опорной точки точек локальных 
минимумов и/или других максимумов, формирующих 
иные (любые другие) ЦЛМ и/или ЦЛМин. В качестве 
опорной точки будет выступать, согласно первому пра-
вилу построения ОСЭ, либо начальная и/или конечная 
точка ЦЛМ, либо одна из точек, ограничивающих разрыв 
цепочки во временной области. 

Введем логическую функцию ( , , , )p i if a b a b   
  , от-

ражающую результат принятия решения о том, находит-
ся ли данная  точка пространства (а,b) достаточно близ-
ко к  опорной точке потенциальной ОСЭ. В качестве 
пример рассмотрим точку ЦЛМин с координатами 
(aγ

η,bγ
η), а в качестве опорной точки – начальную (aα

i,bα
i) 

точку ЦЛМ:  
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где верхний индекс «α» означает принадлежность пере-
менной к локальным максимумам, индекс «γ» – принад-
лежность переменной к локальным минимумам; а и b – 
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координаты соответствующих элементов mγ и mα.  
Значение функции 1 2( , , , , , )p i if a b a b n n   

  , равное 

«1» или «истина», будет означать, что точка может быть 
включена в  область пространства ОСЭ, а «0» или 
«ложь» – что эта точка не может быть включена. 

В итоге, логическая функция f res принятия решения 
об отнесении участка пространства (a,b) к ОСЭ будет 
выражаться как: 

, 1 2

,
, 1 2

,
,

, 1 2

,

( , , , , )

1, ( ( , , , , ) 1)

( ( , , ) 1);

0, ( ( , , , , ) 0)

( ( , , ) 0).

res i i

p i i

p i i

f a b a b n n

f a b a b n n

f a b a b

f a b a b n n

f a b a b

   
 

     
   

   
 

     
   

   
 



  

  

 

 

 (8) 

При этом, если ( ')rf M =0 (см.(6)), то рассматрива-
ются только начальная и конечная точка ЦЛМ как потен-
циальные области ОСЭ, если же ( ')rf M =1, то прини-
маются во внимание начальные и конечные точки ЦЛМ, 
а также и точки, ограничивающие участок разрыва це-
почки во временной области. 

Типологизация областей сближения экстремумов 

Рассмотрим правила типологизации ОСЭ.  
Как показывает опыт, возможность разделить выде-

ленные ОСЭ на определённые типы позволяет повысить 
чувствительность и специфичность методов оценки со-
стоянии испытуемого по данным ЭЭГ, в сравнении с ис-
пользованием только нативных данных, а также приме-
нять методы классификации и Data Mining [9] для выяв-
ления не известных ранее закономерностей в изучаемых 
системах: нервной, сердечно-сосудистой и др. 

1. По характеру развития ЦЛМ и ЦЛМин во времени 
ОСЭ можно разделить на три группы: 

а) итоговые. Данный тип ОСЭ характеризуется тем, 
что в области пространства (a,b) ОСЭ завершаются и 
ЦЛМ, и ЦЛМин (рис. 1, стрелка А). 

б) начальные. Данный тип ОСЭ характеризуется тем, 
что в области пространства (a,b) ОСЭ начинаются и 
ЦЛМ, и ЦЛМин (рис. 1, стрелка Б). 

в) промежуточные. Для данного типа характерно 
«прохождение» через ОСЭ ЦЛМин, при том, что ЦЛМ 
могут как начинаться, так и заканчиваться в данной об-
ласти пространства (a, b) (рис. 1, стрелка В). 

2. По числу ЦЛМ и ЦЛМин, формирующих ОСЭ. Не-
трудно заметить, что эта классификация даёт весьма 
большое количество вариантов, поскольку как ЦЛМ, так 
и ЦЛМин могут в значительных количествах (до 5-6 це-
почек) формировать ОСЭ (рис. 1, стрелка Д). 

3. По отношению числа входящих и выходящих из 
области ОСЭ ЦЛМ и ЦЛМин. Как и в предыдущем крите-
рии классификации в силу сложной частотной картины 
сигнала ЭЭГ возможен весьма широкий диапазон имею-
щихся показателей (от 0 до 6-7), отражающих как число 
входящих в данное ОСЭ ЦЛМ и ЦЛМин, так и число ЦЛМ 
и ЦЛМин, покидающих данную область (смотреть, на-
пример, рис. 1, стрелки Г и Е).  

4. По типу ЦЛМ и ЦЛМин, формирующих ОСЭ. По-

скольку как для ЦЛМ, так и для ЦЛМин выявлено 5 час-
тотных и 5 энергетических типов динамики поведения во 
времени, то можно использовать эти показатели для 
классификации формируемой ОСЭ. 

5. По типу соседних ОСЭ. Действительно, поскольку 
одним из неотъемлемых элементов ОСЭ является пер-
вый или последний элемент ЦЛМ, то, возможно, что од-
на ЦЛМ может участвовать в формировании двух ОСЭ, 
один из которых появился в более ранний период вре-
мени. Аналогично, ЦЛМин, формирующая ОСЭ, может 
«проходить» через несколько таких областей. При этом 
ЦЛМ может продолжаться в одну соседнюю ОСЭ, а 
ЦЛМин – в другую, формируя таким образом сеть ОСЭ. 

Таким образом, в результате применения этих пра-
вил типологизации может быть классифицирована боль-
шая часть разнообразных феноменов, связанных с вы-
деленным эффектом ОСЭ, что позволяет сформировать 
широкий спектр входных параметров для статистической 
обработки исследуемых биомедицинских сигналов. 

Оценка характеристик процессов, происходящих  
в органах и системах человека, на основе анализа 
областей сближения экстремумов 

Рассмотрим пример получения частот встречаемости 
разных типов ЦЛМ и ЦЛМин при оценке ОСЭ.  

Объектом исследования были зрительные вызванные 
потенциалы (ЗВП) головного мозга, которые регистрирова-
лись в ходе фотостимуляции. Эксперименты проводились 
с 21-м испытуемым обоего пола в возрасте от 19 до 24 лет. 
ЗВП были получены при частоте фотостимуляции 2.5 Гц, 
стимулирующий фотодиод располагался на расстоянии 1 м 
от глаз испытуемых. Регистрация ЗВП осуществлялась 
электроэнцефалографом «Нейрон-Спектр 4-ВП» в отведе-
нии OZ с частотой дискретизации 5 кГц. 

Вызванный потенциал определялся путём когерент-
ного накопления сигнала при не менее чем 300 фото-
стимуляциях. Результаты выделения ЗВП и контрольно-
го эксперимента подвергались непрерывному вейвлет-
преобразо-ванию с использованием вейвлетов Morlet и 
по ним были получены значения элементов матрицы 
квадратов вейвлет-коэффициентов.  

На рис 4. представлены характерные результаты 
сравнения частот встречаемости разных типов ЦЛМ и 
ЦЛМин, формирующих ОСЭ для ЗВП и контрольной 
группы. Полученные результаты продемонстрировали 
значимое различие по энергетическим составляющим 
как для цепочек локальных минимумов, так и максиму-
мов, а для первых – ещё и значимое различие в структу-
ре частотных типов (для критерия χ2: р<<0.001 при об-
щем числе проанализированных цепочек – более 5 ты-
сяч с одного испытуемого). 

Заключение 

Таким образом, в настоящей работе предложен ме-
тод анализа биомедицинских сигналов на примере ЭЭГ, 
основанный на оценке структур, образованных в резуль-
тате «взаимодействия» цепочек локальных максимумов 
– ЦЛМ и цепочек локальных минимумов – ЦЛМин в про-
странстве (а, b) «масштаб вейвлет-преобразования – 
время». Разработаны алгоритмы детектирования таких 
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структур, названных «областями сближения экстрему-
мов» – ОСЭ. Проведенные вычислительные экспери-
менты с различными типами модельных сигналов (моно-
частотные гармоники, суммы нескольких гармонических 
сигналов, амплитудно модулированные гармоники, «бе-
лые» и «цветные» шумы) продемонстрировали, что фор-
мирование ОСЭ связано с феноменом дрейфа ЦЛМ и 
ЦЛМин в частотном пространстве. Продемонстрирован 
ряд подходов для обработки результатов исследования 
на примере ЗВП, а также определен подход к классифи-
кации выявленных феноменов ЭЭГ.  

Полученный метод может быть в дальнейшем при-
менён для изучения широкого спектра сигналов медико-
биологической природы. Это позволит существенно рас-
ширить номенклатуру выявляемых феноменов при ана-
лизе биомедицинских сигналов и, в конечном итоге, под-
нять общую информативность клинико-физиологичес-
ких исследований. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 4. Типичные результаты по частотам встречаемости 
ЦЛМ различных энергетических типов: а – за 100% приняты 

общие числа ЦЛМ отдельно для контроля и отдельно  
для группы ЗВП; б – за 100% приняты общие числа ЦЛМ  

отдельно для контроля и отдельно для группы ЗВП. 33%  
от общего числа ЦЛМин приходится на долю не указанных  
на графике ЦЛМин, состоящих только из одного минимума 
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ESTIMATION METHOD FOR LOCAL 
EXTREMA INTERACTION  
OF MATRIXES OF COEFFICIENTS  
IN CONTINUOUS WAVELET 
TRANSFORMATION OF 
ELECTROENCEPHALOGRAM SIGNALS 

Turovsky Y.A., Kurgalin S.D.,  
Semyonov А.G. 

This paper offers an analysis method for biomedical sig-
nals, demonstrated on the example of EEG, and based on 
estimations of structures, which were shaped as a result of 
«interaction» between local maximums chains (LMC) and 
local minimums» dimension. There are detecting algorithms 
of such structures, called «areas of extremes’ convergence» 
(AEC), worked out. The computing experiments accom-
plished with different types of model signals (monofrequency 
harmonics, sums of harmonic signals, amplitude-modulated 
harmonics, white and colored noises) showed that shaping 
of AEC is closely related to a phenomenon of LMC and 
LMinC drift in frequency domain. We demonstrated an ap-
proach to the processing of the survey results for visual 
evoked potentials of the brain, and defined a way to classify 
the identified EEG phenomena. 
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Цифровые полутоновые изображения (ЦПИ), представленные 
g-разрядными двоичными числами, часто имеют большую стати-
стическую избыточность, которая может служить резервом по-
вышения помехоустойчивости приема ЦПИ. В данной работе пред-
ложены алгоритмы нелинейной фильтрации ЦПИ на основе цепей 
Маркова с несколькими состояниями, позволяющие сократить вре-
мя передачи изображения. Проведены исследования алгоритмов 
фильтрации ЦПИ при наличии белого гауссовского шума, резуль-
таты которых подтверждают теоретические предпосылки о воз-
можности повышения качества приема ЦПИ без увеличения энер-
гетических ресурсов на передающей стороне канала связи. 

УДК 004.932.2 

ФИЛЬТРАЦИЯ ЦИФРОВЫХ ПОЛУТОНОВЫХ ИЗОБРАЖЕНИЙ  
НА ОСНОВЕ ЦЕПЕЙ МАРКОВА С НЕСКОЛЬКИМИ СОСТОЯНИЯМИ 

Петров Е.П., д.т.н., профессор, заведующий кафедрой радиоэлектронных средств Вятского государственного 
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Ключевые слова: полутоновые изображе-

ния, нелинейная фильтрация, цепи Маркова, 
помехоустойчивость приема, энергетические 
ресурсы. 

Введение 
В настоящее время растут требования к 

объему, качеству и скорости передаваемой ин-
формации. Наиболее емким носителем инфор-
мации являются цветные изображения, часто 
состоящие из набора монохроматических полу-
тоновых изображений, которые при их представ-
лении двоичными g-разрядными числами в большинст-
ве случаев передаются бинарными импульсными сиг-
налами. При этом число градаций яркости в монохрома-

тических полутоновых изображениях равно 2gQ  . 
Переход к представлению цифровых полутоновых изо-
бражений (ЦПИ) двоичными числами с восемью и более 
разрядами позволил увеличить качество изображений, 
передаваемых по каналам связи. Однако, чем больше 
разрядность ЦПИ, тем больше времени требуется для 
его передачи. Поэтому задача сокращения времени 
передачи ЦПИ при сохранении его качества является 
актуальной и может быть решена переходом от много-
градационного g-разрядного представления ЦПИ к ма-
лоградационному изображению (МГИ) на передающей 
стороне и обратно к g-разрядному ЦПИ на приемной 
стороне канала связи. 

Переход от g-разрядного ЦПИ к МГИ позволяет мак-
симально использовать статистическую избыточность 
ЦПИ. Следует отметить, что представление g-разряд-
ного ЦПИ набором независимых разрядных двоичных 
изображений (РДИ), принятое в [1], не всегда корректно, 
особенно для старших РДИ часто корреляция между 
соседними РДИ присутствует и может быть существен-
ной. В ЦПИ наиболее коррелированные старший и 
средний g и (g-1) РДИ и значительно менее остальные 
пары РДИ. На рис. 1 представлены значения корреля-
ции между парами РДИ в 8-разрядных ЦПИ с крупными 
объектами сцен, у которых присутствует наибольшая 
корреляция между соседними РДИ. Отсюда следует, 
что статистическая избыточность, содержащаяся в ис-
ходном ЦПИ при ее реализации может быть резервом 
для повышения качества ЦПИ, а переход к МГИ, позво-
ляет сократить время передачи в g N раз, где N – чис-

ло групп РДИ в МГИ, g – разрядность ЦПИ. 

 
Рис. 1. Коэффициент корреляции между  

соседними парами РДИ в 8-разрядном ЦПИ 

Постановка задачи 
Требуется синтезировать алгоритмы фильтрации 

малоградационных изображений на основе цепей Мар-
кова с несколькими состояниями ( 2N  ) при наличии 
белого гауссовского шума БГШ ( )n t  с нулевым средним 

и дисперсией 2
n . 

Пусть g-разрядное ЦПИ представлено набором из g 
РДИ, каждое из которых является суперпозицией двух 
одномерных цепей Маркова с двумя равновероятными 

 1 2p p  состояниями ( )
1

l  и ( )
2
l  и матрицами веро-

ятностей перехода (МВП) 1П  и 2П  от состояния ( )ls
i  в 

состояние ( )ls
j   , 1, 2; 1, 2,i j s l g    вида:  

1 1П ij m n



 , 2 2П ij m n




 , (1) 

где 1П  – по горизонтали, 2П  – по вертикали РДИ 
размером m n  [1]. Объединим в g-разрядном ЦПИ с 

2g  уровнями яркости соседние РДИ в группы по /g N  
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РДИ (рис. 2) и получим изображение с меньшим числом 
градаций яркости (рис. 3). Будем полагать, что градаци-
онные плоскости (ГП) яркости в МГИ, как и РДИ, явля-
ются двумерными цепями Маркова с вектором вероят-

ностей начальных состояний 1 2, , ..., T
NP p p p . Раз-

мер N  определяется числом возможных состояний 
бинарных элементов, расположенных в одинаковых 
позициях  двух соседних РДИ, образующих одно из N  
состояний МГИ.  

Используя метод синтеза алгоритмов фильтрации 
статических 8-разрядных ЦПИ, хорошо исследованный 
в работе [2], синтезируем алгоритм нелинейной фильт-
рации МГИ. 

Пусть МГИ, образованное из 8-разрядного ЦПИ, со-
стоит из 4 яркостных ГП, каждая из которых является 
двумерной цепью Маркова с 4N   состояниями (рис. 4). 

 
Рис. 2. Старшие РДИ в 8-разрядном ЦПИ 

 
Рис. 3. Градационная плоскость яркости МГИ  

с четырьмя состояниями 

 
Рис. 4. Градационная плоскость МГИ 

 

Рис. 5. Окрестность ,i j  фильтруемого элемента 

3 ,i jM   в МГИ,  

где 1 , 1i jM  , 2 1,i jM  , 3 1, 1i jM     

Вектор вероятностей начальных состояний P  и 

МВП 1П  и 2П  из состояния iM  к состоянию 

 , , 1, 4jM i j   по горизонтали и вертикали МСП, соот-

ветственно являются априорно заданными и имеют вид: 

1 2 3 4, , , TP p p p p  (2) 

1 1 1 1
11 12 13 14

1 1 1 1
21 22 23 241

1 1 1 1
31 32 33 34

1 1 1 1
41 42 43 44

П

   

   

   

   

 ,  

2 2 2 2
11 12 13 14

2 2 2 2
21 22 23 242

2 2 2 2
31 32 33 34

2 2 2 2
41 42 43 44

П

   

   

   

   

 . (3) 

Элементы матриц (3) удовлетворяют условиям нор-
мировки 

1
1, , 1, 2

N
q

ij
j

i N q


    (4) 

и стационарности 

1
, .

N

i j ij
j

p p i N


   (5) 

Будем полагать, что каждый фильтруемый элемент 
,i jM  градационной плоскости МГИ, принадлежащий 

области  , ;i j i m j n   , зависит только от соседних 
известных элементов МГИ, образующих окрестность 
элемента 3  (рис. 5). 

Вероятность состояния элемента 3  с окрестностью 

(рис.5) в области ,i j  (рис. 4) полностью определяется 

энтропией элемента 3  относительно состояний эле-

ментов окрестности ,i j  как разность безусловной эн-

тропии элемента 3  и взаимной информации между 
тремя элементами 3 2 1, ,   . Выражение энтропии эле-
мента 3  можно представить в виде [2]:  

         
 

3 1 3 2
3 2 1 3 3 2 1

3 1 2
, , , log

,
H H I

     
      

   
   , (6) 

где  3 1   ,  3 2    – одномерные вероятности пе-

рехода между соседними состояниями;  3 1 2,     – 

вероятность перехода в двумерной цепи Маркова. 
Вероятности перехода от комбинаций состояний 

элементов окрестности (рис. 4) образуют сложную МВП 
вида: 
   (7) 

...

...

...

...

iii iji iki ili jii jji jki jli lii lji lki lli

iij ijj ikj ili jij jjj jkj jlj lij ljj lkj llj

iik ijk ikk ilk jik jjk jkk jlk lik ljk lkk llk

iil ijl ikl ill jil jjl jkl jll lil ljl lk

           

           

           

          



l lll

 

Элементы первого и второго столбца МВП   (7) 
связаны с элементами матриц (3) следующими соотно-
шениями:  

1 21 2

3 3, ,ij ijii ii
iii iij

ii ii
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1 2 1 2

3 3

1 2 1 2

3 3

1 2 1 2

3 3
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,

,

ik ik il il
iik iil
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ii ji ij jj
iji ijj

ij ij
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ijk ijl

ij ij

   
 

 

   
 

 

   
 

 

 
 

 
 

 
 

   (8) 

где 3
ij  – элементы дополнительной матрицы 

3 1 2     , (9) 

характеризующей статистическую связь элементов 3  и 3  . 
Соотношения (8) приведены для первых двух столб-

цов МВП (7), остальные вычисляются аналогично. Эле-
менты МВП удовлетворяют условию нормировки и ста-
ционарности. Каждой строке МВП соответствует опре-
деленное состояние элементов окрестности ,i j . 

Опуская процедуру синтеза, которая аналогична 
процедуре в работах [1, 2], запишем систему рекур-
рентных уравнений нелинейной фильтрации двумерной 
цепи Маркова с четырьмя состояниями в виде:  
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1 2

1 1 1 2 1 2 1 3
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1 3

4 2 4 4 4 2 12
1 2

2 1 2 2 2 2

3
2 3 2 3

4 3 4 4 4 3 13
1 2

3 1 3 2 3 2

3 3

, ,

, ;

, ,

, ;

, ,

ij ij

ij

ij ij

ij

ij ij

u f M f M u

z u u z u u

z u

u f M f M u

z u u z u

u z u

u f M f M u

z u u z u

u

   

     

 

   

    

  

   

    



     

   



     

   

 

     

   

   3
3 3 , ,ijz u  

 (10) 

где  
 
   4

4
4 4

ln 1,3 ;j
j

p
u j

p





 
  

  
   4 1,4jp j   – апо-

стериорная вероятность дискретного параметра бинар-
ных импульсных сигналов, адекватных состояниям эле-
ментов МГИ,      4 4 4 , 1,3if M f M i      – раз-

ность логарифмов функции правдоподобия состояний 
дискретного параметра импульсных сигналов (элемен-
тов ЦПИ); ( )jz   – нелинейная функция вида: 

  , l
j l ijz u     

        

   

3

4
1,

3

4 44
1

exp exp

ln
exp

l l
i l j l ij j l j jj
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 1,3, 1,3j l  . (11) 

Вся априорная информация о статистической зависи-
мости элементов МГИ сосредоточена в слагаемых вида 

(11), где  , 1,4, 1,3l
ij i j l S    – элементы МВП (3), (9). 

В качестве критерия различения состояний элемен-
тов МГИ примем критерий максимума логарифма отно-

шения апостериорных вероятностей    4 1,3ju j S  , 

в соответствии с которым, если 

   4 4 , , 1,3; ,j iu u i j i j     (12) 

то принимается решение о состоянии элемента изобра-

жения 4 jM  , если все значения    4 0 1,3ju j   , 

то принимается решение о состоянии элемента изобра-
жения 4 4M  . 

На рис. 6 а-г представлены результаты нелинейной 
фильтрации МГИ с четырьмя градациями, сформиро-
ванного на основе реального 8-разрядного ЦПИ «Город» 
размером 1920 1200 пикселей (рис. 6а), каждая ГП яр-
кости которого представляет двумерную цепь Маркова с 
четырьмя равновероятными состояниями 1 2( p p   

3 4 )p p   и МВП вида (3). Для градации, образованной 
разрядными двоичными изображениями восьмого и 
седьмого разрядов, МВП имеют вид  

1

0.949 0.05 0.0005 0.0005
0.095 0.852 0.052 0.001ˆ
0.003 0.123 0.834 0.04
0.001 0.005 0.118 0.876

  , 

2

0.9545 0.045 0.0003 0.0002
0.086 0.856 0.057 0.001ˆ
0.001 0.135 0.814 0.05

0.0005 0.0005 0.147 0.848

  , (13) 

где «^» указывает, что элементы МВП являются оцен-
ками, вычисленными методом, изложенным в [3]. 

На рис. 6б представлено МГИ, искаженное БГШ при 
отношении сигнал/шум по мощности на входе радиопри-

емного устройства (РПУ) 2
э 9дБ   . МГИ на выходе 

нелинейного фильтра представлено на рис. 6 в. На  
рис. 6 г для сравнения представлено отфильтрованное 
поразрядно исходное 8-разрядное ЦПИ. Для оценки ка-
чества фильтрации были вычислены среднеквадратиче-
ские ошибки (СКО) зашумленного МГИ на входе  
нелинейного фильтра и восстановленного на выходе  
(рис. 6 г). В результате фильтрации СКО в обоих случа-
ях уменьшилась приблизительно в 4 раза.  

 
а) 
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б) 

 
в) 

 
г) 

Рис. 6 

Заключение 
Отсюда следует, что при одинаковом качестве вос-

становления ЦПИ, искаженных БГШ, время передачи 
МГИ в 2 раза меньше, чем 8-разрядного ЦПИ. Сущест-
венное влияние на качество фильтрации МГИ и ЦПИ 
оказывает точность вычисления оценок элементов МВП 
1̂  и 2̂ , усредненных по всему ЦПИ. В реальном ЦПИ 
оценки элементов МВП могут в некоторых локальных 
областях значительно отличаться от средних по всему 
ЦПИ, что ведет к снижению эффективности фильтрации. 
Для ее увеличения необходимы адаптивные алгоритмы 
фильтрации, в которых МВП вычисляются по принятым 
сигналам изображений [3]. 
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DIGITAL HALFTONE IMAGES 
FILTRATION BASED ON THE MARKOV 
CHAINS WITH SEVERAL STATES 

Petrov E.P., Harina N.L., Rjannikova E.D. 
The algorithms of non-linear filtration of digital halftone 

images based on the Markov chains with several states are 
developed. This algorithms allow to reduce image transfer 
time. Investigation of digital halftone images filtering algo-
rithms in the presence of white Gaussian noise showed high 
performance of statistical redundancy realization of digital 
halftone images for increase in the noise immunity of its re-
ception. 
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Предлагается схема сжатия изображений, основанная на адап-
тивной блочной декомпозиции в области вейвлет-преобразования, 
которая использует ограниченный класс базисов, подстраивае-
мых под локальные пространственные особенности изображения. 
Для сжатия вейвлет-спектра используется многомодельное 
арифметическое кодирование, где выбор статистической модели 
контекстно осуществляется по уже закодированным вейвлет-
коэффициентам. Проведённые эксперименты показывают, что 
предложенный алгоритм показывает результаты по PSNR не 
хуже, чем JPEG2000. При этом на некоторых изображениях выиг-
рыш в PSNR доходит до 0.3-0.5дБ. 

УДК 004. 932:621.391 

СЖАТИЕ ИЗОБРАЖЕНИЙ НА ОСНОВЕ БЛОЧНОЙ ДЕКОМПОЗИЦИИ  
В ОБЛАСТИ ПАКЕТНОГО ВЕЙВЛЕТ-ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

Умняшкин С.В., д. ф.-м. н., профессор Национального исследовательского университета «МИЭТ»,  
г. Москва, e-mail: vrinf@miee.ru; 
Гизятуллин Р.Р., аспирант кафедры ВМ-1 Национального исследовательского университета «МИЭТ»,  
г. Москва, e-mail: ruslan.gizyatullin@gmail.com 

 
Ключевые слова: сжатие изображений, 

блочная декомпозиция, вейвлет-преобразова-
ние, адаптивная декомпозиция, статистическая 
модель. 
Предварительные сведения 

Алгоритмы сжатия изображений, основан-
ные на дискретном вейвлет-преобразовании 
(ДВП), показывают высокие характеристики при 
сжатии фотографических изображений. Однако 
пространственно-частотное разбиение спектра 
ДВП фиксировано и не может подстраиваться 
под локальные характеристики изображения. Данная 
проблема может быть решена за счёт адаптивного вы-
бора базиса. Так, при использовании дискретного па-
кетного вейвлет-преобразования (ДПВП) высокочастот-
ные саббэнды могут подвергаться дальнейшей деком-
позиции с целью получения оптимального базиса для 
конкретного сигнала [1]. 

Немало работ посвящено улучшению характеристик 
сжатия на основе вейвлет-преобразования. Так, напри-
мер, в работе [2] проведена адаптация вейвлет-разло-
жения к различным частотным направлениям исходного 
сигнала. В работе [3] ставка сделана на выбор наибо-
лее подходящего способа кодирования подмножеств 
коэффициентов вейвлет-спектра. В работе [4] предла-
гается использовать в качестве декоррелирующего би-
нарное вейвлет-преобразование. В основе наиболее 
широко используемых кодеков на основе ДВП пока ле-
жит базис, при построении которого ВЧ и НЧ декомпо-
зиции сначала подвергается всё изображение, а затем 
данная процедура может быть повторена над низкочас-
тотной частью коэффициентов спектра, соответствую-
щей коэффициентам при масштабирующих функциях. 
Такое разложение является «классическим». Число 
уровней декомпозиции называют также глубиной пре-
образования. 

Коэффициенты вейвлет-спектра можно упорядочить 
в виде графа-дерева. При этом функции-потомки имеют 
носитель, не выходящий за область носителя функции-
родителя. Коэффициенты, лежащие в самом низкочас-
тотном LL саббэнде (LL4 на рис. 1), соответствуют мас-
штабирующим функциям, представляют собой начало 
дерева и имеют трёх потомков – коэффициентов при 
функциях вейвлетов, имеющих ту же пространственную 
локализацию в области изображения, что и масштаби-
рующая функция-родитель. Остальные коэффициенты 

в спектре соответствуют только вейвлет-функциям и 
имеют по 4 потомка, причем вейвлеты-потомки получа-
ются из вейвлетов-родителей путём сжатия и сдвига. 
При этом функции-потомки имеют в области изображе-
ния носитель, не выходящий за область носителя функ-
ции-родителя. Сказанное иллюстрирует рис. 2, на кото-
ром изображена структура связей родителей и потомков. 
Проход от самого низкочастотного LL-саббэнда в сторо-
ну более высокочастотных саббэндов (направление по 
стрелкам на рис. 2) будет соответствовать повышению 
пространственного разрешения базисных функций в 
области изображения. При этом коэффициенты спектра, 
лежащие в трёх самых высокочастотных саббэндах HH1, 
HL1 и LH1, потомков не имеют. 

 
Рис. 1. Схема обозначений саббэндов  

при 4-х уровневой декомпозиции 
Для изображений, имеющих сложную структуру, ло-

кализация распределения энергии по коэффициентам 
вейвлет-спектра может быть повышена в результате 
адаптации базиса под структуру изображения. Количе-
ственно контролировать «качество» локализации энер-
гии можно через энтропию сигнала относительно базиса 
вейвлет-пакетов [1]: 
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 2 2

k
ln ,k kH y y   (1) 

где ky  – значения коэффициентов пакетного вейвлет-
спектра. При этом предполагается, что используемый 
базис является ортогональным. Минимизация энтропии 
базиса (1) используется в предлагаемом кодеке, схема 
которого приведена на рис. 3. 

 
Рис. 2. Структура связей «родитель-потомки» между  

базисными функциями вейвлет-спектра  
на примеретрёхуровневого преобразования 

 
Рис. 3. Схема кодека 

Описание алгоритма 

Рассмотрим подробнее каждый этап работы предла-
гаемого кодека. На первом этапе выполняется четырёх-
уровневое вейвлет-преобразование. Выбор 4-х уровне-
вого преобразования позволяет получить в самом низ-
кочастотном LL4 саббэнде почти некоррелированные 
коэффициенты. Для более корректного последующего 
сравнения предлагаемого кодека со стандартным 
JPEG2000 в качестве вейвлет-базиса выберем биорто-
гональный вейвлет CDF 9/7, используемый в соответст-
вующем методе сжатия изображений [7]. Возможно ис-
пользование и других вейвлет-базисов; при этом может 
потребоваться некоторая корректировка эмпирически 
найденных числовых параметров предлагаемого алго-
ритма сжатия. 

На следующем этапе производится адаптивное 
улучшение носителей базисных функций двух самых 
высокочастотных уровней ДВП {LH1, HH1, HL1, LH2, HH2, 
HL2} (см. рис. 1. Для этого в исходном изображении вы-
деляются блоки размером n n , что соответствует раз-
биению коэффициентов вейвлет-спектра на множества, 
базисные функции которых локализованы в указанных 
областях оригинального изображения (см. рис. 4.) 

 
Рис. 4. Разбиение оригинального изображения  

и соответствие коэффициентов спектра выделенной  
области на изображении 

Обозначим соответствующие каждому i-му блоку 
пикселей оригинального изображения блоки коэффици-
ентов спектра двух самых высокочастотных уровней 
ДВП (первый или второй уровень, см. рис. 1): , 2 i TS  и 

, 1 i TS , где i – индекс блока в исходном изображении, 

  1, 2T T  – тип вейвлет-саббэндов: 1 1 1 1 {HL , HH , LH }T  , 

1 1 1 1 {HL , HH , LH }T  . После выполнения процедуры 
поиска  оптимального  по критерию (1)  базиса  для  оче- 

редного блока оригинального изображения формируют-
ся три ключа, определяющие способ фильтрации блоков 
коэффициентов в первых двух уровнях ДВП спектра. 
Будем обозначать эти ключи {kHH, kHL, kLH}. Фильтрация 
блоков при этом осуществляется парой фильтров де-
композиции по трём возможным шаблонам декомпози-
ции, определяемым рис. 5. Предлагаемые шаблоны по-
зволяют полностью избежать «конфликта родительских 
и дочерних коэффициентов» (parentingconflict) [5] (этот 
конфликт возникает тогда, когда область носителя 
функции-потомка превышает и выходит за область но-
сителя функции-родителя). 

Возможность выбора базиса влечёт дополнительные 
битовые затраты на кодирование типа его структуры. 
Выбор только трёх шаблонов блочной декомпозиции 
сокращает объем дополнительных вычислений, необхо-
димых для оценки эффективности (по критерию (1) ана-
лизируемого базиса, а также влечёт меньшие битовые 
затраты на кодирование типа выбранного итогового ба-
зиса. С целью уменьшения затрат на кодирование до-
полнительной информации о типе используемого бази-
сатри ключа {kHH, kHL, kLH}, которые оказываются дос-
таточно сильно коррелированными, объединяются в 
один символ алфавита K=kHHkHLkLH, который затем 
сжимается адаптивным арифметическим кодером. Со-
ответствующий алфавит символов состоит из 333=27 
символов. 

Таким образом, для каждого блока изображения в 
области вейвлет-преобразования предлагается исполь-
зовать 27 типов базисов. 

Для реализации алгоритма компрессии изображения 
необходимо определиться с размером фрагмента изо-
бражения, соответствующего разбиению в области 
вейвлет-спектра, схема которого приведена на рис. 4. На 
выбор размера блока обработки оказывают влияние два 
находящихся в противоречии фактора. С одной стороны, 
для учёта локальных особенностей изображения блоки 
должны быть как можно меньшего размера, чтобы иметь 
возможность более точной адаптации к локальным 
структурным особенностям изображения. С другой сто-
роны, уменьшение размера блока приводит к росту до-
полнительных битовых затрат на кодирование базисов 
большего числа блоков изображения. Поэтому нужен 
некоторый компромисс между геометрическими разме-
рами блоков и объёмом дополнительной информации. В 
наших экспериментах использовались квадратные бло-
ки, соответствующие области 64×64 пикселя в области 
оригинального изображения. 
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Рис. 5. Схема трёх шаблонов блочной декомпозиции и структура связей родитель-потомки внутри блоков,  

где блок, 1 1 1T1 {HL ,HH ,LH },   2 2 2T2 HL ,HH ,LH , 3 3 3T3 {HL ,HH ,LH }  

Следующим шагом рассматриваемого алгоритма 
является квантование. В качестве процедуры квантова-
ния была выбрана та же схема скалярного квантования 
с мёртвой зоной [6], которая применяется в JPEG2000 
[7]. Безусловным плюсом такой схемы является просто-
та ее вычислительной реализации (более эффектив-
ным, с точки зрения достигаемого уровня сжатия, может 
стать использование вычислительно более сложных 
способов квантования с учётом статистических зависи-
мостей внутри саббэнда). В работе [6] было показано, 
что функция зависимости качества восстановленного 
изображения от ширины мёртвой зоны имеет экстремум 
при ширине зоны, равной 1.9 величины дискрета кван-
тования q. Почти такой же результат показывает шири-
на мёртвой зоны, равная 2.0q. С точки зрения аппарат-
ной и программной реализации использование цело-
численного значения ширины мёртвой зоны более 
предпочтительно, тем более что проигрыш в качестве 
восстановленного изображения при этом минимален. 
Поэтому в предлагаемой схеме компрессии ширина 
мёртвой зоны была выбрана равной 2q. После кванто-
вания для сжатия полученных коэффициентов вейвлет-
спектра используется многомодельное адаптивное 
арифметическое кодирование. Хорошо известен тот 
факт, что НЧ-саббэнды имеют большую дисперсию зна-
чений вейвлет-коэффициентов, а ВЧ-саббэнды – мень-
шую дисперсию [8]. Для разделения статистик коэффи-
циентов в разработанном кодеке используется несколь-
ко (четыре) статистических модели-гистограммы для 
кодирования коэффициентов-трансформант: одна мо-
дель – для сжатия самого низкочастотного LL4 саббэнда 
и три других – для кодирования остальной части коэф-
фициентов вейвлет-спектра. Все модели являются 
адаптивными, т.е. подстраивают используемую при ко-
дировании гистограмму распределения вероятностей 
символов в соответствии с частотами их появления в 
обработанных данных. Модель с номером M=0 исполь-
зуется для кодирования коэффициентов при масштаби-
рующих функциях, лежащих в саббэнде LL4. Кодирова-
нию при этом подвергается величина V, равная разно-
сти текущего обрабатываемого коэффициента X и 
взвешенной суммы его четырёх соседей 

 2
B DV X A C     ,  (2) 

где A, B, C, D – соседние, уже закодированные коэф-
фициенты, расположение которых показано на рис. 6. 

Другие три статистических модели используются для 
кодирования саббэндов 1-12 (рис. 7). Порядок обработки 
саббэндов соответствует их нумерации на рис. 7. Снача-
ла кодированию подвергаются коэффициенты, принад-

лежащие саббэнду LL4. Далее сжатию последовательно 
подвергаются саббэнды вейвлет-коэффициентов 1-12. 

 
Рис. 6. Контекст для кодирования  

коэффициентов масштабирующих функций 
При кодировании текущий саббэнд обрабатывается 

поблочно, блок вейвлет-коэффициентов соответствует 
блоку выбранной размерности 64×64 пикселя в изобра-
жении, см. рис. 4. Внутри блока в саббэнде коэффици-
енты обрабатываются построчно. Порядок обработки 
коэффициентов саббэнда, соответствующий построчно-
му сканированию внутри блока и последовательному 
перебору блоков, отражен на рис. 7 на примере саббэн-
да HL1 сплошной ломаной линией. 

 
Рис. 7. Порядок обработки саббэндов  

при сжатии вейвлет-спектра 

Для кодирования саббэндов 1-3 используется модель 
с номером M=1. При кодировании саббэндов 4-12 может 
быть использована любая из моделей M=1,2,3. Выбор 
модели M{1,2,3} для кодирования проквантованного 

коэффициента jW из саббэндов 4-12 осуществляется на 

основании прогнозной величины Sj, построенной по эм-
пирической формуле из работы [9]: 

0.36 1.06( 0.4 )
x y dj i j j jS P W W W    , (3) 

где 
xj

W  – уже закодированный горизонтальный сосед, 

yjW  – вертикальный сосед, 
djW  – диагональный (на 

рис. 7 обрабатываемый коэффициент обозначен чёрным 
цветом, а три используемых в (3) соседних коэффициен-
та – серым); iP  – прогнозный вклад родительского ко-

эффициента iW  и его соседей, лежащих в том же саб-
бэнде [9]: 
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m M m M
P W W W

 

    . (4) 

Расположение коэффициентов mW  показано на  
рис. 8. Отметим, что вне зависимости от способа ис-
пользуемой нумерации вейвлет-коэффициентов в саб-
бэндах индекс i уже обработанного ранее родительско-
го коэффициента iW  однозначно определяется по зна-
чению индекса j текущего обрабатываемого вейвлет-
коэффициента jW  схемами связей «родитель-потомки», 
отраженной на рис. 5. 

 
Рис. 8. Расположение коэффициентов  

для построения прогноза Pi 

По значению прогнозной величины (3) номер стати-
стической модели M{1,2,3} для кодирования прокван-

тованных вейвлет-коэффициентов  jW  из саббэндов 

4-12 (рис. 7) определяется по следующему правилу: 

1

1 2

2

1, 0 ;

2, ;

3, .

j

j

j

S T

M T S T
T S

  


  
 

  

Параметры 1T  и 2T  были определены эмпирически 
при тестировании алгоритма с целью минимизации би-
товых затрат при различных значениях параметра ска-
лярного квантователя q на различных тестовых изобра-
жениях. 

Результаты экспериментов 

Для оценки характеристик предложенной схемы ком-
прессии (рис. 3) использовались общепринятые показа-
тели. Оценка качества восстановленного изображения 
проводилась при помощи пикового соотношения сигнал-
шум (PSNR) 

225510lgPSNR
MSE

 [дБ], (5) 

где средний квадрат ошибки (MSE, MeanSquareError) 
вычисляется по формуле 

2
, ,

,

1 ( )i j i j
i j

MSE x y
MN

  . (6) 

В формуле (6): M и N - размеры изображения в пик-
селях (по горизонтали и вертикали), ,i jx  – значение яр-

кости пикселя исходного изображения, ,i jy  – значение 
яркости пикселя восстановленного изображения. Изме-
няя значения дискреты квантования вейвлет-коэффи-
циентов q, можно получить зависимость качества вос-
становленного изображения от битовых затрат на его 
кодирование. Битовые затраты выразим в битах на пик-
сель (bpp, bitsperpixel) 

Sbpp
MN

 , (7) 

где S – общее число бит, необходимое на кодирование 
изображения. 

В качестве кодека, с которым производилось сравне-
ние, выступала реализация алгоритма JPEG2000 про-
граммного пакета ACDSee 14.0. Битовые затраты кодека 
JPEG2000 оценивались за вычетом размера заголовка 
jpeg-файла. Оценка битовых затрат предложенного ко-
дека учитывала как сжатие собственно коэффициентов 
вейвлет-спектра, так и кодирование типа выбранного 
базиса блоков. Также было проведено сравнение с ва-
риантом кодека с отключенным блоком выбора адаптив-
ного базиса (классический базис, на рис. 10-12 соответ-
ствующая кривая помечена как classic). Тестирование 
проводилось на стандартных изображениях, таких как 
Lena, Barbara и Goldhill. На всех тестовых изображениях 
характеристики были схожи или выше у предложенного 
кодека. Так, на изображении Barbara выигрыш в PSNR 
достиг 0.3-0.5дБ. На рис. 9 показаны полученные вари-
анты пакетных базисов для некоторых тестовых изобра-
жений. Рис. 10, 11 и 12 отображают полученные харак-
теристики сжатия. Кривые, помеченные как adaptive, 
соответствуют предложенному пакетному кодеку. 

 
Рис. 9. Вид базиса, полученного адаптивнымкодеком при сжатии изображений.  

Слева-направо: Lena, Goldhill, Barbara 
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Рис. 10. График сравнения пикового соотношения  

сигнал-шум  
при сжатии изображения Goldhill 

 
Рис. 11. График сравнения пикового соотношения  

сигнал-шум  
при сжатии изображения Lena 

 
Рис. 12. График сравнения пикового соотношения  

сигнал-шум  
при сжатии изображения Barbara 

Выводы и направления дальнейших исследований 

Описанная схема компрессии показывает высокие 
результаты и не уступает, а на некоторых изображениях  

показывает до 7% лучшее сжатие при одинаковом (по 
PSNR) качестве восстановленного изображения, по 
сравнению с кодеком JPEG2000 программного пакета 
ACDSee 14.0. Предложенная схема компрессии являет-
ся универсальной и нацелена на сжатие любых фото-
графических изображений. Даже в неоптимизированной 
тестовой программной реализации время сжатия изо-
бражения 512х512 пикселей на компьютере с двуядер-
ным процессором IntelCore 2 Duo 2.0 ГГц занимает около 
100 миллисекунд, что позволяет использовать данный 
кодек для сжатия в реальном времени. В частности, 
предложенный кодек потенциально может быть исполь-
зован для сжатия видеопоследовательностей на этапе 
внутрикадрового кодирования опорных и разностных 
кадров. 

В дальнейшем необходимо уточнить значения весо-
вых коэффициентов прогноза (3), т.к. в работе [9] они 
были получены для классической схемы вейвлет-
разложения и нуждаются в уточнении для предложенных 
вариантов базисов. Также планируется изучить возмож-
ность увеличения числа шаблонов блочной декомпози-
ции. Кроме того, планируется исследовать и адаптиро-
вать для предложенной схемы компрессии раздельное 
кодирование знака и модуля [10] коэффициентов вейв-
лет-спектра. 

Представляет также интерес изучение возможностей 
использования банков многополосных и, в частности, 
трехполосных КИХ-фильтров [11] для сжатия изображе-
ний. Для этого, прежде всего, необходим пересмотр и 
обобщение концепции упорядочивания вейвлет-струк-
тур в «деревья» (см. рис. 2) с последующим ее расши-
рением на пакетные преобразования. 
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IMAGE COMPRESSION BASED ON 
BLOCK DECOMPOSITION IN THE 
WAVELET-PACKETS DOMAIN 

Umnyashkin S.V., Gizyatullin R R. 
An algorithm of still image compression is proposed, 

which is based on wavelet packet transform. The compres-
sion algorithm uses a limited number of wavelet packet 
bases which are adjusted to the local spatial properties of 
the image processed. Experiments prove that the basis ad-
justment increases the peak signal-to-noise ratio (PSNR) up 
to 1 dB. The final performance of the proposed codec  
never shows the rate-distortion characteristics less than 
JPEG2000 standard has, an average improvement of  
0,3-0,5 dB is observed. 
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Исследованы проблемы кадровой селекции при передаче пото-
ков видео данных в межмодульных соединениях. Выведены форму-
лы для расчета соотношений приемной и передающей частот и 
других параметров селектора. Предложены методы селекции 
кадрового синхроимпульса и варианты их реализации на ПЛИС. 
Приводятся фрагменты описания селектора на языке Verilog и 
временные диаграммы. 

УДК 621.3.07 

МЕТОДЫ СЕЛЕКЦИИ КАДРОВОГО СИНХРОИМПУЛЬСА  
ДЛЯ ВВОДА НЕСЖАТОГО ВИДЕОПОТОКА ОТ ОДНОНАПРАВЛЕННОЙ 
ОДНОРАЗРЯДНОЙ ЦИФРОВОЙ ЛИНИИ И ИХ РЕАЛИЗАЦИЯ НА ПЛИС 

Аминев Д.А., к.т.н., научный сотрудник ЗАО «МНИТИ»; e-mail: aminev.d.a@ya.ru; 
Фокин А.Н., инженер 1 категории ЗАО «МНИТИ»; e-mail: fw@bk.ru 

 
Ключевые слова кадровая селекция, синх-

роимпульс, цифровая линия, видеопоток, ПЛИС.  

Введение 

Для передачи видеопотока в межмодульных 
соединениях [1], особенно при удаленности 
модулей на расстоянии от нескольких метров и 
более часто применяется однонаправленная 
одноразрядная цифровая линия, передающая электри-
ческий сигнал по стандартам LVTTL либо LVDS.  

Существует множество интерфейсов передачи вы-
сокоскоростного видеопотока, различающихся скоро-
стью, количеством линий передачи данных и расстоя-
нием. Среди однонаправленных видео интерфейсов 
наиболее распространенными являются SDI и Cam-
eraLink. 

Интерфейс SDI [2] используется для передачи не-
компрессированных и некодированных цифровых ви-
деосигналов в профессиональном телевизионном обо-
рудовании. Передача потока данных 270 Мбит/с воз-
можна на расстояние до 300 м по коаксиальному кабе-
лю. Интерфейс является самосинхронизируемым. Кад-
ровая синхронизация осуществляется специальным 
синхронизирующим пакетом данных. Временная диа-
грамма передачи данных показана на рис. 1. 

 
Рис. 1. Временные диаграммы передачи видеопотока  

по интерфейсу SDI 
Как видно из диаграмм, видеопоток передается по 

однопроводной цифровой линии и сопровождается так-
товым сигналом синхронизации. 

Интерфейс CameraLink [3] разработан для высоко-
скоростных видеосистем, таких как камеры и фрэйм-
грабберы. Временные диаграммы передачи данных по 
этому интерфейсу представлены на рис. 2. 

Отправитель получает 28 одиночных сигналов дан-
ных и один тактовый. 28 бит поданных на вход устрой-
ства превращаются в 7-битный последовательный код 
на 4 выходных шинах. Затем 4 потока данных и один 
тактовый поток отправляются по 5 парам LVDS. Полу-
чатель принимает 4 потока, «разворачивает» его в 28 
бит и тактовый сигнал и передаёт по параллельной вы-
ходной шине на плату. Особенность метода заключает-
ся в том, что каждый информационный сигнал сопрово-

ждается двумя тактовыми сигналами и обеспечивает 
достоверность селекции кадрового синхроимпульса. 

 
Рис. 2. Временные диаграммы передачи данных  

по интерфейсу CameraLink 
Для регистрации [5, 6, 7] и дальнейшей обработки 

видео, передаваемых по однонаправленным линиям, 
необходима кадровая и строчная селекции. Устройство, 
определяющее метку начала кадра (и строки) и форми-
рующее сигнал старта для последующих процессов об-
работки, называется кадровым селектором.  

Обобщенная структура потока видео и схема селек-
тора, построенного на ПЛИС, представлены на рис. 3. 

 
Рис. 3. Структура потока видео и схема селектора 
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Поток видео состоит из кадров. В каждом кадре мож-
но выделить следующие блоки: кадровый синхроим-
пульс из M×2n бит, биты пикселей, строчный синхроим-
пульс из LS бит. Затем последовательность повторяет-
ся до конечного числа строк. 

Входной цифровой поток с частотой Fin от линии DV 
поступает на вход сдвигового регистра разрядностью 
M×2n и тактовой частотой CLKd.  

Опорный генератор формирует тактовый сигнал CLK 
частотой FCLK Делитель частоты выдает сигнал CLK с 
частотой FCLK/2n, где 2n– требуемая степень деления.  

В идеальном случае FCLK/2n= Fin. Однако, учитывая 
погрешности частоты выпускаемых генераторов, 
FCLK/2n= k× Fin, где k – коэффициент отклонения часто-
ты генератора от номинального значения. 

Комбинационная схема (КС) сравнения формирует 
импульс совпадения метки начала кадра или строки с 
эталоном, который преобразуется в сигнал запуска (CSt 
и LSt) последующих процессов обработки в схеме ЦОС 
с помощью D-триггера. 

Так же следует учитывать обязательное условие ра-
боты селектора, то есть частота Fgen должна быть в 2n 
больше входной частоты Fin: 

FCLK/2n = k× Fin, где n = 0, 1, 2…  (1) 
Таким образом каждый входной бит может кодировать-

ся 2n битами в сдвиговом регистре, а коэффициент откло-
нения частоты k должен определяться выражением  

1 1.M Mk
M M
 

   (2) 

При невыполнении этого условия число бит в метке 
кадра или строки не будет соответствовать М и селек-
ция не сработает или сработает на иную кодовую ком-
бинацию. Из выражения (2) можно вывести диапазон 
значений коэффициента отклонения частоты и набе-
гающую задержку для любого количества битов. 

В соответствие с выражениями (1) и (2) предлагает-
ся 4 метода селекции: 

– селекция на частоте потока k× Fin; 
– селекция на частоте k× Fin×2n в 2n раз большей 

частоты потока с жесткой привязкой к эталону (рис. 3); 
– селекция на частоте k× Fin×2n в 2n раз большей 

частоты потока с гибкой привязкой к эталону; 
– селекция  на  частоте  k× Fin×2n  в  2n  раз  большей 

частоты потока с учетом формы и переходных процес-
сов кадрового синхроимпульса. Сравнительные времен-
ные диаграммы процессов кадровой селекции для пред-
лагаемых методов представлены на рис. 4. 

Здесь кадровый синхроимпульс состоит из 32 битов и 
сопровождается тактовым сигналом CLKd. Кадровый 
синхроимпульс представляет собой последовательность 
из восьми «1», восьми «0», восьми «1», восьми «0». 

В методе 1 частота селекции CLKd соответствует 
частоте Fin битового потока. При этом разрядность сдви-
гового регистра равна M. 

В методе 2 частота селекции CLKd в 2n (n=2) раз 
больше частоты потока, и сравнение с эталоном прово-
дится на каждом такте. При этом разрядность сдвигово-
го регистра равна M×2n. 

В методе 3 частота селекции CLKd так же в 2n (n=2) 
раз больше частоты потока, но сравнение каждого бита 
потока с эталоном проводится по соответствующим вто-
рому и третьему битам сдвигового регистра разрядностью 
M×2n, первый и четвертый разряды не учитываются. 

В методе 4 частота селекции CLKd такая же в 2n (n=2) 
раз больше частоты потока, однако сравнение с эталоном 
проводится с учетом переходных процессов кадрового 
синхроимпульса (биты 7, 8, 15, 16, 23, 24 и 31). 

Сравнительный анализ методов по числу переход-
ных процессов и коэффициента отклонения частоты 
селекции иллюстрирует табл. 1. 

Таблица 1. Результаты расчета коэффициента k 

Метод 
Число  

переходных 
процессов 

k 

1 0 33/32=1,03125 
2 1 129/128=1,0078125 
3 32 130/128=1,015625 
4 4 130/128=1,015625 

Генератор 
FTX16 

− 16МГц±30Гц=1,000001875 

Принцип селекции кадра на частоте потока прост в 
реализации, но несмотря на высокий k имеет большую 
вероятность сбоя при несовпадении, как частоты, так и 
фазы сигнала. Селекция кадра на частоте 2n меньшей 
частоты потока с жесткой привязкой к эталону уже при 
n=2 и более дает положительные результаты, однако 
метод ограничен коэффициентом отклонения частоты k 
формула (2). 

 
Рис. 4. Временные диаграммы процессов кадровой селекции для предлагаемых методов 
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Селекция кадра на частоте 2n меньшей частоты по-
тока с гибкой привязкой к эталону и селекция с учетом 
переходных процессов позволяет достичь большего 
значения коэффициента k. 

Однако опорные генераторы частоты FCLK не иде-
альны и имеют свой собственный коэффициент откло-
нения. Так например, генератор FTX16 компании Fronter 
имеет отклонение частоты 30 Гц, что соответствует зна-
чению k = 1,000001875. Такое отклонение значительно 
меньше k методов 2, 3, 4 ,что не влияет на процесс се-
лекции. 

Из табл. 1 видно, что все методы кроме а) способны 
обеспечить стабильную кадровую селекцию в реальных 
условиях с применением генератора на 16МГц±30Гц. 

В соответствие с методами кадровой селекции при-
водятся фрагменты verilog описания кадрового селекто-
ра для ПЛИС [8]. 

Метод 1 
reg [31:0]S; //сдвиговыйрегистр 
always @(posedge CLK) begin S <= {S[30:0],Din}; end 
продолжить 

Метод 2 
reg [127:0]S; //сдвиговыйрегистр 
always @(posedge CLK) begin S <= {S [126:0],Din}; end 
reg [4:0]CLKd; reg Start; reg [5:0]cLS; 
initial Start =0; //initial LS=0; always @(negedge CLK) 
bеgin if (S==128'b111111111111111111111111111111110
00000000000000000000000000000001111111111111111
11111111111111110000000000000000000000000000000
0) begin Start<=1;end  
if(S==128'b11111111111111111111111111111111111111
11111111111111111111111111000000000000000000000
0000000000000000000000000000000000000000000 & 
Start <=1) begin cLS<=cLS+1; end end 

Метод 3 
wireCS; // КС cравнения для кадра 

assignCS=(~S[0]|~S[1]|~S[2]|~S[3])&(~S[4]|~S[5]|~S[6]|~S[7])&
… &(~S[28]|~S[29]|~S[30]|~S[31])& 
(S[32]|S[33]|S[34]|S[35])&(S[36]|S[37]|S[38]|S[39])&…&(S[6
0]|S[61]|S[62]|S[63])& 
(~S[64]|~S[65]|~S[66]|~S[67])&(~S[68]|~S[69]|~S[70]|~S[71]
)&…&(~S[92]|~S[93]|~S[94]|~S[95])& 
(S[96]|S[97]|S[98]|S[99])&(S[100]|S[101]|S[102]|S[103])&…&
(S[124]|S[125]|S[126]|S[127]); 

Недостатки – высока вероятность захвата данных от 
пикселей в потоке 

Метод 4 (жирным шрифтом отмечены переходные 
процессы в кадровом и строчном синхросигнале) 
wireCS; assign // КС cравнения для кадра  
CS=(~S[0]|~S[1])&~S[2]&~S[3]&…&~S[29]&(~S[30]|~ 
S[31])&(S[32]|S[33])&S[34]&S[35]&…&S[61]&(S[62]|S[63])& 
(~S[64]|~S[65])&~S[66]&~S[67]&~S[68]&~S[69]&…&~S[93]
&(~S[94]|~S[95])&(S[96]|S[97])&S[98]&S[99]&…&S[127]; 
wire LS; assign // КС cравнения для строки 
LS=(~S[0]|~S[1])&~S[2]&~S[3]&…&~S[61]&(~S[62]|~S[63])
&(S[64]|S[65])&S[66]& …&S[127]; 

Временные диаграммы селекции кадра для предло-
женных методов, полученные в среде моделирования 
QuartusII, представлены на рис. 5. 

Из временных диаграмм видно, что метод 1 обеспе-
чивает селекцию кадровых и строчных синхроимпульсов 
с частыми ложными срабатываниями. Такое решение 
является недопустимым для передачи видеопотока да-
же низкого качества. 

Метод 2 в принципе позволяет осуществлять селек-
цию синхроимпульсов, но имеется высокая вероятность 
отсутствия селекции при несовпадении фаз тактового 
сигнала CLK и входных данных Din. 

Метод 3 имеет большое количество ложных сраба-
тываний из-за высокой вероятности корреляции данных 
с эталоном синхроимпульсов. 

 
Рис. 5. Результаты моделирования 
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Метод 4 исключает недостатки методов 1, 2, 3 по 
средствам отслеживания переходных процессов в син-
хроимпульсах и обеспечивает наибольшую вероятность 
селекции. 

Таким образом, селекция кадра на частоте 2n мень-
шей частоты потока с гибкой привязкой к эталону имеет 
наибольшее отклонение частоты. Такой кадровый се-
лектор реализован на ПЛИС FLEX10K компании Altera и 
успешно справляется с задачами кадровой и строчной 
селекций при передаче несжатого видео форматом 
512х512. 
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METHODS OF SELECTION  
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IN UNCOMPRESSED VIDEO STREAM 
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Aminev D., Fokin A. 

The problems of personnel selection in the transmission 
of data flows in the inter-module connections is studied. De-
rived formulas for calculating the ratios of receiving and 
transmitting frequencies and others selector settings. The 
methods of personnel selection and their options for imple-
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Представлен алгоритм расчета функции неопределенности 
на основе ПЛИС и графического процессора, рассмотрены ограни-
чения на применение данного алгоритма, приводятся примеры 
расчета для различных сигналов, оцениваются практические за-
траты на реализацию. 

УДК 621.396. 969.181.4 

ВЫЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ ДЛЯ ПАССИВНОЙ ЛОКАЦИИ  
НА ПЛИС И ГРАФИЧЕСКОМ ПРОЦЕССОРЕ 

Панкратов В.Г., к.т.н., ОАО «Лантан», г. Москва; 
Карих А.А., ОАО «Лантан»; 
Панфилов В.Н., ОАО «Лантан»; 
Гуров А.Д., ОАО «Лантан»  

 
Ключевые слова: функция неопределен-

ности, пассивная локация, ПЛИС, графический 
процессор, алгоритм вычисления, сравнитель-
ная оценка. 
Введение 

Пассивный локатор предназначен для определения 
координат объекта по его собственному излучению или 
по отраженным сигналам при облучении его внешним 
источником, например, сигналом от мощного ТВ пере-
датчика или излучателя «подсвета». Основная обработ-
ка заключается в определении корреляционной функ-
ции и доплеровской фильтрации, т.е. в получении функ-
ции неопределенности (далее – ФН). При реализации 
ФН возникает трудность, связанная с большим объемом 
вычислений и двухмерностью задачи при этом инфор-
мация должна обрабатываться в реальном масштабе 
времени. 

В настоящее время появились мощные вычислите-
ли, обладающие высокой производительностью. Такими 
устройствами являются программируемая логическая 
интегральная схема (далее – FPGA) и графический про-
цессор (далее – GPU). Однако даже использование этих 
устройств напрямую не позволяет решить задачу с па-
раметрами, приемлемыми для практического примене-
ния. В статье предложен метод решения задачи с по-
мощью комбинации FPGA и GPU.  

Алгоритм вычисления ФН 

Согласно [1], [3] функция взаимной неопределенности 
χ(,Φ) имеет вид: 

2j π Φ tχ(τ,Φ) u(t) v (t τ) e dt
        


; (1) 

или 

2j π f tχ(τ,Φ) U(f) V (f Ф) e df
       


; (2) 

где: t – время;  – время задержки; f – частота; Φ – доп-
леровский сдвиг частоты; u(t) – прямой сигнал (опорный); 

v(t) – отраженный от объекта сигнал; 1j   ; U(f) – 

спектр входного сигнала; V(f) – спектр сигнала отражен-
ного от объекта; * – знак комплексного сопряжения. 

Функцию неопределенности χ будем вычислять на ин-
тервале Tχ (tn…tn+Tχ). Обозначения поясняются на  
рис. 1. Разобьем этот интервал на отрезки и вычислим 
корреляционную функцию Rn на каждом интервале 
(tn+ktr, tn+ktr+Tr), как показано на рис. 1.  

 
Рис. 1. Временная диаграмма для расчета функции неопределенности 
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Условные обозначения на риc. 1: 
Tχ – интервал времени, на котором вычисляется ФН; 
Tr –интервал времени, на котором вычисляется кор-

реляционная функция; 
tr – период корреляционных функций; 
n – номер ФН; 
k – номер интервала времени, на котором вычисля-

ется корреляционная функция; 
R – корреляционная функция; 
Nr –число корреляционных функций. 
Причем интервалы не обязательно вплотную при-

мыкают друг к другу. Между ними может быть времен-
ной промежуток. Это связано либо с ограниченными 
ресурсами FPGA или с особенностями обработки. Для 
вычисления ФН обычно используется библиотечное 
ядро БПФ. Вычисление БПФ в FPGA может произво-
диться в нескольких режимах, выбор одного из которых 
связан ее с возможностями. В зависимости от произво-
дительности и объема FPGA для вычисления корреля-
ционной функции можно использовать алгоритм кон-
вейерного БПФ (в этом случае между интервалами нет 
промежутка) или алгоритм с минимальной загрузкой 
FPGA, когда для вычисления БПФ используются одни и 
те же элементы, а промежуточные результаты записы-
ваются в память. При этом возникает промежуток между 
интервалами, длительность которого может быть по-
рядка нескольких интервалов вычисления корреляци-
онной функции. 

Представим ФН как сумму ФН для выбранных ин-
тервалов. Корреляционная функция вычисляется на 
интервалах от tn+ktr до tn+ktr+Tr: 
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       ; 

Таким образом, ФН можно представить как сумму 
интегралов, каждый из которых является функцией не-
определенности, вычисленной на отдельном интервале  

времени от tn+ktr до tn+ktr+Tr: 

0 0
( , )

2
.

TrNr

k
χ Φ u(t t k t)n n r

v (t t k t τ)n r
j π Φ (t t k t)n re dt




     

     

       


 (3) 

Обозначения поясняются на рис. 1. 
В дискретном виде, при t m δt  , τ p δt τ p   , 

Φ q δΦ Φq   , 
Trδt
Nτ

 , уравнение (3) принимает 

вид: 
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    (4) 

или в более компактной форме:  

0 0
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;

NN τr

k m

Trχ u vn, p,q n,k,m n,k,m pNτ
j π δΦ q (t k t δt m)n re

 

     

         


  

где: Nτ – число отсчетов, накапливаемых при вычислении 
корреляционной функции; Nτ =Tr/δt; Nr = Tχ/tr; Nd – число 
отсчетов по доплеровской частоте; Φq – доплеровская 
частота Ф Ф qq   ; δt – дискрет по времени; δΦ – дис-

крет по доплеровской частоте; p – номер отсчета по за-
держке p=0…Nτ; q – номер отсчета по доплеровской час-
тоте q=0…Nd. 

Если изменение фазы сигнала с максимальной доп-
леровской частотой за время вычисления корреляцион-
ной функции много меньше π, т.е. max rФ t << 1 где 

Фmax – максимальная доплеровская частота, то ФН (4) 
упрощается и переходит в следующую форму:  
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В более компактном виде ФН можно представить  
в следующем виде: 
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где: Rn,p,k – значение корреляционной функция  
сигналов u(t) и v(t), определенное на интервале 
(tn+ktr,tn+ktr+Tr) для задержки р:  

0
,

Nτ

m

TrR u vn, p k n,k,m n,k,m pNτ 

    ;  

R Rn, p,k n  представляет матрицу, составленную 

из корреляционных функций. Столбец – корреляцион-
ная функция, вычисленная на интервале (tn+ktr, 
tn+ktr+Tr). Строка составлена из элементов корреля-
ционных функций с одинаковой задержкой (p). Матрица 
предназначена для вычисления n – ой ФН. 

В соответствии с теоремой Котельникова частота 
измерений корреляционной функции (частота отсчетов 

доплеровской частоты) 1fr tr
  связана с максималь-

ным значением доплеровской частоты соотношением 
1

max 2
Φ

tr
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Множитель 2 nj π δΦ q te       – является фазо-
вым. 

Множитель 
2

,
0

k qj πNr Nde Rn, p k
k


   




 – являет-

ся дискретным преобразованием Фурье для строки мат-
рицы корреляционных функций [2]. 

Сформируем матрицу поворачивающих множителей  

2 k qj π
NdE e ek,q


   

  .  

Тогда матрицу ФН можно вычислить через произве-
дение матриц: R E   . 

Таким образом, последовательность вычислений 
следующая:  

1) вычисляются корреляционные функции для после-
довательных интервалов времени. Эту операцию целе-
сообразно производить на вычислителях обладающих 
максимальным быстродействием;  

2) формируется матрица из корреляционных функций та-
ким образом, чтобы элементы столбца представляли корре-
ляционную функцию для одного интервала времени, а эле-
менты строки составляли значения корреляционных функций 
для разных интервалов, но для одинаковых задержек.  

Для сокращения количества операций вычисление 
корреляционной функции производится при использова-
нии стандартного ядра БПФ через спектральное пред-
ставление входных сигналов. При реализации корреляци-
онной обработки на FPGA применялось конвейерное БПФ. 

3) формируется матрица поворачивающих множите-
лей, произведение которой с матрицей корреляционных 
функций даст матрицу ФН. При этом скалярное произве-
дение вектора строки корреляционной матрицы на вектор 
столбец матрицы поворачивающих множителей дает 
элемент матрицы ФН;  

4) вычисляется матрица ФН через произведение мат-
риц корреляционных функций и матрицы поворачиваю-
щих множителей. 

Блок-схема процесса вычисления ФН приведена  
на рис. 2.  

 
Рис. 2. Блок-схема вычисления функции неопределенности 
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Входные сигналы подаются на аналого-цифровые 
преобразователи (ADC), далее на блок формирования 
квадратурных сигналов и преобразования частоты 
(DDC), потом на коррелятор. Корреляционные функции 
для каждой выборки передаются на GPU ЭВМ, где 
формируется матрица, каждый столбец которой пред-
ставляет корреляционную функцию для определенной 
выборки сигнала в момент времени tn. 

Полученная корреляционная матрица умножается 
на заранее сформированную матрицу поворачивающих 
множителей E . Далее вычисляется модуль каждого 

элемента матрицы   ФН.  

Недостатком данного метода является наличие ог-
раничений, связывающих максимальную доплеровскую 
частоту Φmax и диапазон задержек Tr:  

1
max 2

Ф
Tr




.  

Преодолеть это ограничение в значительной степе-
ни можно путем иcпользования многоканальной обра-
ботки показанной на рис. 3. 

Корреляционные функции вычисляются для выборок 
сигналов смещенных по времени на целое число пе-
риодов Tr. Полученные матрицы ФН объединяются в 
общую матрицу:  
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.  

При этом диапазон задержек увеличивается в N раз.  

Ограничения на применение алгоритма 

Ключевым моментом в алгоритме является переход 
от выражения для расчета ФН по классической формуле 
(4) к приближенной формуле (5), которая позволяет раз-
бить процесс вычислений на 2 последовательных этапа, 
а именно: 1 – вычисление корреляционных функций и 2 – 
вычисление дискретного преобразования Фурье для доп-
леровской фильтрации.  

Ошибка возникает из-за того, что корреляционная 
функция вычисляется на интервале Tr без учета допле-
ровского сдвига частоты одного сигнала относительно 
другого. Это приводит к тому, что сигналы становятся 
несинхронными и при накоплении амплитуда корреляци-
онной функции уменьшается. При этом фазовые соотно-
шения между корреляционными функциями сохраняются.  

 

 
Рис.3. Блок-схема многоканальной схемы для вычисления функции неопределенности 
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Ошибка зависит от длительности сигнала и допле-
ровской частоты. Чем больше длительность и допле-
ровский сдвиг частоты, тем больше набег фаз, тем 
меньше амплитуда корреляционного пика. 

Для подтверждения применимости алгоритма необ-
ходимо оценить погрешность, связанную с данным при-
ближением. Для простоты рассчитаем, во сколько раз 
уменьшается амплитуда корреляционного пика при 
приеме сигналов с прямоугольной огибающей, длитель-
ностью равной времени накопления. 

Пусть на вход коррелятора поступают прямоуголь-
ные импульсы с амплитудой A.  

Импульсы имеют одинаковую амплитуду и время 
прихода, но несущая частота одного сигнала смещена 
на доплеровскую частоту – Ф. Вычислим значение кор-
реляционной функции. Оценку проведем для непрерыв-
ной системы обработки, поскольку для понимания фи-
зики это не принципиально. 
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График зависимости амплитуды от фазового сме-
щения за счет эффекта Доплера за время вычисления 
корреляционной функции приведен на рис. 4. 

 
Рис. 4. Амплитуда корреляционной функции  

при наличии доплеровского смещения 

Условные обозначения на риc. 4: 
Ф – доплеровская частота; 
Т – длительность сигнала.  
Ошибку по амплитуде корреляционной функции 

можно оценить по приближенной формуле: 
2

max( )
6

rT
R




 
 .  

Оценим реальные параметры системы, в частности, 
максимальную доплеровскую частоту при следующих 
параметрах: скорость объекта – 300 м/с, несущая час-
тота сигнала – 109 Гц, полоса сигнала – 10 МГц, такто-
вая частота – 30 МГц, число отсчетов корреляционной 
функции – 2048. 

Получаем Φmax = Fn2V/c = 2000 Гц, Tr = 2048/30106  
 68 10-6 c. При допустимой ошибке δR = 0,1 система 

может обрабатывать сигналы с максимальной доплеров-
ской частотой: 

max
6 3600

r

R Гц
T





  


.  

Таким образом, система с успехом может обрабаты-
вать сигналы, отраженные от объектов, движущихся со 
скоростью звука на несущей частоте 1 ГГц с полосой  
10 МГц, на интервале преобразования 68 мкс или на дис-
танции 20 км. Причем получить практически любое раз-
решение по доплеровской частоте. 

Другой тонкий момент в алгоритме следующий: отсче-
ты по доплеровской частоте для элементов корреляци-
онной функции с одинаковой задержкой дискретны и идут 
с периодом tr. Поэтому здесь должны проявляться все 
эффекты, связанные с дискретизацией, а именно, перио-
дичность спектра по доплеровской частоте и ограничение 
по максимальной доплеровской частоте в соответствии с 

теоремой Котельникова: max
1

2 r
Ф

t



. 

Кроме этого ФН для сигналов с большой базой при 
учете влияния деформации сигнала должна удовлетво-
рять следующему условию [2]:  

2
cT B
V  


,  

где: Тχ – время накопления, В – полоса частот сигнала,  
с – скорость света, V – радиальная скорость. 

Сравнительная оценка аппаратных затрат  
при вычислении ФН 

Для примера возьмем следующие реальные исход-
ные данные для пассивного локатора: 

– полоса сигнала – 5 МГц; 
– диапазон задержек – 100 мкс (расстояние между 

приемными антеннами  30 км); 
– максимальная доплеровская частота – 5 кГц (ско-

рость  1000 м/с); 
– выигрыш в отношении сигнал/шум – 40…50 дБ (чис-

ло отсчетов NТ  105). 
В соответствии с этими исходными данными опреде-

лим параметры вычислителя для предложенного алго-
ритма: 

– тактовая частота: Ft=10 МГц (
1 0,1
t

t
F

    мкс); 

– время накопления: 5 610 0,1 10TT N t         

0,01  c, 
дискрет времени по отсчетам доплеровской частоты: 

3max

1 1 100
2 2 5 10

rt   
  

мкс.  

Разрешение по доплеровской частоте: 
1

T
  . Чис-

ло отсчетов по доплеровской частоте max2
dN




 


 

32 5 10 100
100
 

  . Возьмем ближайшее целое число 

кратное 2 в целой степени, т.е. Nd = 128.  
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Будем вычислять корреляционную функцию на ин-

тервале tr. Число отсчетов по задержке 1000rtN
t 

  . 

Возьмем число кратное 2 в целой степени, N = 1024. 
При этом диапазон задержек – 102,4 мкс. Таким обра-
зом, интервалы, на которых вычисляются корреляцион-
ные функции, следуют друг за другом без паузы: 

r rT t . 

Оценим аппаратные затраты для вычисления ФН по 
предложенному алгоритму с использованием алгоритма 
БПФ. Чтобы можно было использовать БПФ для допле-
ровского анализа необходимо, чтобы число отсчетов во 
временной выборке было равно числу отсчетов по доп-
леровской частоте, т.е. Nd = Nr. 

ФН вычисляется с помощью произведения матриц 
R E    размерностью [Nτ ×Nr]×[Nr× Nd]=[Nτ ×Nd ] 

и представляет собой: 
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Элемент матрицы ФН представляет собой элемент 
преобразования Фурье от строки матрицы корреляци-
онных функций и равен: 

2

, ,
0

r
d

k qN j π
N

p q p k
k

R e


   


  , 

где: 
0

,
τN

k,m k,m p
m

R u vp k





   – значение корреляци-

онной функции, вычисленное на k-ом интервале време-
ни для задержки р, p = 0…N,, q = 0…Nd. 

В аппаратной реализации вычисление корреляцион-
ных функций производилось с помощью прямого и об-
ратного преобразования Фурье. Число комплексных 
умножений при вычислении БПФ – N/2×log2N. Для вы-
числения корреляционной функции надо выполнить два 
прямых преобразования Фурье, перемножить спектры и 
одно обратное преобразование. Общее число операций 

комплексного умножения равно: 

23 log
2FFT

N
N N N

 
      

. 

Для Nτ=1024 число операций комплексного умножения 
для вычисления одной корреляционной функции: 

10243 10 1024 16384
2

      
. 

При количестве корреляционных функций – 128, об-
щее число операций для формирования матрицы корре-
ляционных функций: 16384128 ≈ 2106. 

Доплеровский анализ выполняется с помощью БПФ. 
Для получения ФН необходимо сделать 1024 операций 
БПФ по 128 точек. Итого 6471024 ≈ 5105. 

Общее количество операций равно: 5105+2106=  
= 2,5106. 

Требуемая производительность вычислителя при рас-
чете ФН по предложенному алгоритму равно: 2,5108 оп/с. 

Проведем расчет количества операций при вычисле-
нии ФН по общей формуле с использованием БПФ. 
Возьмем те же исходные данные: Tχ = 0,01с; NT = 105;  
N = 1024.  

Для этого метода Nd = NT. Значение NT возьмем бли-
жайшее число кратное 2, в целой степени: NT = 131072. 

После преобразования формулы (1) в дискретную 
форму, выражение для элемента матрицы ФН принимает 
вид: 

* 2
,

0

TN
j Ф q t m

p q m m p
m

u v e        



     

где um  – m отсчеты прямого сигнала; v*
m+p – m+p ком-

плексно сопряженные отсчеты отраженного сигнала;  
χp,q  – элемент матрицы ФН. 

При условии, что: 
1Ф

T
   и 

T
t

NT

  , получаем 

элемент матрицы ФН: 
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   .  

Выражение является преобразованием Фурье от вы-
борки, составленной из произведений отсчетов входных 
сигналов и его можно вычислить с помощью алгоритма 
БПФ, если число доплеровских частот равно числу от-
счетов по времени и равно 2 в целой степени. 

Сформируем матрицу A  с элементами из произве-

дений отсчетов сигналов – ,p mА а , где: ap,m =um 

×v*
m+p;m = q = 0…NT; p = 0…Nτ. 
Матрица поворачивающих множителей равна:  

2 m qj π
NTE e em,q


   

  ;   

При использовании БПФ для вычисления ФН по об-
щей формуле мы получаем отсчеты для доплеровской 
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частоты больше, чем Фmax: max2

d
q

N


  , где: q = 0…NT , 

которые в дальнейшем не используются (избыточные 
отсчеты).   

ФН вычисляется с помощью произведения матриц 

А E   , размерностью [Nτ×NT]×[NT×NT] =  
= [Nτ×NT] и представляет собой:   
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Рассмотрим строку матрицы ФН. Можно заметить, 
что эта строка является результатом преобразования 
Фурье для строки матрицы произведений отсчетов сиг-
налов с одинаковыми задержками (при фиксированном 
p). Для вычисления преобразования Фурье используем 
алгоритм БПФ. 

Матрица А  содержит Nτ×NT (1024×131072) эле-

мента. Количество операций комплексных умножений 
для формирования матрицы произведений отсчетов 
равной: 1024×1310721,3×108 операций. Для каждой 
строки матрицы выполняется БПФ. Число комплексных 
умножений для вычисления БПФ- NT/2×log2NT [4]. Каж-

дое БПФ – 6131072 17 1,1 10
2

    операций. Всего 

1024 строк. Общее количество операций для вычисле-
ния БПФ: 1024×1,1×106≈ 1,1×109 операций. Общее ко-
личество операций комплексного умножения: 1,3×108 + 
+1,1×109 ≈ 1,2×109. 

Требуемая производительность вычислителя при рас-
чете ФН в реальном времени: 1,2109/0,01 = 1,21011 оп/с.  

Оценим затраты, когда вычисления проводятся толь-

ко для доплеровских частот: max2

d
q

N


  , где q = 0…Nd. 

В этом случае преобразование Фурье выполняется на-
прямую. 
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   , 

где: q = 0…Nd; m = 0…NT; p = 0…Nτ. 
В соответствие с формулой матричное уравнение 

принимает вид: 
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Размерности матриц: [Nτ×NT]×[NT×Nd]=[Nτ×Nd]. 
Количество комплексных умножений в матрице про-

изведений – 1024×131072 1,3×108. Количество умноже-
ний для вычисления одного элемента ФН через произве-
дение матриц – NT = 131072. Число элементов ФН – 

51024 128 1,3 10dN N      . Общее число операций: 
1,3×108+131072×1,3×105=1,7×1010. Таким образом, общее 
количество комплексных умножений при использовании 
БПФ меньше, чем при вычислениях без БПФ несмотря на 
то, что размерность выходной матрицы меньше.  

При расчете ФН по классической формуле произво-
дительность вычислителя должна быть примерно в 500 
раз больше производительности вычислителя, исполь-
зующего предложенный алгоритм (оценка проводилась 
относительно числа комплексных умножений). Это свя-
зано с использованием в предложенном алгоритме более 
эффективной структуры вычислений, а именно: для мед-
ленных процессов (доплеровской фильтрации) использу-
ется низкая частота тактирования и устраняется избы-
точность по числу операций. Максимальная доплеров-
ская частота много меньше полосы частот сигнала и по-
этому выигрыш определяется фактически отношением 
полосы частот сигнала и максимальной доплеровской 
частотой. Полоса сигнала может равняться десяткам 
мегагерц. Максимальный доплеровский сдвиг до 10 кГц. 
Выигрыш, примерно, 103 раз. Кроме этого необходимо 
учесть, что увеличение размера выборки приводит к более 
быстрому, чем линейное увеличению числа операций. 
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Выбор элементной базы для реализации алгоритма  

При технической реализации встает вопрос выбора 
элементной базы, на которой можно реализовать этот 
алгоритм. Существуют основные типы элементной базы 
для обработки сигналов: универсальный процессор (да-
лее – CPU), сигнальный процессор (далее – DSP), 
FPGA и GPU.   

CPU предназначены для решения сложных вычис-
лительных задач в научных, инженерных, экономиче-
ских областях и т.д., как правило, не в реальном време-
ни и мало приспособлены для скоростной обработки 
радиосигналов.  

CPU содержит многоядерные процессоры, выпол-
няющих последовательно во времени команды над 
входными потоками данных. Производительность CPU 
ограничена ее архитектурой. Например, CPU типа Intel 
Сore i5 2400 3,1 ГГц, 4 ядра имеет производительность 
около 50 ГФлоп.  

Главная отличительная черта DSP – максимальная 
приспособленность к решению задач цифровой обра-
ботки сигналов. Это именно «специализированные» 
контроллеры, специализация которых заключается в 
такой архитектуре и системе команд, которые позволя-
ли бы оптимально выполнять операции преобразования 
и фильтрации сигналов в режиме реального времени. 
Как правило, многие семейства DSP-процессоров ори-
ентированы в основном на конкретные приложения. При 
вычислении, им характерен один поток данных и один 
поток команд, последовательно выполняемых ядром 
DSP.  

Лучшие современные DSP имеют производитель-
ность порядка нескольких ГФлоп и тактовую частоту 
около 1 ГГц. 

При наращивании производительности требуется 
организации сложной многоэтапной обработки и созда-
ния системы из нескольких DSP. 

FPGA представляет собой большую интегральную 
микросхему матричного типа, позволяющюю программ-
ным способом реализовать логические функции боль-
шой сложности. Физическое ограничение по быстродей-
ствию присущее всем традиционным архитектурам про-
цессоров является последовательное выполнение ко-
манд. Архитектура FPGA дает возможность аппаратного 
распараллеливания вычислений. Программы работы 
FPGA представляют фактически структуру с работаю-
щими непрерывно блоками, сходную с электрической 
схемой устройства, выполняющего обработку сигнала в 
реальном времени. Вычисления выполняются в конвей-
ерном режиме. 

Преимуществами FPGA в средствах обработки сигна-
лов являются: высокое быстродействие; возможность 
реализации сложных параллельных алгоритмов; наличие 
средств САПР, позволяющих провести полное модели-
рование и симулирование системы; наличие библиотек 
мегафункций, описывающих сложные алгоритмы; архи-
тектурные особенности FPGA как нельзя лучше приспо-
соблены для конвейерной реализации таких разных по 
типу операций, как фильтрация, преобразование сигна-
лов по частоте, децимация, задержка, свертка и т.п. 

Недостатком FPGA можно считать трудности связан-
ные с обработкой больших массивов информации, тре-
бующей большего количества элементов FPGA, т.е огра-
ниченное количество входных потоков данных. 

GPU предназначена для скоростной и параллельной 
обработки массивов информации. GPU процессор устро-
ен иначе, чем CPU. В них качество заменено количест-
вом: вместо двух-четырех ядер графические чипы ис-
пользуют целые кластеры из множества потоковых про-
цессоров. Например, в видеочипах NVIDIA основной  
блок – это мультипроцессор с восемью-десятью ядрами 
и сотнями ALU в целом, несколькими тысячами регистров 
и небольшим количеством разделяемой памяти. Если 
CPU исполняет 1-2 потока вычислений на одно процес-
сорное ядро, то GPU могут поддерживать более тысячи 
потоков на каждый мультипроцессор, которых в процес-
соре несколько.  

GPU процессоры используют общедоступную техно-
логию CUDA, которая позволяет программировать на 
языке С++ и содержит библиотеки для выполнения век-
торно-матричных и БПФ операций. При современных 
объемах памяти на GPU можно умножать матрицы раз-
мером в миллионы элементов, и все данные будут раз-
мещены в глобальной памяти. Реально достигнутая про-
изводительность при этом будет достаточно высока, на-
пример GPU NVIDIA GeForce GTX 560 имеет производи-
тельность 1262 ГФлоп. Следует заметить, что такая про-
изводительность достигается за счет использования 
блочных алгоритмов умножения матриц, а классические 
прямые реализации оказываются на порядок медленнее.  

Преобразование Фурье на GPU выполняются за вре-

мя, пропорциональное log22
N

N  [4], где N – число то-

чек БПФ. Алгоритм реализуются при помощи многопро-
ходной схемы, где на каждом проходе применяется клас-
сическое ядро типа «бабочка». И хотя вычислительная 
сложность подобного ядра относительно невысока, GPU 
удается достичь на нем неплохих результатов. На пер-
вых этапах обработки весь массив умещается в статиче-
скую память, что позволяет собрать их в один проход и 
получить порядка 40 ГФлоп на GPU типа NVIDIA GeForce 
8800GTX. В то же время GPU проигрывает там, где необ-
ходима последовательная обработка одного потока ин-
формации. 

К сожалению, решить задачу расчета ФН на одном 
вычислителе довольно трудно.  

Один из вариантов реализации предлагается автора-
ми статьи: использовать комбинация FPGA для обработ-
ки сигналов, GPU для выполнения векторно-матричных 
операций и CPU для отображения и управления. 

Техническая реализация выполнена с применением 
отладочной платы Development Kit-4 фирмы Nallatech 
(www.nallatech.com) на основе FPGA серии Virtex-4 типа 
xc4vsx35 в конвейерном режиме с параметрами:  

– выборки через: 1,56 мс.,  
– тактовая частота: 30 МГц.,  
– коэффициент децимации: 6, 
– скорость передачи информации: 10-15 Мбит/с. 
Вычисление ФН производилось с использованием ви-

деокарты типа NVIDIA GeForce 8600GT с параметрами:  



 

 
 
64 

– время, затраченное на вычисление произведения ком-
плексных матриц: [1024256]  [256256] =[1024256] – 8 мс;  

– время, затраченное на вычисление модуля эле-
ментов матрицы: 160 мкс;  

– пересылка информации: 4 мс. 
Примеры вычисления функции неопределенности 

Выборки корреляционной функции, полученные в 
FPGA для реальной и мнимой частей сигнала типа бе-
лый шум, представлены на рис. 5. Выборки сигнала 
вплотную примыкают друг к другу и наглядно видна мо-
дуляция амплитуды корреляционного пика с доплеров-
ской частотой. Число отсчетов – 2048. 

Результаты вычислений ФН предложенным методом 
представлены на рис. 6-9. 
Выигрыш в отношении сигнал/шум 

Выигрыш в отношении сигнал/шум пропорционален 

Nd  выборок и разрешению по доплеровской частоте 
по отношению к простому коррелятору, т.к. увеличение 
разрешения по доплеровской частоте связано с увеличе-
нием времени анализа или накопления, следовательно, с 
увеличением энергии сигнала. На рис. 10 приводятся 
сечения ФН при фиксированной задержке для различного 
числа доплеровских частот ЛЧМ сигнала. Отношение 
сигнал/шум на входе устройства ≈ -20 дБ, длительность 
сигнала 900 отсчетов. 

 
Рис. 5. Выборки корреляционных функций на выходе платы цифровой обработки  

      
Рис. 6. Модуль ФН немодулированного импульса Рис. 7. Модуль ФН ЛЧМ импульса 

      
 Рис. 8. Модуль ФН  шумового сигнала  Рис. 9. Модуль ФН ЛЧМ сигнала 

 
Рис. 10. Сечение ФН по доплеровской частоте при фиксированной задержке импульсов 
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Для простого коррелятора без доплеровской фильт-
рации с числом отсчетов 1024 выигрыш в отношении 
сигнал/шум составил бы только 15 дБ, а с доплеровской 
фильтрации не менее 40…45 дБ. 

Заключение 

Использование приведенного алгоритма вычисления 
ФН позволяет существенно повысить качество обработки, 
улучшить отношение сигнал/шум и при этом выполнить 
обработку в реальном времени при минимальных аппа-
ратных затратах за счет рационального алгоритма, исклю-
чающего избыточные математические операции. 
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TO CALCULATE OF FUNCTION OF 
UNCERTAINTY FOR A PASSIVE 
LOCATOR ON FPGA AND THE GPU 

Pankratov V., Karih A.,  
Panfilov V., Gyrov A. 

Article is devoted calculate of function of uncertainty for 
problems of a passive radar by means of the newest ele-
ments – FPGA and the GPU. The basic questions and prob-
lems, about which it is told in article:  

a) reception of function of uncertainty is one of the main 
tasks in a passive radar; 

b) the basic problem at reception of function of uncertainty in 
real time is great volume of calculations, to realise which be-
came possible only with application of the newest elements;  

c) hardware realisation has been made on the FPGA and 
the GPU. 
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Предложен алгоритм вычисления вектора весовых коэффици-
ентов в РЛС с фазированными антенными решетками при неста-
ционарной помеховой обстановке. Приведены результаты мате-
матического моделирования. Оценена производительность про-
граммной реализации данного алгоритма на цифровом сигнальном 
процессоре TS-201S. 

УДК 621.396.96 

РЕАЛИЗАЦИЯ АЛГОРИТМА ВЫЧИСЛЕНИЯ ВЕСОВЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ 
МНОГОКАНАЛЬНОГО КОМПЕНСАТОРА АШП  
НА ЦИФРОВОМ СИГНАЛЬНОМ ПРОЦЕССОРЕ TS201S1 

Буров В.Н., аспирант кафедры «Информационные радиосистемы» Нижегородского государственного 
технического университета имени Р. Е. Алексеева, e-mail: mobius.petrol@gmail.com 
Букварев Е.А., младший научный сотрудник кафедры «Информационные радиосистемы» Нижегородского 
государственного технического университета имени Р.Е. Алексеева, e-mail: bukvarev@rambler.ru 

 
Ключевые слова: пространственная обра-

ботка сигналов, фазированная антенная решет-
ка, активная шумовая помеха, автокомпен-
сатор, семейство процессоров TigerSHARC.  

Введение 

Разработка алгоритмов пространственной 
обработки сигналов в радиолокационных системах (РЛС) 
с фазированными антенными решетками (ФАР) является 
важным этапом проектирования РЛС. Одной из задач 
пространственной обработки сигналов является компен-
сация активных шумовых помех (АШП). 

Рассмотрим плоскую прямоугольную ФАР с эквиди-
стантным расположением приемных элементов в каждой  
строке и эквидистантным размещением самих строк. 
Полагаем, что полотно ФАР ориентировано вертикаль-
но (или имеет небольшой наклон с целью исключения 
влияния подстилающей поверхности), а все строки па-
раллельны азимутальной плоскости.  

Из каждой строки ФАР, кроме последней, формиру-
ется один приемный канал с диаграммой направленно-
сти (ДН) в азимутальной плоскости. Назовем данный 
канал основным. Формирование ДН основного канала 
происходит в аналоговом виде до блока АЦП за счет 
взвешенного суммирования сигналов с приемных эле-
ментов. ДН для каждого из основных каналов в азиму-
тальной плоскости имеет главный максимум в направ-
лении приема полезного сигнала и побочные максиму-
мы, на которые могут воздействовать постановщики 
АШП. Приемные элементы последней строки ФАР обра-
зуют компенсационные каналы, расположенные в азиму-
тальной плоскости. При данном расположении компен-
сационных каналов существует возможность компенса-
ции постановщиков АШП, действующих с различных ази-
мутальных направлений на боковые лепестки ДН основ-
ных каналов. 

В качестве адаптивных устройств защиты от АШП 
могут использоваться системы автокомпенсации, по-
строенные либо на базе корреляционных автокомпенса-
торов с обратными связями [1], либо с прямым методом 
формирования вектора весовых коэффициентов [2]. Ав-
токомпенсаторы с прямым методом формирования ве-
совых коэффициентов обладают преимуществами по 
сравнению с корреляционными автокомпенсаторами, а 
именно, они обладают большей стабильностью и имеют 
высокую скорость сходимости, мало зависящую от внеш- 

них условий. К прямым алгоритмам относятся алгорит-
мы непосредственного обращения (метод НОМ) оценоч-
ной корреляционной матрицы (КМ) помехи, рекуррентно-
го обращения выборочной КМ и алгоритм последова-
тельной декорреляции помехи, основанный на процеду-
ре ортогонализации Грама-Шмидта. В связи с успешным 
развитием быстродействующих средств вычислительной 
техники целесообразно реализовывать процедуру ком-
пенсации на цифровых вычислителях, таких как ПЛИС и 
цифровые сигнальные процессоры (ЦСП). Как показы-
вает опыт, успешная реализация адаптивной простран-
ственной обработки имеет место при одновременном 
использовании ПЛИС и ЦСП. В настоящее время в каче-
стве быстродействующих ЦСП широко применяются 
процессоры семейства TigerSHARC. С целью получения 
эффективной реализации автокомпенсатора с примене-
нием ЦСП указанного семейства выбран прямой алго-
ритм формирования весовых коэффициентов – метод 
НОМ. Обозначим число основных каналов N, а число 
компенсационных каналов M. На рис. 1 приведена функ-
циональная схема автокомпенсатора, основанного на 
методе НОМ. Оценивание КМ помехи («обучение») и 
операция взвешенного суммирования сигнала («компен-
сация») выполняются на ПЛИС в формате с фиксиро-
ванной точкой. Алгоритм НОМ выполняется на ЦСП в 
формате с плавающей точкой. 

Рассмотрим ситуацию, когда на боковые лепестки ДН 
основных каналов действует несколько фиксированных 
в пространстве постановщиков АШП, сигналы которых 
имеют стационарные гауссовские распределения. В ре-
жиме  кругового  обзора  из-за  вращения  полотна  ФАР 

 
––––––––––––––––––––––––––––– 

 
 

1 Работа выполнена при поддержке Министерства образования 
и науки РФ в рамках договора № 02.G25.31.0061 от 12 февраля 
2013 года (в соответствии с Постановлением Правительства 
Российской Федерации от 9 апреля 2010 г. № 218). 
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Рис. 1. Функциональная схема автокомпенсатора 

угловые положения источников АШП изменяются со вре-
менем. Это приводит к постепенному ухудшению проце-
дуры компенсации АШП в связи с устареванием весовых 
коэффициентов компенсации, поэтому их необходимо 
периодически пересчитывать. Регулярный, частый пере-
счет весовых коэффициентов с помощью метода НОМ 
не всегда приемлем с точки зрения практической реали-
зации, т.к. метод НОМ обладает значительной вычисли-
тельной сложностью. Следует учесть, что помеховая 
обстановка также может включать в себя пассивные 
(ПП) и импульсные помехи (ИП), которые могут исказить 
оцениваемую КМ АШП в процессе «обучения» автоком-
пенсатора. В силу перечисленных причин помеховая 
обстановка является нестационарной. 

Целью данной статьи является разработка алгоритма 
оценивания и обновления весовых коэффициентов ком-
пенсации АШП в режиме кругового обзора РЛС при на-
личии разного вида помех и измерение производитель-
ности предложенного алгоритма, реализованного на сиг-
нальном процессоре TS-201S семейства TigerSHARC. 
Описание процедуры компенсации АШП 

Компенсация АШП осуществляется в каждом из ос-
новных каналов независимо и представляет собой про-
цедуру вычитания M взвешенных сигналов компенсаци-
онных каналов из основного канала. При этом весовая 
сумма является оценкой значения активной помехи в 
данном канале, процесс получения которой осуществля-
ется за три этапа. 

На первом этапе производится оценивание КМ АШП. 
Пусть λ = [λ1, λ2,…, λN]Т и x = [x1,x2,…,xM]Т представляют 
собой результирующие векторы-столбцы АШП в основ-
ных и компенсационных каналах как на рис. 1. Полагая, 
что сигналы АШП имеют гауссовские распределения, 
оценки корреляционных матриц, оптимальные по крите-
рию максимального правдоподобия, примут вид  
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где ˆ λxR и ˆ
xxR  – оценки матриц взаимной корреляции 

векторов помехи в основных и компенсационных кана-
лах и автокорреляционной матрицы вектора помехи в 
компенсационных каналах, λ(l) и x(l) – наблюдаемые в 
момент времени l реализации векторов λ и x; L – объём 
обучающей выборки, удовлетворяющий условию репре-
зентативности L ≥ M, (*)H – операция эрмитова сопря-
жения. 

На втором этапе применяется метод НОМ. Вычисля-
ется оценка матрицы весовых коэффициентов Ŵ  в со-
ответствии с решением Винера-Хопфа [3] 

1
,регˆ ˆ ˆλx xxW R R , (2) 

где ,рег
ˆ

xxR  – регуляризованная КМ вида  

,рег
ˆ ˆ

xx xxR R E  ,  

где E – единичная матрица, γ – весовой множитель еди-
ничной матрицы. 

Регуляризация матрицы ˆ
xxR  проводится с целью 

уменьшения её обусловленности в том случае, когда 
число постановщиков АШП будет меньше числа компен-

сационных каналов. Значительная обусловленность ˆ
xxR  

может привести к аномальным ошибкам при вычислении 
матрицы весовых коэффициентов по формуле (2). 

На третьем этапе находится оценка результирующе-
го вектора активной помехи в основных каналах  
ˆ ˆλ Wx   

и вычитается из процессов в этих каналах  
ˆλ λ λ   .   

Ключевой проблемой метода НОМ является реали-
зация эффективного алгоритма обращения матрицы 

,рег
ˆ

xxR . 

Для количественной оценки качества подавления 
АШП введем понятие коэффициента компенсации АШП, 
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который запишем для первого основного канала в виде 

1
ком,дБ

1
20 lg( )K 


 


.  

Описание метода НОМ 

Исходное матричное решение (2) метода НОМ можно 
разбить на группу из N независимых решений: 

1
1 1 ,рег

1
,рег

ˆˆˆ ;

...
ˆˆˆ ;

xx

xx

w r R

w r RN N





 






  (3) 

где r̂N – вектор-столбец номера N из матрицы Hˆ
λxR , 

имеющий размерность M×1, ŵ N – вектор-столбец номе-

ра N из матрицы Hˆ ,W  имеющий размерность M×1. 

Рассмотрим одно из решений (3) и обозначим r̂N  как 

r, а Nŵ  как w. Точное вычисление весового вектора w 

можно получить, минуя процедуру явного обращения 

матрицы ,рег
ˆ ,xxR

 
если использовать так называемый 

метод квадратных корней [4]. Регуляризованная КМ 

,рег
ˆ ,xxR

 
является эрмитовой и положительно опреде-

ленной [4], для нее справедливо разложение Холецкого: 

,рег
ˆ H

xxR SS ,  

где S – нижняя (левая) треугольная матрица [4] вида  

11

21 22

1 2

0 ... 0
.. 0

... ... ... ...
...

S

M M MM

s
s s

s s s

 
 
 
 
 
 

.  (4) 

Первым действием метода квадратных корней явля-
ется вычисление элементов вспомогательного вектора y 
размерности M×1 по формуле (5) в прямой последова-
тельности следования индексов i = 1, 2,…, M: 

1

1

i

i k ik
k

i
ii

r y s
y

s









, (5) 

где ri – элементы вектора r, sii – элементы матрицы (4). 
Вторым действием вычисляются коэффициенты wi в 

обратной последовательности следования индексов 
i = M, M –1,…,1, в соответствии с 

*
1, 1

1

M i

i M k i M k
k

i
ii

y s w
w

s



   







. (6) 

Получаемые по формулам (5) и (6) векторы ŵN  об-

разуют матрицу весовых коэффициентов HŴ , эрмито-

во-сопряжённую (2), где вектор ŵN  является столбцом 

под номером N матрицы HŴ . Метод квадратных корней 
значительно упрощает процедуру нахождения весовых 
векторов засчет исключения вычислительно сложной 
операции явного обращения КМ. 

Алгоритм вычисления весовых коэффициентов 

В режиме кругового обзора, при вращении антенны, 
АШП становится нестационарной, и возникает необхо-
димость в своевременном обновлении весовых коэффи-
циентов. При этом частое применение метода НОМ яв-
ляется нежелательным из-за больших вычислительных 
затрат, а редкое, как правило, приводит к значительному 
ухудшению коэффициента компенсации АШП. Кроме 
того, вне зависимости от частоты применения метода 
НОМ, ввиду наличия в принимаемом сигнале кроме 
АШП помех других видов, возможно искажение оценки 
КМ, что также снижает коэффициент компенсации АШП. 

С целью устранения упомянутых недостатков разра-
ботан алгоритм вычисления весовых коэффициентов, 
суть которого заключается в следующем. Выбирается 
средний темп применения метода НОМ, при котором 
обеспечиваются приемлемое значение коэффициента 
компенсации АШП и небольшие вычислительные затра-
ты. В интервалах времени между пересчетами коэффи-
циентов производится оценивание помеховой обстанов-
ки путем формирования нескольких оценок корректи-
рующих КМ с более быстрым темпом следования, чем 
метод НОМ, в котором будут учитываться эти оценки. 

В режиме обзора РЛС излучает последовательность 
зондирующих импульсов, обычно с переменным перио-
дом следования (вобуляцией). Также в этой последова-
тельности присутствуют защитные временные интерва-
лы, в течение которых РЛС не излучает. Использование 
защитных временных интервалов позволяет получать 
оценки КМ в течении длительного времени обучения L, 
не искаженных при этом отраженным сигналом. Пусть 
значение L составляет 128 отсчетов комплексной оги-
бающей принимаемого сигнала, что является реализуе-
мым в большинстве практических случаев. Назовем 
оценки КМ, полученные на этом интервале опорными и 

обозначим как 128ˆ xxR  и 128ˆ
λxR . На базе полученных оценок 

КМ АШП вычисляются весовые коэффициенты W1 в со-
ответствии с (2), которые будут использованы в процес-
се компенсации АШП в течение некоторого времени. На 
рис. 2 показан пример фрагмента последовательности 
зондирующих импульсов, схематично отмеченных тре-
угольниками. Жирными прямоугольниками показаны 
отрезки времени, в течение которых происходит получе-
ние оценок КМ (обучение автокомпенсатора). Первый 
прямоугольник означает процесс оценивания опорных 
КМ АШП. Тонкими линиями показан сигнал АШП на вы-
ходе автокомпенсатора. Пунктиром обозначены сигналы 
ПП на входе автокомпенсатора. 

В первом периоде зондирования на ФАР действуют 
только сигналы АШП, а в последующих периодах также 
и сигналы ПП. Как видно из рис. 2, сначала коэффици-
енты W1 обеспечивают эффективную компенсацию 
АШП, затем, вследствие вращения антенны, наблюдает-
ся монотонное ухудшение компенсации. На десятом пе-
риоде зондирования коэффициенты W1 уже не обеспе-
чивают приемлемый уровень подавления АШП и их не-
обходимо пересчитывать. Время, затрачиваемое про-
цессором TS-201S на пересчет коэффициентов, на  
рис. 2 не учтено. 
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Рис. 2. Иллюстрация процедуры пересчета весовых коэффициентов 

Получение оценки КМ в моменты, отличные от за-
щитных временных интервалов, имеет ряд особенно-
стей. Во-первых, длительность времени обучения в этом 
случае оказывается примерно на порядок меньше. Во-
вторых, моменты начала интервалов обучения должны 
соответствовать  максимально дальним дистанциям с 
целью уменьшения общего вклада ПП. В-третьих, эти 
моменты должны варьироваться от одного импульса 
зондирования к другому для исключения возможности 
искажения получаемых оценок удаленными целями. В 
данном случае оценивание помеховой обстановки в ин-
тервалах времени между очередными пересчетами ве-
совых коэффициентов производится с помощью серий 
обучений автокомпенсатора на коротких интервалах 
усреднения (Lкор = 16 отсчетов комплексной огибающей) 
с получением двух групп оценок корректирующих КМ 

16ˆ
1xxR , 16ˆ

2xxR ,…, 16ˆ
xxR P

и 16ˆ
1λxR , 16ˆ

2λxR ,…, 16ˆ ,λxR P  
где P – 

число оценок корректирующих КМ. На рис. 2 узкими прямо-
угольниками, выделенными жирным цветом, обозначен 
процесс получения оценок корректирующих КМ. Получен-
ные оценки затем усредняются в весовом сумматоре с по-
лучением одной корректирующей КМ, которая будет участ-
вовать в обновлении оценок опорных КМ. Используя об-
новленные опорные КМ АШП, с помощью метода НОМ 
осуществляется пересчет весовых коэффициентов ком-
пенсации, которые затем считаются обновленными. 

Для корректного обновления весовых коэффициен-
тов необходимо из всех оценок корректирующих КМ вы-
брать только неискаженные оценки. С этой целью пред-
лагается сравнивать оценки корректирующих КМ с соот-
ветствующей опорной КМ. 

В качестве критерия сходства предлагается исполь-
зовать некоторую величину cos2φ, определяемую из (7). 
Критерий сходства количественно отражает корреляци-
онную взаимосвязь корректирующей и опорной КМ и 
принимает значения в диапазоне 0 < cos2φ < 1: 

2
кор опор2

2 2
кор опор

( , )
cos

r r

r r
  , (7) 

где, rкор и rопор – векторы, являющиеся одномер- 
ными массивами, как показано на рис. 3, 

 
2

кор опор кор, опор,
1

,r r r r
MM

i i
i

  , 
22 2

кор кор,
1

r r
MM

i
i

  , 

22 2
опор опор,

1
r r

MM

i
i

  . 

С учетом вида представления комплексных матриц 

во внутренней памяти процессоров семейства 
TigerSHARC (см. рис. 3), предложенный критерий не 
требует предварительной подготовки исходных данных и 
может быть эффективно вычислен. 

Опишем процедуру вычисления 2cos p . Пусть кор-

ректирующая КМ 16ˆ
xxR p

является одномерным массивом 

rкор. Поскольку оценка опорной КМ была получена нако-
плением L отсчетов комплексной огибающей, а оценка 
корректирующей КМ накоплением Lкор отсчетов, то опор-
ная матрица в выражении для коэффициента сходства 
должна иметь нормировочный множитель, т.е. одномер-

ный массив rопор соответствует матрице   128
кор

ˆ
xxRL L . 

В результате 
2 22 2

кор опор кор опорcos ( , )r r r rp  в 

соответствии с (7). 
По результатам сравнения вычисляется один и тот 

же для всех групп корректирующих КМ вектор 

 T1 2β ,β ,...,ββ P , который назовем вектором коэффи-
циентов значимости, определяющим порядок выбора 
нужных оценок корректирующих КМ, включая различные 
приоритеты для каждой оценки. При вычислении вектора 
коэффициентов значимости достаточно производить 
сравнение только одной группы КМ 16ˆ ,

1xxR
 

16ˆ
2xxR ,…, 16ˆ

xxR P
 и 128ˆ xxR . Рассмотрим факторы, влияю-

щие на вектор коэффициентов значимости. 
Фактор последующей корректирующей КМ. Счи-

тается, что значимость последующей корректирующей 
КМ будет больше, чем предыдущей. В качестве окна 
используется экспоненциальное взвешивание 
wпосл(p) = exp(a∙p),  
где p = 1,2,…,P; где a – параметр взвешивания, a > 0. 

Если фактор не используется, то a = 0. 
Фактор выделения АШП. Назначается некоторое по-
роговое значение l0, в пределах 0<l0<1, и если cos2φ ≤ l0, 
то предполагается, что данная оценка корректирующей 
КМ содержит информацию только об АШП.Все корректи-
рующие КМ, не удовлетворяющие данному условию, 
исключаются из усредняющей суммы, а остальные по-
лучают единичные веса: 

2
0

АШП 2
0

1, cos
( )

0, cos

p

p

l
w p

l





  


,  

где p = 1,2,…,P. 
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Рис. 3. Представление комплексных матриц в памяти процессоров семейства TigerSHARC 

Элементы ненормированного вектора коэффициен-
тов значимости определяются как произведение двух 
факторов 
βp,нен = wпосл(p) wАШП(p).  

Для получения нормированных коэффициентов зна-
чимости βp необходимо выполнить нормировку  
βp = K0βp,нен,  (8) 

где 0

кор ,нен
1

P

p
p

LK
L 






 нормировочный множитель. 

Затем производится усреднение всех корректирую-
щих КМ с соответствующими коэффициентами значимо-
сти βp с целью получить общую корректирующую КМ 

128
,кор

ˆ
xxR :  

128 16
,кор

1

ˆ ˆ
xx xxR R

P

p
p

p


  .  (9) 

Коррекция опорной КМ 128
,опор

ˆ xxR  осуществляется в 

соответствии с коэффициентом обновления α : 
128 128 128

,нов ,опор ,кор
ˆ ˆ ˆ(1 )xx xx xxR R R       (10) 

Получение обновленной матрицы 128
,нов

ˆ λxR  осуществ- 

ляется аналогично по формулам (9) и (10), используя 
корректирующие КМ 16ˆ .λxR p

В итоге пересчитываются 

компенсационные коэффициенты по формуле (2), осно-
вываясь на обновленных значениях опорных КМ. Функ-
циональная схема алгоритма вычисления весовых ко-
эффициентов приведена на рис. 4, а блок-схема алго-
ритма вычисления коэффициентов значимости на рис. 5. 

Результаты математического моделирования. 
Оценка производительности 
программы на ЦСП TS-201S 
Работа предложенного алгоритма исследовалась мето-
дом математического моделирования. Параметры мо-
дели полагались следующими. ФАР имеет десять ос-
новных (N = 10) и восемь компенсационных каналов 
(M = 8). Весовой множитель единичной матрицы γ = 10–4, 
число оценок корректирующих КМ P = 8, пороговое зна-
чение критерия сходства l0 = 0.58, темп обновления 
опорной КМ α = 0.95, параметр взвешивания в факторе 
последующей КМ a = 1.2. Отношение уровня АШП к уров-
ню собственного шума приемного тракта основного кана-
ла составляет 60 дБ. Период зондирующих импульсов на 
рис. 2 составляет 200 отсчетов комплексной огибающей. 
В течение первых одиннадцати зондирующих импуль-сов 
(2200 дискретных отсчетов комплексной огибаю-щей) по-
лотно ФАР изменило азимутальное положение на 3.8°. 

 
Рис. 4. Функциональная схема алгоритма 
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На рис. 6, а, б, в приведены результаты математиче-
ского моделирования процесса компенсации, соответст-
вующих ранее приведенному примеру на рис. 2. На 
рис. 6, а, б тонкими прямоугольниками (кривые 1) пока-
заны интервалы времени, в течение которых происходит 
накопление КМ АШП, толстыми кривыми 2 – мгновенные 
значения коэффициента компенсации АШП, Kком,дБ.  
Рис. 6, а соответствует случаю частого периодического 
применения метода НОМ, а рис. 6, б случаю редкого 
применения метода НОМ. На рис. 6, в приведена срав-
нительная характеристика двух вариантов реализации 
предложенного алгоритма обновления весовых коэффи-
циентов, где кривая 1 аналогична рис. 6, а, б, сплошная 
кривая 2 изображает зависимость мгновенного коэффи-
циента компенсации АШП для случая, когда все коэф-
фициенты значимости корректирующих КМ одинаковы, а 
штрихпунктирная кривая 3 – для случая различных ко-
эффициентов значимости, учитывающих приоритеты и 
факторы АШП корректирующих КМ. 

Из результатов, приведенных на рис. 6, а, видно, что 
частое применение метода НОМ обеспечивает наиболее 
быстрый темп обновления весовых коэффициентов, но 
требует наибольшего количества вычислительных ре-
сурсов. В случае редкого применения метода НОМ  
(рис. 6, б) требуется наименьшее количество вычисли-
тельных ресурсов из всех упомянутых методов, но обес- 

печивается более низкий темп обновления весовых ко-
эффициентов. Используемые на рис. 6, а, б методы об-
новления весовых коэффициентов обладают сущест-
венным недостатком, который заключается в вероятном 
получении искаженных обновленных коэффициентов, 
вследствие влияния помех различных видов в некото-
рых периодах зондирования, изображенных на рис. 2. 

Результаты моделирования предложенного в данной 
статье алгоритма обновления весовых коэффициентов, 
приведенные  на рис. 6, в, показывают, что использова-
ние метода НОМ в сочетании с оценками корректирующих 
КМ позволяет значительно уменьшить влияние помех 
различных видов на весовые коэффициенты компенсации 
АШП. Кроме того, учет упомянутых факторов АШП и при-
оритетов в коэффициентах значимости при указанных 
параметрах моделирования позволяет повысить коэффи-
циент подавления АШП на 5 дБ по сравнению со случаем, 
когда все коэффициенты значимости одинаковые. 

Данный алгоритм реализован на языке программиро-
вания C в ЦСП TS-201S семейства TigerSHARC. В  
табл. 1 приведена производительность программы в так-
тах процессора, рассчитанная по наблюдениям за зна-
чением в регистре CCNT0 [5] для трех режимов работы 
программы, описанных в таблице. При оценке произво-
дительности программы использовались те же парамет-
ры, что и в математической модели. 

 

 
Рис. 5. Блок-схема алгоритма вычисления коэффициентов значимости 
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Рис. 6. Результаты математического моделирования 

 
Таблица 1  Производительность программной реализации  

алгоритма на процессоре TS-201S 

Режим работы Такты про-
цессора 

Вычисление матрицы весовых коэффициентов 25046 

Добавление корректирующей матрицы 1005 

Процедура обновления корреляционных матриц 5069 

Заключение 

Частое применение метода НОМ еще не гарантирует 
успешного вычисления весовых коэффициентов компен-
сации в связи с влиянием помех различных видов на 
оцениваемую КМ АШП в некоторых периодах зондиро-
вания. 

Предложено дополнительно использовать корректи-
рующие КМ, полученные из данных, взятых в каждом 
периоде зондирования на небольшом интервале време-
ни, начало которого варьируется от периода к периоду. 
Данный прием позволяет реализовать алгоритм фильт-
рации и накопления полученных данных с целью полу-
чения наилучшей оценки КМ АШП. 

Предложенный алгоритм, использующий факторы 
значимости для корректирующих КМ, обеспечивает бо-
лее надежное вычисление весовых коэффициентов ком-
пенсации АШП в отличие от частого применения метода 
НОМ. Тем не менее, предложенный алгоритм обеспечи-
вает меньший коэффициент компенсации АШП по срав-
нению с методом НОМ в случае, когда оцениваемые 

матрицы 128ˆ xxR  и 128ˆ λxR  не искажены помехами других 
видов, в связи с тем, что метод НОМ в отличие от пред-
ложенного алгоритма является оптимальным. Такая си-
туация возникает на девятнадцатом периоде зондирова- 

ния (рис. 6, б, в). Однако, если матрицы 128ˆ xxR  и 128ˆ λxR  
оказались искаженными, то предложенный алгоритм 
оказывается эффективнее, данная ситуация имеет ме-
сто с одиннадцатого по восемнадцатый периоды зонди-
рования (рис. 6, б, в). 
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THE REALIZATION OF WEIGHT 
VECTOR CALCULATION ALGORITHM 
FOR MULTICHANNEL JAMMER 
CANCELLER ON DIGITAL SIGNAL 
PROCESSOR TS201S 

Burov V.N., Bukvarev Ye.A. 
The algorithm of weight vector calculation in phased ar-

ray radar is proposed for case non-stationary jammer envi-
ronment. Mathematical modeling results are presented. The 
performance of program firmware for digital signal pro-
cessor TS201S realizing proposed algorithm is estimated. 




