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Цифровые полутоновые изображения (ЦПИ), представленные 
g-разрядными двоичными числами, часто имеют большую стати-
стическую избыточность, которая может служить резервом по-
вышения помехоустойчивости приема ЦПИ. В данной работе пред-
ложены алгоритмы нелинейной фильтрации ЦПИ на основе цепей 
Маркова с несколькими состояниями, позволяющие сократить вре-
мя передачи изображения. Проведены исследования алгоритмов 
фильтрации ЦПИ при наличии белого гауссовского шума, резуль-
таты которых подтверждают теоретические предпосылки о воз-
можности повышения качества приема ЦПИ без увеличения энер-
гетических ресурсов на передающей стороне канала связи. 
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Введение 
В настоящее время растут требования к 

объему, качеству и скорости передаваемой ин-
формации. Наиболее емким носителем инфор-
мации являются цветные изображения, часто 
состоящие из набора монохроматических полу-
тоновых изображений, которые при их представ-
лении двоичными g-разрядными числами в большинст-
ве случаев передаются бинарными импульсными сиг-
налами. При этом число градаций яркости в монохрома-

тических полутоновых изображениях равно 2gQ  . 
Переход к представлению цифровых полутоновых изо-
бражений (ЦПИ) двоичными числами с восемью и более 
разрядами позволил увеличить качество изображений, 
передаваемых по каналам связи. Однако, чем больше 
разрядность ЦПИ, тем больше времени требуется для 
его передачи. Поэтому задача сокращения времени 
передачи ЦПИ при сохранении его качества является 
актуальной и может быть решена переходом от много-
градационного g-разрядного представления ЦПИ к ма-
лоградационному изображению (МГИ) на передающей 
стороне и обратно к g-разрядному ЦПИ на приемной 
стороне канала связи. 

Переход от g-разрядного ЦПИ к МГИ позволяет мак-
симально использовать статистическую избыточность 
ЦПИ. Следует отметить, что представление g-разряд-
ного ЦПИ набором независимых разрядных двоичных 
изображений (РДИ), принятое в [1], не всегда корректно, 
особенно для старших РДИ часто корреляция между 
соседними РДИ присутствует и может быть существен-
ной. В ЦПИ наиболее коррелированные старший и 
средний g и (g-1) РДИ и значительно менее остальные 
пары РДИ. На рис. 1 представлены значения корреля-
ции между парами РДИ в 8-разрядных ЦПИ с крупными 
объектами сцен, у которых присутствует наибольшая 
корреляция между соседними РДИ. Отсюда следует, 
что статистическая избыточность, содержащаяся в ис-
ходном ЦПИ при ее реализации может быть резервом 
для повышения качества ЦПИ, а переход к МГИ, позво-
ляет сократить время передачи в g N раз, где N – чис-

ло групп РДИ в МГИ, g – разрядность ЦПИ. 

 
Рис. 1. Коэффициент корреляции между  

соседними парами РДИ в 8-разрядном ЦПИ 

Постановка задачи 
Требуется синтезировать алгоритмы фильтрации 

малоградационных изображений на основе цепей Мар-
кова с несколькими состояниями ( 2N  ) при наличии 
белого гауссовского шума БГШ ( )n t  с нулевым средним 

и дисперсией 2
n . 

Пусть g-разрядное ЦПИ представлено набором из g 
РДИ, каждое из которых является суперпозицией двух 
одномерных цепей Маркова с двумя равновероятными 

 1 2p p  состояниями ( )
1

l  и ( )
2
l  и матрицами веро-

ятностей перехода (МВП) 1П  и 2П  от состояния ( )ls
i  в 

состояние ( )ls
j   , 1, 2; 1, 2,i j s l g    вида:  

1 1П ij m n



 , 2 2П ij m n




 , (1) 

где 1П  – по горизонтали, 2П  – по вертикали РДИ 
размером m n  [1]. Объединим в g-разрядном ЦПИ с 

2g  уровнями яркости соседние РДИ в группы по /g N  
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РДИ (рис. 2) и получим изображение с меньшим числом 
градаций яркости (рис. 3). Будем полагать, что градаци-
онные плоскости (ГП) яркости в МГИ, как и РДИ, явля-
ются двумерными цепями Маркова с вектором вероят-

ностей начальных состояний 1 2, , ..., T
NP p p p . Раз-

мер N  определяется числом возможных состояний 
бинарных элементов, расположенных в одинаковых 
позициях  двух соседних РДИ, образующих одно из N  
состояний МГИ.  

Используя метод синтеза алгоритмов фильтрации 
статических 8-разрядных ЦПИ, хорошо исследованный 
в работе [2], синтезируем алгоритм нелинейной фильт-
рации МГИ. 

Пусть МГИ, образованное из 8-разрядного ЦПИ, со-
стоит из 4 яркостных ГП, каждая из которых является 
двумерной цепью Маркова с 4N   состояниями (рис. 4). 

 
Рис. 2. Старшие РДИ в 8-разрядном ЦПИ 

 
Рис. 3. Градационная плоскость яркости МГИ  

с четырьмя состояниями 

 
Рис. 4. Градационная плоскость МГИ 

 

Рис. 5. Окрестность ,i j  фильтруемого элемента 

3 ,i jM   в МГИ,  

где 1 , 1i jM  , 2 1,i jM  , 3 1, 1i jM     

Вектор вероятностей начальных состояний P  и 

МВП 1П  и 2П  из состояния iM  к состоянию 

 , , 1, 4jM i j   по горизонтали и вертикали МСП, соот-

ветственно являются априорно заданными и имеют вид: 

1 2 3 4, , , TP p p p p  (2) 

1 1 1 1
11 12 13 14

1 1 1 1
21 22 23 241

1 1 1 1
31 32 33 34

1 1 1 1
41 42 43 44

П

   

   

   

   

 ,  

2 2 2 2
11 12 13 14

2 2 2 2
21 22 23 242

2 2 2 2
31 32 33 34

2 2 2 2
41 42 43 44

П

   

   

   

   

 . (3) 

Элементы матриц (3) удовлетворяют условиям нор-
мировки 

1
1, , 1, 2

N
q

ij
j

i N q


    (4) 

и стационарности 

1
, .

N

i j ij
j

p p i N


   (5) 

Будем полагать, что каждый фильтруемый элемент 
,i jM  градационной плоскости МГИ, принадлежащий 

области  , ;i j i m j n   , зависит только от соседних 
известных элементов МГИ, образующих окрестность 
элемента 3  (рис. 5). 

Вероятность состояния элемента 3  с окрестностью 

(рис.5) в области ,i j  (рис. 4) полностью определяется 

энтропией элемента 3  относительно состояний эле-

ментов окрестности ,i j  как разность безусловной эн-

тропии элемента 3  и взаимной информации между 
тремя элементами 3 2 1, ,   . Выражение энтропии эле-
мента 3  можно представить в виде [2]:  

         
 

3 1 3 2
3 2 1 3 3 2 1

3 1 2
, , , log

,
H H I

     
      

   
   , (6) 

где  3 1   ,  3 2    – одномерные вероятности пе-

рехода между соседними состояниями;  3 1 2,     – 

вероятность перехода в двумерной цепи Маркова. 
Вероятности перехода от комбинаций состояний 

элементов окрестности (рис. 4) образуют сложную МВП 
вида: 
   (7) 

...

...

...

...

iii iji iki ili jii jji jki jli lii lji lki lli

iij ijj ikj ili jij jjj jkj jlj lij ljj lkj llj

iik ijk ikk ilk jik jjk jkk jlk lik ljk lkk llk

iil ijl ikl ill jil jjl jkl jll lil ljl lk
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

l lll

 

Элементы первого и второго столбца МВП   (7) 
связаны с элементами матриц (3) следующими соотно-
шениями:  

1 21 2

3 3, ,ij ijii ii
iii iij

ii ii

  
 

 


   
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3 3

1 2 1 2

3 3

,

,

,

ik ik il il
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ii ji ij jj
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ij ij
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ijk ijl

ij ij
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 

   
 

 
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 

 

 
 

 
 

 
 

   (8) 

где 3
ij  – элементы дополнительной матрицы 

3 1 2     , (9) 

характеризующей статистическую связь элементов 3  и 3  . 
Соотношения (8) приведены для первых двух столб-

цов МВП (7), остальные вычисляются аналогично. Эле-
менты МВП удовлетворяют условию нормировки и ста-
ционарности. Каждой строке МВП соответствует опре-
деленное состояние элементов окрестности ,i j . 

Опуская процедуру синтеза, которая аналогична 
процедуре в работах [1, 2], запишем систему рекур-
рентных уравнений нелинейной фильтрации двумерной 
цепи Маркова с четырьмя состояниями в виде:  

         
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
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   


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 (10) 

где  
 
   4

4
4 4

ln 1,3 ;j
j

p
u j

p





 
  

  
   4 1,4jp j   – апо-

стериорная вероятность дискретного параметра бинар-
ных импульсных сигналов, адекватных состояниям эле-
ментов МГИ,      4 4 4 , 1,3if M f M i      – раз-

ность логарифмов функции правдоподобия состояний 
дискретного параметра импульсных сигналов (элемен-
тов ЦПИ); ( )jz   – нелинейная функция вида: 

  , l
j l ijz u     
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4 44
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 1,3, 1,3j l  . (11) 

Вся априорная информация о статистической зависи-
мости элементов МГИ сосредоточена в слагаемых вида 

(11), где  , 1,4, 1,3l
ij i j l S    – элементы МВП (3), (9). 

В качестве критерия различения состояний элемен-
тов МГИ примем критерий максимума логарифма отно-

шения апостериорных вероятностей    4 1,3ju j S  , 

в соответствии с которым, если 

   4 4 , , 1,3; ,j iu u i j i j     (12) 

то принимается решение о состоянии элемента изобра-

жения 4 jM  , если все значения    4 0 1,3ju j   , 

то принимается решение о состоянии элемента изобра-
жения 4 4M  . 

На рис. 6 а-г представлены результаты нелинейной 
фильтрации МГИ с четырьмя градациями, сформиро-
ванного на основе реального 8-разрядного ЦПИ «Город» 
размером 1920 1200 пикселей (рис. 6а), каждая ГП яр-
кости которого представляет двумерную цепь Маркова с 
четырьмя равновероятными состояниями 1 2( p p   

3 4 )p p   и МВП вида (3). Для градации, образованной 
разрядными двоичными изображениями восьмого и 
седьмого разрядов, МВП имеют вид  

1

0.949 0.05 0.0005 0.0005
0.095 0.852 0.052 0.001ˆ
0.003 0.123 0.834 0.04
0.001 0.005 0.118 0.876

  , 

2

0.9545 0.045 0.0003 0.0002
0.086 0.856 0.057 0.001ˆ
0.001 0.135 0.814 0.05

0.0005 0.0005 0.147 0.848

  , (13) 

где «^» указывает, что элементы МВП являются оцен-
ками, вычисленными методом, изложенным в [3]. 

На рис. 6б представлено МГИ, искаженное БГШ при 
отношении сигнал/шум по мощности на входе радиопри-

емного устройства (РПУ) 2
э 9дБ   . МГИ на выходе 

нелинейного фильтра представлено на рис. 6 в. На  
рис. 6 г для сравнения представлено отфильтрованное 
поразрядно исходное 8-разрядное ЦПИ. Для оценки ка-
чества фильтрации были вычислены среднеквадратиче-
ские ошибки (СКО) зашумленного МГИ на входе  
нелинейного фильтра и восстановленного на выходе  
(рис. 6 г). В результате фильтрации СКО в обоих случа-
ях уменьшилась приблизительно в 4 раза.  

 
а) 
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б) 

 
в) 

 
г) 

Рис. 6 

Заключение 
Отсюда следует, что при одинаковом качестве вос-

становления ЦПИ, искаженных БГШ, время передачи 
МГИ в 2 раза меньше, чем 8-разрядного ЦПИ. Сущест-
венное влияние на качество фильтрации МГИ и ЦПИ 
оказывает точность вычисления оценок элементов МВП 
1̂  и 2̂ , усредненных по всему ЦПИ. В реальном ЦПИ 
оценки элементов МВП могут в некоторых локальных 
областях значительно отличаться от средних по всему 
ЦПИ, что ведет к снижению эффективности фильтрации. 
Для ее увеличения необходимы адаптивные алгоритмы 
фильтрации, в которых МВП вычисляются по принятым 
сигналам изображений [3]. 
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DIGITAL HALFTONE IMAGES 
FILTRATION BASED ON THE MARKOV 
CHAINS WITH SEVERAL STATES 

Petrov E.P., Harina N.L., Rjannikova E.D. 
The algorithms of non-linear filtration of digital halftone 

images based on the Markov chains with several states are 
developed. This algorithms allow to reduce image transfer 
time. Investigation of digital halftone images filtering algo-
rithms in the presence of white Gaussian noise showed high 
performance of statistical redundancy realization of digital 
halftone images for increase in the noise immunity of its re-
ception. 
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