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Статья посвящена решению задачи оптимального проекти-
рования многоканального адаптивного фильтра с равномерным 
разбиением по частоте, в котором для настройки адаптивных 
ядер используется алгоритм наименьшего среднеквадратическо-
го отклонения. Выводятся аналитические зависимости, позво-
ляющие оценить наилучшие параметры настройки структуры: 
число каналов, коэффициент децимации и порядки цифровых не-
рекурсивных фильтров. Приводятся результаты компьютерного 
моделирования, подтверждающие корректность полученных 
результатов. 
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Введение 

Многоскоростной адаптивный фильтр (МАФ) 
представляет собой многоканальную структуру, 
внутри которой в каждом из каналов выпол-
няется адаптивная обработка отдельной узкой 
полосы, выделенной из спектра входного сигна-
ла. Упрощённая схема МАФ приведена на рис. 1. 

 
Рис. 1. Структурная схема МАФ 

Здесь A1 и A2 – подсистемы анализа, расщепляю-
щие входной сигнал x(n) и обучающий сигнал d(n) на M 
спектральных полос, которым соответствуют сигналы 
x0(k), x1(k), …, xM-1(k) и d0(k), d1(k), …, dM-1(k). Равно-
мерное разбиение по частоте предполагает равенство 
всех спектральных полос по ширине и равномерное 
распределение их центральных частот с шагом fкв / M 
по частоте, где fкв – частота дискретизации входного 
сигнала. S1 – подсистема синтеза, выполняющая объе-
динение выходных сигналов y0(k), y1(k), …, yM-1(k) от-
дельных адаптивных ядер w0(k), w1(k), …, wM-1(k) в ре-
зультирующий выходной сигнал y(n). Поскольку ширина 
каждой из образованных спектральных полос меньше 
ширины спектра входного и обучающего сигнала, в под-
системах анализа выполняется переход на более низ-
кую частоту дискретизации, а в дальнейшем первона-
чальное значение частоты дискретизации восстанавли-
вается в подсистеме синтеза. Для удобства различения 
дискретных сигналов, определённых на высокой и на 
пониженной частотах дискретизации, на рис. 1 при ну-
мерации отсчётов используются разные индексы вре-
мени: n и k. 

Для успешного функционирования МАФ подсистемы 

A1 и A2 по своим свойствам должны быть строго одина-
ковыми, а подсистема S1 должна быть надлежащим об-
разом оптимизирована, чтобы соответствовать подсис-
темам A1 и A2. Можно говорить, что подсистемы A1, A2 и 
S1 образуют единую подсистему анализа-синтеза (ПАС). 
Более подробно принципы построения ПАС рассмотре-
ны в [1]. Алгоритм расчёта подсистем анализа-синтеза с 
передискретизацией описан в [2, 3]. 

Следует заметить, что в настоящее время известно 
много вариантов организации МАФ [4, 5]. На рис. 1 рас-
смотрен лишь один из них, получивший наибольшую 
известность [6]. Характерными чертами рассматривае-
мой нами структуры МАФ являются: во-первых, незави-
симость настройки адаптивных ядер в каждом из кана-
лов, во-вторых, равномерность разбиения входного сиг-
нала по частоте и, в-третьих, использование только не-
рекурсивных цифровых фильтров. 

Независимая настройка адаптивных ядер позволяет 
достичь наибольшей экономии по вычислительным за-
тратам, что имеет решающее значение при реализации 
МАФ в реальном времени. Настройка каждого из адап-
тивных ядер выполняется на основе алгоритма наи-
меньшего среднеквадратического отклонения (НСК1) [7]. 
Этот алгоритм получил в настоящее время широкую 
известность, благодаря простоте математического опи-
сания и программной реализации, а также благодаря 
относительно невысоким требованиям к вычислитель-
ным затратам. Во многих научных работах алгоритм 
НСК служит ориентиром для сравнения при анализе 
эффективности других алгоритмов. 

                                                   
 
 
1 В англоязычной литературе этот алгоритм получил наи-
большую известность среди алгоритмов адаптивной фильтра-
ции и носит название «Least-mean square (LMS) algorithm» 
[6, 8]. 
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Равномерное разбиение по частоте, как уже упоми-
налось выше, подразумевает разделение входного сиг-
нала подсистемой анализа на ряд спектральных полос 
равной ширины, размещённых с постоянным шагом по 
частоте (рис. 2). Равномерные ПАС строятся на основе 
набора комплексных цифровых фильтров, полученных 
умножением импульсной характеристики низкочастотно-
го фильтра-прототипа на комплексные экспоненты со-
ответствующих частот: exp(2πj(m+1/2)n/M), где j – мни-
мая единица, а m – порядковый номер канала МАФ. 
Низкочастотный фильтр-прототип имеет вещественные 
весовые коэффициенты, при этом амплитудно-
частотная характеристика (АЧХ) данного фильтра 
|HНЧ(ejω)| симметрична относительно оси ординат. 

 
Рис. 2. АЧХ фильтров анализа при равномерном разбиении  
по частоте: все M фильтров анализа получены от одного  

и того же низкочастотного фильтра-прототипа 
Нерекурсивные цифровые фильтры, называемые 

также фильтрами с конечной памятью или фильтрами с 
конечной импульсной характеристикой (КИХ), матема-
тически могут быть описаны операцией дискретной 
свёртки вектора весовых коэффициентов фильтра и 
вектора, элементами которого являются отсчёты диск-
ретного входного сигнала. Применение линейной свёрт-
ки позволяет получить фильтр со строго линейной фа- 
зочастотной характеристикой. Другим преимуществом 
КИХ-фильтров перед рекурсивными фильтрами являет-
ся их гарантированная устойчивость, обусловленная 
отсутствием обратных связей. 

Обработка сигналов в адаптивных ядрах тоже осу-
ществляется методом линейной свёртки. Однако при-
сутствие обратной связи в самом адаптивном алгорит-
ме, выполняющем настройку весовых коэффициентов, 
может выводить адаптивные ядра за границу устойчи-
вости. Вопросы устойчивости адаптивных алгоритмов 
рассмотрены в [6, 8, 9], выполнение ряда условий по-
зволяет без особых трудностей обеспечить устойчивую 
работу алгоритма НСК. 

Постановка задачи оптимального проектирования, 
применительно к МАФ на основе алгоритма НСК 

В [10] обсуждался вопрос эквивалентности различ-
ных структур МАФ по точности настройки в установив-
шемся режиме. Понижение частоты дискретизации 
входного сигнала в ν раз позволяет проредить импульс-
ную характеристику адаптивного фильтра (АФ) также в ν 
раз. Если период дискретизации понижается в ν раз, то 
есть когда fкв2 = fкв1 / ν (T2 = T1 ν), то при сохранении 

прежней протяжённости импульсной характеристики 
фильтра число весовых коэффициентов (порядок 
фильтра) понижается в ν раз: N2 = N1 / ν. Поэтому экви-
валентным порядком Nэкв КИХ-фильтра, работающего на 
пониженной частоте дискретизации, будем называть 
порядок КИХ-фильтра, который, работая без понижения 
частоты дискретизации, воспроизводит импульсную ха-
рактеристику такой же длины. То есть, при понижении 
частоты дискретизации в ν раз, эквивалентный порядок 
КИХ-фильтра Nэкв в ν раз выше действительного поряд-
ка этого фильтра N2. 

Согласно [11], для того чтобы при переходе от обыч-
ного АФ, работающего без понижения частоты дискрети-
зации, к МАФ точность настройки в установившемся ре-
жиме осталась прежней, необходимо, чтобы эквива-

лентный порядок МАФ *
эквN  был больше эквивалентно-

го порядка обычного АФ Nэкв на величину ΔNэкв = Nas, где 
Nas – порядок фильтров подсистемы анализа-синтеза: 

*
экв экв asN N N  . (1) 

При этом следует учесть, что точность настройки ог-
раничена ошибкой воспроизведения ПАС, вызванной 
неидеальностью фильтров анализа и синтеза. Строгих 
математических соотношений, позволяющих выразить 
минимальный порядок фильтров анализа и синтеза че-
рез ошибку воспроизведения и другие параметры ПАС, 
на данный момент не известно. Определим приближён-
ную оценку, основываясь на методике, описанной в [1]. 

Как уже говорилось выше, все фильтры равномерной 
ПАС получаются на основе одного общего для них низ-
кочастотного фильтра-прототипа. Порядок любого из 
фильтров ПАС Nas равен порядку фильтра-прототипа. В 
[1] показано, что для оценки порядка низкочастотного 
фильтра (рис. 3) можно воспользоваться следующим 
выражением: 

as 1 2( , )N L   ,  (2) 
где 1 c2 1/ (с с      – показатель прямоугольности 
АЧХ, c12 /    – показатель узкополосности фильт-

ра, 1 2( , )L    – показатель частотной избирательности, 

c1  и c2  – частоты среза полосы пропускания и зоны 
непрозрачности, соответственно. 

 
Рис. 3. АЧХ низкочастотного фильтра 

На основе экспериментальных данных, полученных по 
большому числу оптимальных фильтров, было выведено 
эмпирическое соотношение, связывающее неравномер-
ность АЧХ в полосе пропускания ε1 и уровень подавления 
в зоне непрозрачности ε2 проектируемого фильтра с пока-
зателем его частотной избирательности [12]: 
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Показатель частотной избирательности L(ε1, ε2) при 
изменении параметров ε1 и ε2 в диапазоне 10–4…10–1, 
что отвечает фактически большинству используемых на 
практике вариантов, принимает значения от 1 до 5 и 
может быть аппроксимирован выражением [13, 1] 

 1 2 1 2
2, lg10
3

L       (4) 

На рис. 4 сплошной линией представлены функцио-
нальные зависимости L(ε1, ε2) для некоторой совокупно-
сти параметров ε2, а штриховой линией – их аппрокси-
мация в форме (4), предложенная Белланже [13]. 

Выражение (3) показывает, что при заданных ε1 и ε2 
затраты на реализацию узкополосного фильтра с ко-
нечной памятью, пропорциональные его порядку, опре-
деляются главным образом двумя параметрами: пока-
зателем узкополосности β и показателем прямоуголь-
ности АЧХ  . 

 
Рис. 4.  Аппроксимация показателя  

частотной избирательности 

Описанную выше методику оценки минимальной ве-
личины порядка низкочастотного фильтра можно пере-
нести на ПАС с равномерным разбиением по частоте, 
если в качестве параметра ε1 использовать допустимую 
ошибку воспроизведения ПАС. 

Анализируя схемы, представленные на рис. 2 и 
рис. 3, можно выразить частоты ωс1 и ωс2 (для МАФ с 
передискретизацией): 

с2



 ; с1 с2
2 2 M
M M
   




   . (5) 

Порядок фильтров ПАС Nas выражается формулой 

с1
as 1 2 1 2

с2 с1 с1 с2 с1

2 2( , ) ( , )N L L
     

    
  

 
. (6) 

Выражение для ωс1 в форме (5) получено в предпо-

ложении, что ν > M/2. Если выбрать ν < M/2, то при рас-
чёте получим отрицательное значение для ωс1. С одной 
стороны, как будет показано ниже, оптимальное реше-
ние находится при условии ν > M/2, а с другой стороны, 
замена отрицательной величины ωс1 нулём приводит к 
увеличению порядка фильтров Nas, что очевидно из (6), 
а, следовательно, общий объём вычислительных затрат 
при этом не уменьшается, а даже увеличивается по 
сравнению с оценкой, получаемой на основании (6). 

Подставляя (5) в (6), находим 

as 1 2( , )MN L
M

  


 


. (7) 

Результаты экспериментального поиска минимально-
го порядка, полученные для разных сочетаний числа 
каналов ПАС M и коэффициента децимации ν, пред-
ставлены в табл. 1. В проведённых экспериментах ис-
пользовался алгоритм, описанный в [2], а параметры ε1 и 
ε2 были заданы равными друг другу: ε1 = 0,01,  
ε2 = 0,01. 

На рис. 5 сравниваются экспериментально получен-
ные данные, представленные в табл. 1, и теоретические 
оценки, полученные с помощью (7). Результаты экспе-
риментов показаны символами разной формы, соеди-
нёнными между собой отрезками штриховых линий. 
Приближённые теоретические оценки изображены соот-
ветствующими им сплошными линиями. 

 
Рис. 5. Сравнение теоретических оценок  

порядка фильтров ПАС, найденных с помощью (2),  
с результатами экспериментов (ε1 = 0,01, ε2 = 0,01) 

Если выбрать в качестве целевой функции объём 
вычислительных затрат на реализацию МАФ в реальном 
времени, а точность воспроизведения желаемых харак-
теристик отнести к ограничивающим факторам, то, учи-
тывая (1) и (7), задачу оптимального проектирования с 
учётом указанных выше положений можно сформулиро-
вать следующим образом. 

Для заданного эквивалентного порядка МАФ Nэкв и 
заданного показателя частотной избирательности ПАС 
LПАС(ε1, ε2) требуется найти такое число каналов M и 
такую величину коэффициента децимации ν, при кото-
рых объём вычислительных затрат V(M, ν) на реализа-
цию МАФ в реальном времени оказывается минималь-
ным: 



Цифровая Обработка Сигналов № 1/2014 

 
 

19 

Таблица 1. Результаты экспериментальной оценки минимального порядка фильтров анализа и синтеза 

Коэффициент прореживания ν 
Число каналов ПАС M 2 3 4 5 6 7 

4 Nas = 11 Nas = 32 — — — — 
5 — Nas = 21 Nas = 54 — — — 
6 — — Nas = 33 Nas = 80 — — 
7 — — Nas = 28 Nas = 48 Nas = 108 — 
8 — — — Nas = 37 Nas = 65 Nas = 146 

,

экв

ПАС 1 2

( , ) min,

,
( , ) .

M
V M

N const
L const




 



 




  (8) 

Вычислительные затраты будем оценивать числом 
операций комплексного умножения, приходящихся на 
один отсчёт входного сигнала при адаптивной настрой-
ке МАФ в реальном времени. Общий объём вычисли-
тельных затрат V(M,ν) складывается (рис. 1) из вычис-
лительных затрат на реализацию двух подсистем ана-
лиза A1 и A2, одной подсистемы синтеза S1 и M адап-
тивных ядер w0(k), w1(k), …, wM-1(k), в которых настрой-
ка выполняется по алгоритму НСК: 

*
экв

as as
2

( , ) 2
NMV M N N

 

 
   

 
 

.  (9) 

В (9) учитывается, что МАФ имеет M каналов, каж-
дый из которых функционирует на пониженной в ν раз 
частоте дискретизации. Задачу оптимального проекти-
рования (8) можно конкретизировать в виде 

*
экв

as as
,

*
экв экв as

as ПАС 1 2

экв ПАС 1 2

2
2 min,

( , ) ( , ),

( , ) ( , ),

, ( , ) .

M

NM N N

N M N N M
MN M L

M
N const L const

 

 
  


 

  
       
  


 


  

 (10) 

Решение задачи оптимального проектирования, 
применительно к МАФ на основе алгоритма НСК 

Найдём минимум функции двух переменных 

ПАС 1 2

экв ПАС 1 2
,

( , ) 3 ( , )

2 ( ( , )) min,
M

M MV M L
M

MN L
M 

  
 

  
 

   
    

 (11) 

выражающей общий объём вычислительных затрат 
на реализацию в реальном времени МАФ с равномер-
ным разбиением по частоте при использовании алго-
ритма НСК: 

2

ПАС 1 2

экв ПАС 1 22

2 2
ПАС 1 2 экв ПАС 1 2

2

( , ) 3 ( , )

2 ( ( , ))

3 ( , ) 2 2 ( , )
.

( )

MV M L
M

M MN L
M

M L MN M L
M M

  



 


   
  

  


   


  
 

  

Для упрощения дальнейших преобразований введём 
параметр  

экв

ПАС 1 2

2
3 ( , )

N
L


 

  (12) 

и функцию 

0
ПАС 1 2

( , )( , )
3 ( , )

V MV M
L


 

 , (13) 

которая отличается от V(M,ν) постоянным коэффициен-
том и, следовательно, имеет минимум в той же точке 
(Mопт,νопт). 

В точке минимума дробно-рациональной функции 
двух переменных обе частные производные обращаются 
в нуль. Найдём частные производные (13): 

 

 
 

2
0

2 3

2
2 2

2
0

2 2

2

2 2

2

1 12 ,
3 ( ) 3 ( )

2

3 4 ( ) 3 2 .
9 ( )

V M M

ν M

M
M M

M M MV
M M

M M M
M


 

   


 

  

 


  

 


 
        


 
   


    

  

Приравняв обе частные производные к нулю, полу-
чим систему равнений 

 

 
 

2

2 3

2 2

2 2

2

2 2

2

2 2

2

2 2 0,
3 ( ) 3 ( )

2

4 ( ) 2 0.
3 ( )

M M

M

M M
M M

M M M

M

M M M
M





   



 

  
 


 

 


  

 


 
 




   

  

Учитывая, что 1 < ν < M (из соображений техниче-
ской реализуемости МАФ с передискретизацией) и при-
водя подобные члены, преобразуем систему к виду 

 

 

23

2 2

22 ( 2 ) 0,
3

( ) 2
2 ( 2 ) 0.
3

M M M M

M M M

M M

    

   

 

     


   

  


 (14) 

Складывая первое уравнение системы (14) со вто-
рым, получим 

   23 2 2 0M M M M         .  
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Тогда 

 2M M     (15) 

или 

2
1

M 








.  (16) 

Преобразуем второе уравнение системы (14): 

 2 2

3 2

( )
2 2( ) 0,
3 3

M M M

M M M M

   

   

   

    
  

а затем, принимая во внимание (15), получаем 
2 2 2 2

2 2 2

1 1( )

2 2 0
3 3

M M M

M M M M

  
 

    


 

   
, 

2 2 22 22 0
3 3

M M        . (17) 

Из (16) следует, что 
3

2
2

M 
 




.  (18) 

Подставляя (18) в (17), находим 
3 3

2
2 2

2 22 0
3 3

   
   

   
 

,  

3 24 2 0
9 3 9

       . (19) 

Введём новую переменную 
4
27

y   .  (20) 

Теперь (19) примет вид 
3 0y py q   ,  (21) 

где 
21 4 1 16

3 3 9 3 81
p 

            
   

, 

3

3

2 4 1 4
27 9 3 9 3

2 2 4 7 .
9 27 9 3

q 

 

            
   

            
     

  

Уравнение (21) является линейным уравнением 
третьей степени, представленным в каноническом виде, 
и решается с использованием формулы Кардано [14]. 

Определим параметр Q алгоритма Кардано: 
23 2 3 3

6 6

7
3 2

6 3 5

1 16 1 4 7
3 2 81 9 33 3

1 131 2
3 3 3

p qQ 


  

                        
         
 

     
 

.  

Известно, что если Q ≤ 0, то уравнение (21) имеет 
два и более вещественных корней. В нашем случае  

Q ≤ 0 при 0 ≤ ξ ≤ 1/9 или ξ ≥ 128/27. Несмотря на то, что 
для уравнения (21) возможно существование нескольких 
положительных корней, тем не менее, с учётом перехо-
да (20), уравнение (19) имеет только один положитель-
ный корень, о чём свидетельствуют результаты предва-
рительного анализа (19). 

Находим одно из трёх решений (21) по формуле Кар-
дано: 

3 30

7
3 2

6 3 5

2 2

1 131 2 ,
3 3 3

q qy Q Q

  

      

 
     

 

  

3 7
2 330 3 5

3 7
2 33

3 5

1 7 4 131 2
3 3 9 3 3

1 7 4 131 2
3 3 9 3 3

y 
  


  

       
 

      
 

. (22) 

Из (20) и (22) находим решение поставленной задачи: 

опт

3 7
2 33

3 5

3 7
2 33

3 5

4
27

1 7 4 131 2
3 3 9 3 3

1 7 4 131 2 ,
3 3 9 3 3



   


  

  

       
 

      
 

 (23, а) 

опт
опт 2

опт1
M










.  (23, б) 

Равенство нулю обеих частных производных являет-
ся лишь необходимым условием экстремума функции 
двух переменных (13). Строго говоря, полученное нами 
решение позволяет утверждать только, что точка 
(Mопт, νопт) является критической точкой. 

Достаточным условием минимума функции двух пе-
ременных является выполнение в критической точке 
следующих трёх условий [15]: 

1) частные производные до третьего порядка вклю-
чительно должны быть непрерывными в точке в некото-
рой области, содержащей точку (Mопт, νопт), 

2) должно выполняться условие 
2

0 опт опт
2

( , )
0

V M 







,  (24) 

3) должно выполняться условие 
2 2

0 опт опт 0 опт опт
2 2

22
0 опт опт

( , ) ( , )

( , )
0

V M V M
M

V M
M

 






 
 

 

 
     

. (25) 

Непрерывность частных производных очевидна, по-
скольку функция V0(M,ν) является дробно-рациональ-
ной, и справедливы условия ν > 0 и ν < M. 

Условие (24) тоже доказывается несложно: 
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Группируем слагаемые, стоящие в квадратных скобках: 
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Если принять во внимание, что кроме условий ν > 0 
и ν < M выполняется условие ν ≥ 1, так как частота дис-
кретизации понижается, а не повышается, то становит-
ся ясно, что вторая производная принимает только по-
ложительные значения. 

Условие (25) доказать несколько труднее. Алгебраи-
ческие преобразования получаются слишком громозд-
кими, и затруднительно привести их в данной статье. В 
то же время, нетрудно обосновать, что найденная выше 
точка (Mопт,νопт) является точкой минимума функции 
двух переменных. 

Условиям ν > 0 и ν < M соответствует область, огра-
ниченная пересекающимися прямыми ν = 0 и ν = M. 
Анализ выражений (11) и (13) позволяет утверждать, 
что V0(M,ν) является дробно-рациональной функцией, 
причём для всех точек, лежащих на прямых ν = 0 и ν = 
M, числитель данной функции отличен от нуля, а зна-
менатель стремится к 0. 

Для V0(M,ν) выполняются следующие четыре условия: 
1) V0(M,ν) → +∞ при ν → 0+, 
2) V0(M,ν) → +∞ при ν → M+, 
3) V0(M,ν) → +∞ при M → 0+ (0, )M  , 
4) (Mопт,νопт) является единственной критической 

точкой при ν > 0, о чём было сказано при анализе урав-
нения (19). 

Поскольку на границах рассматриваемой нами об-
ласти V0(M,ν) стремится к бесконечности, а найденная 
точка (Mопт,νопт), принадлежащая данной области, явля-
ется единственной критической точкой, и только в этой 
точке может существовать экстремум [15], то очевидно, 
что найденная нами точка является точкой минимума. 

Один из возможных графиков функции двух перемен-
ных V0(M,ν), полученный при выборе некоторых типовых 
значений её параметров, показан на рис. 6. Для удобства 
восприятия внизу показаны линии уровня, очерчивающие 
область, в которой находится точка минимума. 

Полученное выше решение в форме (23) является 
точным решением поставленной задачи оптимизации, 
но пользоваться им на практике несколько затрудни-
тельно. Ниже предлагается приближённое решение. 

Из (19) следует, что 
3 2

2 2

4 43 2 39 33 3 1
1 2 3 2 3 2
3 9

  
  

 

 
       

.  

При ν = 1 второе выражение в скобках отличается от 
единицы на 2/15, при ν = 2 – на 1/12, при ν = 3 – на 2/33 
и далее продолжает убывать с ростом ν. Рассматривая 
данную составляющую как относительную погрешность 
определения ξ, получаем приближённое равенство 

опт 3


  . (26, а) 

Тогда из (23, б) 

опт
3
2

M


 .  (26, б) 

 
Рис. 6. Вид функции V0(M, ν) при ν > 0 и ν < M.  

Для удобства восприятия внизу показаны линии уровня 
Выражениями (26) пользоваться намного проще, чем 

точными формулами (23). 
С учётом (12) находим 

экв
опт

ПАС 1 2

2
9 ( , )

N
L


 

 , экв
опт

ПАС 1 22 ( , )
N

M
L  

 . (27) 

Приведём далее выражение, позволяющее оценить 
приращение эквивалентного порядка ΔNэкв = Nas, кото-
рое требуется для сохранения точности настройки в ус-
тановившемся режиме при переходе от обычного АФ, 
работающего без понижения частоты дискретизации, к 
МАФ. Воспользуемся (1), (10), (11) и (27): 

опт опт
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M

N N
L L
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L L


 



   
 

   

   


 


  

экв экв ПАС 1 22 ( , )N N L    . (28) 

Пример выбора оптимальной структуры  
для МАФ с равномерным разбиением по частоте при 
использовании алгоритма НСК 

Предположим, что для обеспечения необходимой 
точности настройки в установившемся режиме адаптив-
ный фильтр должен иметь эквивалентный порядок 
Nэкв = 150. Для ПАС зададим показатель частотной из-
бирательности L(ε1,ε2) = 2 (то есть, ε1 ≈ ε2 =0,01). 
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Выберем оптимальную структуру по критерию мини-
мума операций комплексного умножения. Воспользуем-
ся для этого выражениями (27) и (28). Находим  
Mопт ≈ 6,68, νопт ≈ 4,45, ΔNэкв ≈ 24. Эквивалентный поря-
док МАФ должен быть равен 150 + 24 = 174. 

Теоретические оценки общего объёма вычислитель-
ных затрат для разных значений M и ν при заданных 
выше параметрах представлены в форме семейства 
кривых на рис. 7. Действительно, минимум вычисли-
тельных затрат достигается при Mопт ≈ 6,68 и νопт ≈ 4,45. 

 
Рис. 7. Теоретические оценки общего объёма  

вычислительных затрат для разных значений M и ν  
при Nэкв = 150 и L(ε1,ε2) = 2 (ε1 ≈ ε2 =0,01) 

Но количество каналов МАФ и коэффициент деци-
мации – это целые числа. Ближайшими целыми значе-
ниями к 4,45 являются числа 4 и 5. 

Из (26) следует, что 

опт опт
3 3
2 2

M


  . (29) 

Если νопт = 4, то Mопт = 6, а если νопт = 5, то  
Mопт = 7,5. Предпочтение следует отдать первой паре, 
так как во втором случае значение Mопт далеко от бли-
жайших к нему целых чисел 7 и 8. 

И в самом деле, на рис. 7 точка, соответствующая 
выбору νопт = 5 и Mопт = 7, расположена даже выше точ-
ки, соответствующей выбору νопт = 5 и Mопт = 8. 

Если для расчёта весовых коэффициентов фильтров 
ПАС использовать алгоритм, описанный в [2], то сможем 
получить ПАС, затраты на реализацию которых сведены 
в табл. 1. С учётом этих реально достигаемых характери-
стик получаем оценки, представленные на рис. 8. 

 
Рис. 8. Реально достигнутые вычислительные затраты  

для разных значений M и ν  
при Nэкв = 150 и L(ε1,ε2) = 2 (ε1 ≈ ε2 =0,01) 

Минимум вычислительных затрат снова достигается 
при Mопт = 6 и νопт = 4. Хотя на реализацию реально по-
лученных ПАС требуется несколько больший объём вы-
числительных затрат, чем тот минимальный уровень, 
который даёт (7) при оценках показателя частотной из-
бирательности по (3) или (4). 

Заключение 

В статье получены аналитические зависимости, по-
зволяющие выбрать оптимальную структуру МАФ с рав-
номерным разбиением по частоте при использовании 
алгоритма НСК. Для практического использования вы-
ведены простые приближённые формулы: (27), (28) и 
(29). Приводится пример использования предлагаемых 
расчётных соотношений. 

Анализ теоретических и экспериментальных резуль-
татов, представленных на рис. 6-8, приводит к следую-
щим выводам. Во-первых, при соблюдении оптимально-
го соотношения между числом каналов и коэффициен-
том децимации (28) объём вычислительных затрат мед-
ленно меняется с ростом числа каналов МАФ. То есть, 
условие (29) является решающим в задаче оптимизации 
МАФ. При его выполнении M и ν можно менять в широ-
ких пределах, практически не увеличивая вычислитель-
ные затраты. Во-вторых, при малом числе каналов (ме-
нее 10) следует учитывать дискретность параметров M и 
ν, которые могут принимать только целочисленные зна-
чения. В окрестностях теоретически найденного реше-
ния задачи оптимизации следует выбирать такую пару 
целых чисел Mопт и νопт, для которой условие (29) со-
блюдается с наименьшей погрешностью. 
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OPTIMIZATION OF THE MULTIRATE 
ADAPTIVE FILTER WITH  
LEAST-MEAN-SQUARE ALGORITHM  
IN EQUAL-WIDTH SUBBANDS 

Linovich A.Yu. 
The main subject is solving of the optimization problem 

for the multirate adaptive filter with least-mean-square algo-
rithm in equal-width subbands. Analytical estimations for the 
best values of the main parameters of the multirate adaptive 
filter are derived. The results of the computer simulation 
which confirm the theoretical study are supplied. 

The analysis of the theory and experiments results in the 
next decisions. First, while the optimal ratio between the 
decimation ratio and quantity of channels holds true, large 
changes of the quantity of channels tends to insignificant 
increase in the computational complexity. So this ratio may 
be considered as the main condition of optimality. Second, 
for the little quantity of channels the discreteness of the 
quantity of channels and decimation ratio should be taken 
into account. That is, in the neighborhood of the theoretical 
minimum point it is necessary to choose those couples of 
numbers which are closer to the optimal ratio. 
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