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Введение 
Для описания и синтеза быстрых алго-

ритмов дискретных преобразований, таких как 
дискретное косинусное преобразование (ДКП) 
и дискретное преобразование Фурье (ДПФ) в 
настоящее время используются различные 
математические системы обозначений [1]: 
• алгебраическая система обозначений, 

предложенная Кули и Тьюки, использу-
ется для получения коротких рекурсивных уравне-
ний, которые оказываются удобными при составле-
нии программ и исследовании ошибок округления; 

• матричная система обозначений, в которой быстрый 
алгоритм преобразования представляется в виде 
произведения структурированных матриц; 

• полиномиальные алгебры. Позволяют перейти от 
матрицы преобразования к рассмотрению полино-
миальных алгебр и использовать для синтеза быст-
рых алгоритмов математический аппарат теории 
групп и колец [2-4]; 

• модель сигнала. Понятие модели сигнала обобщает 
использование полиномиальных алгебр для синтеза 
быстрых алгоритмов преобразований и позволяет с 
единых позиций рассматривать различные дискрет-
ные преобразования и их быстрые алгоритмы [5]. 
В данной работе используется подход на основе по-

нятия модели сигнала [5]. Однако, в отличие от [5], в 
качестве основного выбирается поле рациональных, а не 
комплексных чисел. Это изменение приводит к тому, что 
для синтеза быстрого алгоритма приходится вводить в 
рассмотрение расширения поля рациональных чисел, что 
в свою очередь ведёт к новой структуре быстрых алго-
ритмов. Упомянутая особенность также позволяет найти 
применение в ЦОС изящного математического аппарата 
теории Галуа. 

В качестве практического применения предлагаемо-
го алгебраического подхода разработан быстрый алго-
ритм 8-точечного ДКП-2, содержащий в ядре своей 
структуры только 5 операций умножения и 29 операций 
сложения. 

Статья имеет следующую структуру. В первом разде-
ле, для удобства читателя, приводятся основные сведения 
из АТОС. Во втором разделе описываются модели сигнала 
соответствующие ДКП-2 и ДКП-4. Третий раздел содержит 
описание предлагаемого метода синтеза быстрых алго-
ритмов ДКП-2 и ДКП-4 с использованием теории Галуа, а 
также практические примеры. Ниже приведены некоторые 
пояснения по поводу используемых обозначений. 

Представление алгоритма. Традиционно в ЦОС линей-
ное преобразование записывается в виде ࢟ ൌ  t୩,ℓsℓ,ழஸरழ  

где s ൌ ሺ࢙, … , входной сигнал, y – ࢀሻି࢙ ൌ ሺ࢟, … ,  – ࢀሻି࢟
выходной сигнал, а ࢚,र – коэффициенты преобразования. 
Тем не менее, часто более удобной является векторно-
матричная форма записи преобразования: y ൌ ,sࢀ где ࢀ ൌൣ࢚,र൧ஸ,रழ 

В этом случае быстрый алгоритм для преобразования 
представляется в виде факторизации матрицы ࢀ в произве-
дение слабозаполненных, структурированных матриц [6]. 

Обозначения. Ниже приведены используемые в статье 
типы матриц ࡵ ൌ   ڰ  ൩ , ࡶ ൌ  گ  ൩.  

Все матрицы, как правило, обозначаются заглавны-
ми латинскими буквами (например  – квадратная 
матрица порядка ), а вектора – строчными латинскими 
буквами (полужирное начертание шрифта). Диагональ-
ные матрицы записываются как ࢍࢇࢊሺࢻ, … ,  ሻ. Такжеିࢻ
используется оператор прямой суммы матриц  ْ  ൌ ቂ  .ቃ  

Полиномы обозначаются строчными латинскими бук-
вами, например ሺ࢞ሻ, -ሻ. Часто для удобства и эконо࢞ሺ
мии пространства аргумент ࢞ опускается. 

1. Алгебраическая теория обработки сигналов: обзор 
Полиномиальная алгебра 

В [5] показано, что любое дискретное тригономет-
рическое преобразование (в том числе ДПФ и ДКП) 
связано с определённой полиномиальной алгеброй. Под 
алгеброй здесь понимается векторное пространство ऋ 
над числовым полем ॲ, в котором установлена операция 
умножения, приводящая в соответствие каждой паре 
элементов , ࢘ из ऋ элемент  א ऋ [7]. Примером алгебр 
могут служить система комплексных чисел, кватернио-

Предлагается систематический подход к синтезу быстрых алго-
ритмов дискретных косинусных преобразований второго и четвертого 
типов (ДКП-2/ДКП-4), основанный на алгебраической теории обработки 
сигналов (АТОС). В рамках АТОС, быстрый алгоритм преобразования 
получается не путем действий с коэффициентами матрицы преобра-
зования, а как пошаговая декомпозиция полиномиальной алгебры, 
отвечающей данному преобразованию. Декомпозиция предполагает 
пошаговую факторизацию полинома, для чего предлагается использо-
вать подполя поля разложения полинома, получаемые с использованием 
основной теоремы теории Галуа.
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нов или ॲሾ࢞ሿ (множество всех полиномов с коэффициен-
тами из поля ॲ).  

Практическую значимость для ЦОС представляет 
полиномиальная алгебра, определяемая как ऋ ൌ ॲሾ࢞ሿሺ࢞ሻ ൌ ሼሺ࢞ሻ| deg  ൏ deg -ሽ, множество всех полино
мов со степенью меньшей ࢍࢋࢊ  и операциями сложения 
и умножения, выполняемыми по модулю ሺ࢞ሻ. 

Концепция модели сигнала 
Развитие понятия полиномиальной алгебры привело 

к появлению алгебраической теории обработки сигналов 
(АТОС) (от англ. «algebraic signal processing theory»), в 
которой нашли применение многие понятия современной 
алгебры [8]. 

АТОС – это общий аксиоматический подход к ЦОС, 
который строится на концепции модели сигнала, опреде-
ляемой тройкой (ऋ, ग, त), где ऋ – это пространство 
фильтров (алгебра), ग – пространство сигналов (ऋ-
модуль) и त – обобщенная концепция z-преобразования. 
Модель сигнала (ऋ, ग, त) устанавливает связь векторно-
матричных операций, в которых выражаются дискретные 
линейные преобразования, с их алгебраической структурой 
(можно сказать, что существуют две изоморфные области 
– область алгебраических структур и область их векторно-
матричного представления). 

Множество сигналов ग представляет собой векторное 
пространство. Таким образом, сигналы можно складывать и 
умножать на константы из основного поля. В ЦОС сигналы 
обрабатываются линейными системами, которые, как 
правило, называют фильтрами. В АТОС фильтрацию 
представляют, как умножение ࢙Ԣ ൌ ࢎ ڄ (1)  ,࢙
где ࢙, ′࢙ א ग, а ࢎ принадлежит пространству фильтров ऋ. 
Пространство фильтров имеет более сложную структуру, 
чем пространство сигналов, в нём определены следую-
щие операции: ࢎ  Ԣࢎ א ऋ; ࢎࢻ א ऋ, где ࢻ константа из 
основного поля; ࢎ ڄ ′ࢎ א ऋ. 

Первые две операции определяют ऋ, как векторное 
пространство, а третье делает ऋ алгеброй. 

Таким образом, пространство фильтров является ал-
геброй ऋ, которая действует в векторном пространстве ग, 
образуя в нем структуру левого -модуля. По определе-
нию левым -модулем называется векторное пространст-
во ग с операцией умножения слева на элементы алгебры ऋ, обладающей следующими свойствами: ࢎ ڄ ሺ࢙  Ԣሻ࢙ ൌ ࢎ ڄ ࢙  ࢎ ڄ ࢎԢ,  ሺ࢙  ᇱሻࢎ ڄ ࢙ ൌ ࢎ ڄ ࢙  ᇱࢎ ڄ ࢎሺ ,࢙ ڄ Ԣሻࢎ ڄ ࢙ ൌ ࢎ ڄ ሺࢎᇱ ڄ ሻ, (2)࢙

для любых ࢎ, ′ࢎ א ऋ и ࢙, ′࢙ א ग. 
В [8] показано, что если модель сигнала строится для 

конечномерных сигналов ࢙ ൌ ሺ࢙, … , ሻି࢙ א ॲ и ей свойст-
венна инвариантность к сдвигу, то ऋ обязана быть полино-
миальной алгеброй ॲሾ࢞ሿ/ሺ࢞ሻ. Далее, если в ॲሾ࢞ሿ/ሺ࢞ሻ 
задан базис ࢈ ൌ ሺ, … , ሻ, то ऋି ൌ ग ൌ ॲሾ࢞ሿ/ሺ࢞ሻ с 
отображением  त:  ॲ ՜ ग,  s հ ࢙ ൌ ሻ࢞ሺ࢙ ൌ  रஸरழर࢙ , 
определяют модель сигнала, где त это «z-
преобразование» для данной модели. Можно сказать, что त выполняет отображения конечномерного сигнала ࢙ א ॲ 
в пространство ग. Заметим, что त зависит от выбора 
базиса ࢈ в ग. Выражение ऋ ൌ ग показывает, что 
базисное множество у алгебры ऋ и векторного простран-
ства ग совпадают, в этом случае ग называют регуляр-
ным ऋ -модулем. Тем не менее, даже, если множества ऋ 
и ग равны, их алгебраическая структура различна. Так, 
например, для элементов из ग не определена операция 
умножения. 

Матричное представление алгебр 
Свойства (2) показывают, что каждый фильтр ࢎ א ऋ 
определяет линейное преобразование ग ՜ ग (см. 
выражение (1)). При любом выборе базиса ࢈ ൌሺ, … ,  будет ࢎ ሻ в ग линейному преобразованиюି
отвечать матрица ࢎࡹ размера  ൈ  которая называется ,
(матричным) представлением фильтра ࢎ. Применяя ࢎ к 
каждому базисному вектору , можно найти матрицу ࢎࡹ ൌ  ழ,൧ஸൣ

ࢎ ·  ൌ  ି
ୀ , ,  א ԧ(3) . 

Определяя, таким образом, ࢎࡹ для каждого ࢎ א ऋ, 
получаем отображение алгебры ऋ в алгебру матриц ॲൈ:  ࣘ: ऋ ՜ ॲൈ, ࢎ հ ࣘሺࢎሻ ൌ   .ࢎࡹ

Отображение ࣘ является гомоморфизмом алгебр, 
т.е. таким отображением, которое сохраняет структуру 
алгебры: ࣘሺࢎ  ᇱሻࢎ ൌ ࣘሺࢎሻ  ࣘሺࢎᇱሻ, и ࣘሺࢎࢎᇱሻ ൌ ࣘሺࢎሻࣘሺࢎᇱሻ. ࣘ называют (матричным) представлением ऋ, отве-
чающим -модулю ग с базисом ࢈.  

Если каждому элементу ࢙ пространства сигналов ग 
соответствует сигнал ݏ из ॲ, то каждому элементу ࢎ 
пространства фильтров ऋ соответствует матрица 
некоторого линейного оператора из ॲൈ. В случае, когда ऋ ൌ ॲሾ࢞ሿ/ሺ࢞ሻ для установления связи между ऋ и ॲൈ 
достаточно определить линейный оператор, который 
будет играть роль умножения на ࢞ т.е. ࣘ: ऋ ՜ ॲൈ, ࢞ հ ࣘሺ࢞ሻ ൌ    .
Тогда любому (фильтру) полиному ࢎሺ࢞ሻ א ऋ ൌ ॲሾ࢞ሿ/ሺ࢞ሻ 
будет соответствовать операторный полином в ॲൈࢎ :ࣘ  :ሺ࢞ሻ ൌ ି࢞ିࢎ   ڮ ࢞ࢎ  ࢎ հ ሻሺࢎ ൌ ൌ ିିࢎ  ڮ  ࢎ     .ࡵࢎ

В [8] доказывается, что ࢞ א ऋ является оператором 
сдвига и порождающим элементом алгебры ऋ ൌॲሾ࢞ሿ/ሺ࢞ሻ, а ࣘሺ࢞ሻ – матричным представлением операто-
ра сдвига.  

Инвариантность к сдвигу. В ЦОС важным является 
понятие инвариантности линейной системы к сдвигу. В АТОС 
это свойство принимает весьма простую форму. А именно, 
если ࢞ оператор сдвига, ࢎ любой фильтр, то инвариантность к 
сдвигу имеет место, если для любого ࢙ א ग выполняется 
тождество ࢎሺ࢙࢞ሻ ൌ ሺ࢞ࢎሻ࢙, что эквивалентно:  ࢞ ڄ ࢎ ൌ ࢎ ڄ ,࢞ ࢎ א ऋ. (4) 

В случае если ࢞ – порождающий элемент ऋ, то ал-
гебра ऋ является коммутативной и, следовательно, 
выполнение (4) гарантировано. Тем самым доказывается, 
что если модель сигнала (ऋ, ग, तሻ поддерживает свойст-
во инвариантности к сдвигу, то соответствующая алгебра ऋ является коммутативной. 

Пример: модель сигнала дискретного времени. В 
качестве примера рассмотрим модель сигнала ऋ ൌ ग ൌॲሾ࢞ሿ/ሺ࢞ െ ሻ с базисом ࢈ ൌ ሺ࢞, ,࢞  ሻ в ग, тогда для࢞
сигнала ࢙ ൌ ሺ࢙, ,࢙ ሻ࢙ א ॲ получим: त: s հ ݏ ൌ ሻ࢞ሺ࢙ ൌ ࢙  ࢙࢞  ࢙࢞ א ॲሾ࢞ሿ/ሺ࢞ െ ሻ.  

Операция умножения, которая соответствует фильт-
рации, в данной модели для ࢎሺ࢞ሻ א ऋ и ࢙ሺ࢞ሻ א ग опреде-
ляется как  ࢎሺ࢞ሻ࢙ሺ࢞ሻ mod൫࢞ െ ൯, (5) 
что соответствует вычислению круговой свёртке коэффи-
циентов ࢎ и ࢙. Далее, используя (3), построим матричное 
представление простейшего фильтра ࢎሺ࢞ሻ ൌ ࢞ א ऋ:  ࢞ ڄ ࢞ mod൫࢞ െ ൯ ൌ ࢞  ,࢞ ڄ ࢞ mod൫࢞ െ ൯ ൌ ࢞ ,࢞ ڄ ࢞ mod൫࢞ െ ൯ ൌ   ,࢞
откуда 
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ࣘሺ࢞ሻ ൌ  ൌ       ൩.   
   (6) 

В (6) легко узнать матрицу оператора циклического сдви-
га. Применяя (6) к фильтру ࢎሺ࢞ሻ ൌ ࢎ  ࢞ࢎ  ࢞ࢎ א ऋ,  
получим его матричное представление: ࢎሺ࢞ሻ ൌ ࢎ  ࢞ࢎ  ࢞ࢎ  Ԅհ ሻሺࢎ  ൌ ࢎ  ࢎ  ࡵࢎ ൌൌ ࢎ        ൩  ࢎ        ൩  
 ࢎ        ൩ ൌ ࢎ ࢎ ࢎࢎ ࢎ ࢎࢎ ࢎ   .൩ࢎ

Таким образом, операции умножения (5), произво-
димой в -модуле ग, соответствует умножение вектора 
на матрицу, результатом которого является циклическая 
свёртка векторов ࢎ и ࢙: ࢙ᇱ࢙ᇱ࢙ᇱ  ൌ ࢎ ࢎ ࢎࢎ ࢎ ࢎࢎ ࢎ ൩ࢎ ࢙࢙࢙൩. 
Полиномиальное преобразование 
Основные определения. Пусть задана полиномиальная 
алгебра ऋ ൌ ԧሾ࢞ሿ/ሺ࢞ሻ, где ԧ – поле комплексных чисел. 
Предположим, что все корни ࢻ ൌ ሺࢻ, … ,  ሻ попарно различны. Тогда любой полином из ऋ࢞ሺ ሻ полиномаିࢻ
можно разложить согласно Китайской теореме об остат-
ках (КТО) следующим образом  ऐ: ԧሾ࢞ሿ ⁄ሻ࢞ሺ ՜ ْஸழ ԧሾ࢞ሿ ሺ࢞ െ ⁄,ሻࢻ ሻ࢞ሺ࢙    հ ൫࢙ሺࢻሻ, … ,  ሻ൯.  (7)ିࢻሺ࢙

Преобразование (7) линейно и имеет простую интер-
претацию [9]: полином степени  െ  полностью определя-
ется либо своими коэффициентами, либо списком своих 
значений в  различных точках. Преобразование ( выполня-
ет переход от коэффициентов полинома к его значениям в 
точках ࢻ ൌ ሺࢻ, … , ሻ. Как векторное пространство ऋିࢻ ൌ ԧሾ࢞ሿ/ሺ࢞ሻ под действием ऐ раскладывается в прямую 
сумму одномерных подпространств ԧሾ࢞ሿ ⁄ ሺ࢞ െ -ሻ. Следо ࢻ
вательно, если зафиксировать базис ࢈ ൌ ሺ, … ,  ሻ в ऋ иି
выбрать базис (с единичной нормой) ฮ࢞ฮ ൌ  в каждом 
подпространстве ԧሾ࢞ሿ ⁄ ሺ࢞ െ  ሻ, то преобразование ऐ ࢻ
приобретёт матричную форму: ऐ ൌ चࢻ,࢈ ൌ ሾरሺࢻሻሿஸ,रழ(8)   चࢻ,࢈ называют полиномиальным преобразованием для ऋ ൌ ԧሾ࢞ሿ/ሺ࢞ሻ с базисом ࢈. Если в подпространствах ԧሾ࢞ሿ ⁄ ሺ࢞ െ  ሻ выбрать базисы c нормой отличной от ࢻ
единицы ฮ࢞ฮ ൌ то получаемое преобразование ऐ , ࢼ ൌ diagሺ/ࢼ, … , /ିࢼሻ ڄ चࢻ,࢈,  называют масштабиро-
ванным полиномиальным преобразованием. Часто (8) 
также называют преобразованием Фурье для модуля ग. 

Пример: полиномиальное преобразование для моде-
ли сигнала дискретного времени.  

Рассмотрим модель сигнала ऋ ൌ ग ൌ ԧሾ࢞ሿ/ሺ࢞ െ ሻ с 
базисом ࢈ ൌ ሺ࢞, … , ࢞ሻ в ग. Корнями полинома ሺି࢞ െ ሻ 
являются ࢻ ൌ ൫࣓, … , ࣓  ൯, гдеି࣓ ൌ  Таким ./࣊ିࢋ
образом, преобразование Фурье для данной модели 
задается как ऐ: ԧሾ࢞ሿ ሺ࢞ െ ሻ⁄ ՜ ْஸழ ԧሾ࢞ሿ ൫࢞ െ ⁄,൯࣓  что 
в точности совпадает с матрицей ДПФ и объясняет, почему 
модель названа моделью дискретного времени. 

Синтез быстрых алгоритмов с использованием 
концепции модели сигнала 

Важнейшим применением понятия модели сигнала яв-
ляется изучение, вывод и классификация быстрых алгорит-
мов преобразований. Имеется большое число различных 
преобразований, широко используемых в ЦОС, таких как 
ДПФ и ДКП, для которых разработаны быстрые алгоритмы. 
Получение большинства этих алгоритмов заключается в 

искусном обращении с коэффициентами преобразования. 
Тем не менее, подобные способы не помогают уяснить ни 
структуру, ни суть быстрых алгоритмов. 

В АТОС основная идея заключается в получении бы-
строго алгоритма по модели сигнала, описывающего 
преобразование, а не из самого преобразования. Рассмот-
рим модель сигнала ऋ ൌ ग ൌ ԧሾ࢞ሿ/ሺ࢞ሻ, для которого ऐ 
является преобразованием Фурье. Преобразование ऐ 
раскладывает модуль ग на неприводимые компоненты, 
называемые спектром. С точки зрения линейной алгебры ग (как векторное пространство) раскладывается на 
инвариантные подпространства относительно линейного 
оператора, играющего роль умножения на ࢞. В случае 
полиномиальной алгебры преобразование ऐ является 
частным случаем КТО  ऐ: ԧሾ࢞ሿ ⁄ሻ࢞ሺ ՜ ْஸழ ԧሾ࢞ሿ ሺ࢞ െ ⁄,ሻࢻ    (9) 
где ࢍࢋࢊሺሻ ൌ  Заметим, что каждое . корни полинома ࢻ и 
слагаемое в правой части имеет размерность равную 
единице. Суть быстрого алгоритма заключается в поэтапном 
выполнении (9). Как правило, рассматриваются два основ-
ных способа поэтапной декомпозиции (9): 

• факторизация  :ሺ࢞ሻ ൌ ሻ࢞ሺ ڄ  ;ሻ࢞ሺ࢘
• декомпозиция  :ሺ࢞ሻ ൌ  .ሻሻ࢞ሺ࢘ሺ
Получение быстрого алгоритма путём факторизации 

состоит в рекурсивном разбиении полинома . Если  ൌ  ڄ ሿ࢞то  ԧሾ ,࢘ ⁄ሻ࢞ሺ ՜ ԧሾ࢞ሿ ⁄ሻ࢞ሺ ْ ԧሾ࢞ሿ ⁄ሻ࢞ሺ࢘ ՜ ՜ ໄ ԧሾ࢞ሿ ሺ࢞ െ ⁄ሻࢼ ْஸழ ໄ ԧሾ࢞ሿ ൫࢞ െ ழ൯⁄ஸࢽ ՜ 
՜ ໄ ԧሾ࢞ሿ ሺ࢞ െ ழሻ⁄ஸࢻ .  

(10) 
 

(11) 
 
 

(12) 
 

В приведённых выражениях ࢍࢋࢊሺሻ ൌ ሻ࢘ሺࢍࢋࢊ , ൌ  ,очевидно ,࢘ корни полинома – ࢽ , корни полинома – ࢼ ,
что ࢼ и ࢽ подмножества корней ࢻ полинома . Шаги (10) 
и (11) используют КТО, в то время как (12) является 
простым переупорядочиванием компонент спектра. В [5] 
доказывается следующая 

Теорема 1. Пусть ሺ࢞ሻ ൌ ሻ࢞ሺ ڄ  в ࢊ и ࢉ ሻ, выберем࢞ሺ࢘

качестве базисов для модулей 
ԧሾ࢞ሿሺ࢞ሻ и ԧሾ࢞ሿ࢘ሺ࢞ሻ, соответствен-

но, тогда, обозначив через ࢼ и ࢽ множества корней  и ࢘ 
соответственно, получаем चࢻ,࢈ ൌ ࢼ,ࢉ൫चࡼ ْ चࢽ,ࢊ൯. (13) 

Матрица  отвечает переходу (10), т.е. отображению 
базиса ࢈ в конкатенированный базис ሺࢉ,  является ࡼ ሻ, аࢊ
матрицей перестановки, которая отображает конкатена-
цию ሺࢼ,  .в выражении (12) ࢻ ሻ в список корнейࢽ

Пример: 4-точечное БПФ. Рассмотрим модель сигнала ऋ ൌ ग ൌ ԧሾ࢞ሿ/ሺ࢞ െ ሻ с базисом ࢈ ൌ ሺ, ,࢞ ,࢞  .ሻ в ग࢞
Полиномиальным преобразованием данной модели слу- 
жит ДПФ. Заметим, что ࢞ െ  ൌ ൫࢞ െ ൯ሺ࢞  ሻ, тогда, 
используя теорему 1, получаем следующую декомпозицию ԧሾ࢞ሿ ሺ࢞ െ ሻ ՜⁄  ԧሾ࢞ሿ ൫࢞ െ ൯⁄ ْ ԧሾ࢞ሿ ൫࢞  ൯⁄ ՜             ሺ14ሻ ՜ ໄ ԧሾ࢞ሿ ሺ࢞ െ ழଶሻ⁄ஸࢼ ْ ໄ ԧሾ࢞ሿ ൫࢞ െ ழଶ൯⁄ஸࢽ ՜                       ሺ15ሻ 

՜ ໄ ԧሾ࢞ሿ ሺ࢞ െ ழସሻ⁄ஸࢻ .                                                                       ሺ16ሻ 

Выберем ࢉ ൌ ࢊ ൌ ሺ, -ሻ в качестве базисов мень࢞
ших модулей ԧሾ࢞ሿ/ሺ࢞ െ ሻ и ԧሾ࢞ሿ/ሺ࢞  ሻ. Вначале 
получим матрицу смены базиса . Для этого необхо-
димо выразить элементы ࢞र א ,ࢉв базисе ሺ ࢈ ሻ: ࢊ ؠ  ࢊ ൫࢞ െ ൯,  ؠ  ࢞൫ ࢊ  ൯, ࢞ ؠ ࢞ ࢊ ൫࢞ െ ൯, ࢞ ؠ ࢞ ࢞൫ ࢊ  ൯,    
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࢞ ؠ  ࢊ ൫࢞ െ ൯, ࢞ ؠ െ ࢊ ൫࢞  ൯, ࢞ ؠ ࢞൫ ࢊ ࢞ െ ൯, ࢞ ؠ െࢊ ࢞ ൫࢞  ൯. 
Таким образом, получаем отображение:  հ ሺ, ሻ, ࢞ հ ሺ࢞, ࢞ ,ሻ࢞ հ ሺ, െሻ, ࢞ հ ሺ࢞, െ࢞ሻ,  

которое определяет матрицу  : ൌ ࡵ ࡵࡵ  െࡵ൨,    

Полиномиальные преобразования चࢼ,ࢉ и चࢽ,ࢊ можно 
найти исходя из (8) и учитывая, что ࢼ ൌ ሼ, െሽ, а ࢽ ൌ ሼ, െሽ, चࢼ,ࢉ ൌ ቂ   െቃ , चࢽ,ࢊ ൌ    െ൨. 

Поскольку корни ሺ࢞ െ  ሻ образуют упорядоченное 
множество ࢻ ൌ ሺ, , െ, െሻ, то переходу (16) соответству-
ет матрица ࡼ ൌ              ,   

которая отображает конкатенацию ሺࢼ,  ሻ в множествоࢽ
корней ࢻ. Используя (13), запишем полиномиальное 
преобразование для данной модели сигнала: चࢻ,࢈ ൌ DFT ൌ ࡼ चࢼ,ࢉ   चࢽ,ࢊ൨  ൌ 

ൌ               ڄ ൦   െ      െ൪. 
.              െ    െ. 

(17) 

Выражение (17) представляет собой факторизацию 
матрицы 4-точечного ДПФ. Каждая матрица-сомножитель 
является слабозаполненной, из чего следует, что (17) 
определяет быстрый алгоритм для DFT.  

2. Модели сигналов дискретных тригонометрических 
преобразований 
Дискретные тригонометрические преобразования.  

Шестнадцать типов дискретных тригонометрических 
преобразований (ДТП) (восемь косинусных и восемь 
синусных преобразований) являются преобразованиями 
Фурье для соответствующих моделей одномерного конечно-
го пространства [5]. Наиболее широкое распространение 
получило ДКП-2, применяемое в стандарте кодирования 
изображений JPEG [10], а также ДКП-4, применяемое в 
стандарте кодирования аудио MP3, а также при построении 
косинусно-модулированных банков фильтров.  

В отличие от дискретной модели времени, которая оп-
ределяет ДПФ, для моделей конечного пространства базис-
ными полиномами являются полиномы Чебышева первого 
  .рода (रࢃ) и четвёртого (रࢂ) третьего ,(रࢁ) второго ,(रࢀ)

Полиномы Чебышева 
Полиномы Чебышева [11] образуют специальный 

класс ортогональных многочленов и играют важную роль 
во многих областях математики. В данном подразделе 
рассматриваются только те свойства полиномов Чебыше-
ва, которые будут использованы в дальнейшем изучении. 

Обозначим через ሺ࢞ሻ ൌ  и ሺ࢞ሻ полиномы нуле-
вой и первой степени, тогда ሺ࢞ሻ для   1 определяет-
ся рекуррентной формулой ሺ࢞ሻ ൌ ି࢞ሺ࢞ሻ െ  .ሻ࢞ሺି

Данный ряд полностью определяется условием  ൌ  и выбором . Для ЦОС практическую значимость 
имеют четыре частных случая полиномов Чебышева [5]. 
Они обозначаются, как  א ሼࢀ, ,ࢁ ,ࢂ  ሽ и называютсяࢃ
полиномами Чебышева первого, второго, третьего и 
четвёртого рода (Таблица 1). 

В дальнейшем рассмотрении понадобятся сведения 
факторизации полиномов Чебышева над полем рацио-
нальных чисел . В [12] доказываются теоремы, которые 
будут нами использованы в дальнейшем.  

Таблица 1  
Полиномы Чебышева 1-4 рода. 

Теорема 2. Пусть   1 целое число, тогда  ࢀሺ࢞ሻ ൌ ି ෑ ࢎሻ࢞ሺࢎࡰ ,  

ሻ࢞ሺࢎࡰ ൌ ෑ ൬࢞ െ cos ൫ା൯࣊ ൰
ࢎሻୀ,ିୀሺ

,  (18) 

где ݄  ݊ пробегает через все положительные делители ݊ 
и ࢎࡰሺ࢞ሻ – неприводимый полином над полем рациональ-
ных чисел.  

Теорема 3. Пусть    целое число, тогда  ࢁሺ࢞ሻ ൌ ෑ ࢎሻ࢞ሺࢎࡱ ,  

ሻ࢞ሺࢎࡱ ൌ ࢎ ෑ ቀ࢞ െ cos ሺାሻ࣊ା ቁ
ࢎାሻୀ,ୀሺ

, (19) 

где ݄  ݊ пробегает все положительные делители 
числа ሺ2݊  2ሻ и ܧሺݔሻ – неприводимые полиномы над 
полем рациональных чисел, через ሺ݇, ݊ሻ обозначается 
наибольший общий делитель чисел ݇ и ݊. В последнем 
выражении ݈ ൌ ߶ሺሺ2݊  2ሻ/݄ሻ/2 (߶ – функция Эйлера). 

Модели сигнала для ДКП-2 и ДКП-4 
В [5] показано, что ДКП-2 отвечает модель сигнала ग ൌ ऋ ൌ ԧሾ࢞ሿ/ሺ࢞ െ ሻିࢁ с обобщённым z-преобра-

зованием, которое в данном случае носит название 
конечного V-преобразования त: ԧ ՜ ग, s հ ∑ रஸरழࢂर࢙ א ग,       где ܛ א ԧ.

После того, как определена модель сигнала ሺऋ, ग, तሻ 
остальные концепции, такие как преобразование Фурье и 
свёртка выводятся автоматически. Покажем, что для 
рассматриваемой модели сигнала преобразование Фурье 
совпадает с ДКП-2. Согласно таблице 1, корни полинома ሺ࢞ െ ሻିࢁ задаются выражением ࢻ ൌ ࢙ࢉ /࣊ ,   ൏  Таким образом, преобразование Фурье для ग в .
соответствии с (8)  चࢻ,࢈ ൌ ሾࢂरሺࢻሻሿஸर,ழ ൌ ቈ cos /࣊ ڄ cos ൫र  ൯࣊ ஸर,ழ.  

Для получения ДКП-2 необходимо выполнить масштаби-
рование полученного преобразования DCT2 ൌ diagஸழሺcos ሺ2݊ሻሻ/ߨ݇ ڄ ሾ ℓܸሺߙሻሿஸℓ,ழ. ሺ20)

Тем самым показывается, что DCT2୬ является пре-
образованием Фурье для регулярного модуля ग ൌ ԧሾ࢞ሿ/ሺ࢞ െ ሻିࢁ.  

Первые члены ряда Аналитический видሺcos ߠ ൌ ሻ Вид симметрииݔ Корни, 0  k ൏ ݊
ܶ 1, ିܶ ሻߠcosሺ݊ ݔ  ൌ ܶ cos ൫ାభమ൯గ  ܷ 1, ୱ୧୬ሺାଵሻఏୱ୧୬ ݔ2 ఏ  ܷି ൌ െܷିଶ cos ሺାభሻగାଵ  

ܸ 1, ݔ2 െ 1 
ୡ୭ୱ൫ାభమ൯ఏୡ୭ୱ భమఏ  ܸି  ൌ ܸିଵ cos ൫ାభమ൯గାభమ  

ܹ 1, ݔ2  1 
ୱ୧୬൫ାభమ൯ఏୱ୧୬ భమఏ  ܹି  ൌ െ ܹିଵ cos ሺାଵሻగାభమ  
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ДКП-4 соответствует модель сигнала ग ൌ ऋ ൌԧሾ࢞ሿ/ࢀ c базисом ࢈ ൌ ሺࢂ, … , -ሻ и обобщённым zିࢂ
преобразованием таким же, как и у ДКП-2. Корнями 
полинома ࢀሺ࢞ሻ являются числа ࢻ ൌ ࢙ࢉ ൫ା൯/࣊. 
Следовательно, полиномиальное преобразование данной 
модели сигнала задаётся как  चࢻ,࢈ ൌ ሾࢂरሺࢻሻሿஸर,ழ ൌ ൌ ቈ cosሺ  ሻ࣊/ሺሻ ڄ. cos ሺ  ሻ൫र  ൯࣊ ஸर,ழ. (21) 

ДКП-4 получается из (21) умножением на диагональ-
ную матрицу  DCTܖ ൌ diagஸܓழሺcos ൫ܓ  ൯ૈܖ ሻ ڄ ሾ܄रሺહܓሻሿஸर,ܓழ. (22) 

Каждому дискретному тригонометрическому преоб-
разованию ۲܂܂ отвечает полиномиальное преобразова-
ние, которое обозначается как ۲܂܂തതതതതത. Например ۲С܂തതതതതതതത 
соответствует матрица (20). 

3. Синтез быстрых алгоритмов ДКП-2 и ДКП-4 
Основная идея 

В разделе 1 было показано, что синтез быстрого ал-
горитма преобразования, связанного с алгеброй ऋ ൌԧሾ࢞ሿ/ሺ࢞ሻ, строится на основе факторизации полинома ሺ࢞ሻ. Для ДКП-2 и ДКП-4 в роли ሺ࢞ሻ выступают полино-
мы ሺ࢞ െ ሻିࢁሺ࢞ሻ и ࢀሺ࢞ሻ, соответственно. Основная 
идея состоит в использовании для синтеза быстрых 
алгоритмов факторизации ିࢁሺ࢞ሻ и ࢀሺ࢞ሻ соотношений 
(19) и (18) соответственно. При этом в качестве основного 
поля изначально выбирается поле рациональных чисел Է: Էሾݔሿ 2ሺݔ െ 1ሻܷିଵሺݔሻ⁄ ՜՜  Էሾݔሿ 2ሺݔ െ 1ሻ⁄ ْ ໄ Էሾݔሿ⁄ (23)Էሾ࢞ሿ ࢀሺ࢞ሻ⁄ ՜  ໄ Էሾ࢞ሿ ࢎ⁄.ሻ࢞ሺࢎࡰ (24)

Разложения (23) и (24) требуют операции умножения 
на элементы из поля рациональных чисел, которые, как 
правило, имеют простую аппаратную реализацию. Отсутст-
вие нетривиальных умножений обусловлено тем, что 
полиномы ିࢁሺ࢞ሻ и ࢀሺ࢞ሻ имеют разложение над Է. 

Поскольку полиномы ࢎࡱ и ࢎࡰ неприводимы над Է, то 
для выполнения декомпозиции подмодулей Էሾ࢞ሿ/ࢎࡱሺ࢞ሻ и Էሾ࢞ሿ/ࢎࡰሺ࢞ሻ необходимо расширить основное поле Է до 
поля разложения полинома ࢎࡱ и ࢎࡰ соответственно. Такое 
расширение выполняется последовательно, используя 
башню полей, которая строится с использованием основ-
ной теоремы теории Галуа [13]. 

В следующем разделе приводится описание основ-
ных понятий из теории групп и теории Галуа, которые 
используются при описании процедуры синтеза быстрых 
алгоритмов. 

Основные понятия теории групп и теории Галуа 
Определение группы. Группой ࡳ называется совокупность 
элементов, на которой задана групповая операция « », 
сопоставляющая любой паре элементов ࢍ, ࢍ א -некото ࡳ
рый элемент ࢍ из той же совокупности ࡳ. При этом 
групповая операция должна удовлетворять трём условиям:  
• ассоциативность:ࢍ ڄ ሺࢍ ڄ ሻࢍ ൌ ሺࢍ ڄ ሻࢍ ڄ   ;ࢍ
• существование единицы: в группе есть такой элемент ࢋ 

(иногда обозначается «1»), что ࢋ ڄ ࢍ ൌ ڄ,ࢍ ࢋ ൌ  для ࢍ
всех ࢍ א   ;ࡳ

• существование обратного элемента: для любого ࢍ א  ࡳ
существует такой ିࢍ א ࢍ что ,ࡳ ڄ ିࢍ ൌ ࢍିࢍ ൌ  .ࢋ

Поле разложение полинома. Для полинома ሺ࢞ሻ א ॲሾ࢞ሿ 
полем разложения называют наименьшее расширение ॲ, 
которое содержит все корни ሺ࢞ሻ. Например, для ሺ࢞ሻ ൌ

࢞ െ  полем разложения является Է൫√൯. Поле Է൫√൯ 
есть расширение поля  Է, которое образуется из Է 
присоединением числа √. Все элементы поля Է൫√൯ 
имеют вид: ࢇ  ,ࢇ , где√࢈ ࢈ א Է,  
Автоморфизмы полей. Взаимнооднозначное отобра-
жение ऌ: ۵ ՜ ۵ группы на себя, сохраняющее групповую 
операцию, называют автоморфизмом. Группа автомор-
физмов обозначается ۵ ܜܝۯ. Автоморфизмы полей ऌ: ॲ ՜ ॲ определяются аналогично, с тем уточнением, что 
взаимооднозначное отображение ࣜ поля на себя обязано 
сохранять обе операции [12], ऌሺ࢞  ሻ࢟ ൌ ऌሺ࢞ሻ  ऌሺ࢟ሻ, ऌሺ࢟࢞ሻ ൌ ऌሺ࢞ሻऌሺ࢟ሻ, ,࢞ ࢟ א ॲ. 

Пример: определим функцию ࢌ: Է൫√൯ ՜ Է൫√൯ 
следующим образом ࢌ൫ܽ  ܾ√2൯ ൌ ܽ െ ܾ√2, (25) 

тогда ࢌ – автоморфизм поля Է൫√൯. Таким образом, суть 
идеи автоморфизма полей состоит в перенумерации 
элементов поля, без изменения его структуры в целом. 

Пусть ॱ нормальное расширение поля ॲ (т.е. ॱ ـ ॲ). В 
группе автоморфизмов ࢚࢛ ॱ выделим подгруппу ࢚࢛ ॱ/ॲ 
тех автоморфизмов ऌ: ॱ ՜ ॱ, которые поле ॲ оставляют на 
месте, т.е. ऌሺ࢞ሻ ൌ ࢞ если ,࢞ א ॲ. Элементы группы ࢚࢛ ॱ/ॲ 
называют автоморфизмами поля ॱ. Например, автомор-
физм (25) определяет -автоморфизм поля Է൫√൯.  

Рассмотрим полином ሺ࢞ሻ א ॲሾ࢞ሿ, не имеющий кратных 
корней, полем разложения которого является расширение ॱ, 
тогда группу ࢚࢛ ॱ/ॲ называют группой Галуа полинома ሺ࢞ሻ (или соответствующего расширения ॱ) и обозначают ࢇࡳሺॱ/ॲሻ. Возьмём полином ሺ࢞ሻ ൌ ࢞ െ , полем разложе-
ния которого является Է൫√൯. Группа Галуа полинома ሺ࢞ሻ 
состоит из двух элементов ࢇࡳሺԷሺ√ሻ/Էሻ ൌ ሼࢌ,  ࢌ ሽ, гдеࢍ
определена в (25), а ࢍ൫ࢇ  ൯√࢈ ൌ ࢇ   единичный элемент группы (оставляет все на своих – ࢍ . Очевидно, что√࢈
местах), также справедливо тождество ࢌ ڄ ࢌ ൌ -Получен .ࢍ
ная группа является циклической группой второго порядка. 

Соответствие Галуа. Стержнем теории Галуа являет-
ся соответствие между структурой расширения полей и 
структурой подгрупп автоморфизмов. Каждой подгруппе ࡴ ؿ ሺॱ/ॲሻ отвечает подполе ॷ ࢇࡳ ؿ ॱ, состоящее из 
элементов ॲ, неподвижных под действием автоморфиз-
мов из ࡴ. И наоборот, каждому подполю ॷ ؿ ॱ отвечает 
подгруппа ࡴ автоморфизмов, оставляющих элементы ॷ 
на месте. В результате изучение всех подполей поля ॱ 
сводится к изучению всех подгрупп группы ࢇࡳ ሺॱ/ॲሻ. При 
этом каждой башне (цепочке вложенных) полей ॲ ൌ ॷ ؿ ॷ ؿ ڮ ؿ ॷ࢘ ൌ ॱ , (26) 
отвечает нормальный ряд вложенных (в противополож-
ном направлении) групп Gal ሺॱ/ॲሻ ൌ ࡳ ـ ࡳ ـ ڮ ـ ࢘ࡳ ൌ ሼሽ , (27) 
и наоборот (соответствие Галуа). 

Если имеется неприводимый полином ሺ࢞ሻ с коэффи-
циентами из поля ॲ, полем разложения которого является ॱ, 
то используя соответствие Галуа для него, можно построить 
башню полей (26). Причём в каждом поле ॷ ሺ࢞ሻ будет 
раскладываться в произведение неприводимых полиномов, 
а в поле ॱ разложиться в произведение линейных сомножи-
телей. Таким образом, использование (26) позволяет 
выполнить поэтапную факторизацию полинома ሺ࢞ሻ, что и 
требуется при синтезе быстрого алгоритма дискретного 
тригонометрического преобразования. 

Быстрый алгоритм 4-точечного ДКП-2 
В данном разделе подробно рассматривается при-

мер синтеза быстрого алгоритма 4-точечного ДКП-2 на 
базе теоретического материала изложенного в предыду-
щих разделах. Исходным пунктом является модель 
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сигнала для ДКП-2: 
 ऋ ൌ ग ൌ Էሾ࢞ሿࢂ െ ࢂ ൌ Էሾ࢞ሿሺ࢞ െ ሻࢁ,   ሺ3ሻ࢈ ൌ ሺࢂ, … ,   ሻࢂ

Рассмотрим полином ሺ࢞ሻ ൌ ሺ࢞ െ ሻࢁሺ࢞ሻ, исполь-
зуя выражение (19) для факторизации ࢁሺ࢞ሻ над полем 

, получаем  ሺ࢞ሻ ൌ ሺ࢞ െ ሻሺ࢞ሻᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ ൫࢞ െ ൯, (29) 
откуда, объединив на время сомножители, взятые в фи-
гурную скобку, находим ሺ࢞ሻ ൌ ሻ࢞ሺࢂ െ ሻ࢞ሺࢂ ൌ ൫࢞ െ ࢞൯൫࢞ െ ൯ ൌ ൌ ሺࢂሺ࢞ሻ െ ሻ࢞ሺࢂሻሻሺ࢞ሺࢂ   ሻሻ. (30)࢞ሺࢂ

Согласно таблице 1, корни полинома ሺ࢞ሻ равны ࢻ ൌ࢙ࢉ /࣊ ,  ൌ , … , . Поскольку для исходного модуля ग 
задан базис ࢈ ൌ ሺࢂ, … ,  ሻ, нам важно факторизоватьࢂ
полином  в том же базисе. Теперь, используя (30) и КТО, 
получаем: Էሾ࢞ሿ ሺࢂ െ ⁄ሻࢂ ՜  Էሾ࢞ሿ ሺࢂ െ ⁄ሻࢂ ْْ Էሾ࢞ሿ ሺࢂ  ⁄ሻࢂ . (31) 

Преобразованию (31) соответствует матрица смены 
базиса . Для определения  необходимо выразить 
базисные элементы ࢂर א ,ࢉв базисе ሺ ࢈  это базис – ࢊ и ࢉ ሻ, гдеࢊ
подмодуля Էሾ࢞ሿ/ሺࢂ െ ࢂሿ/ሺ࢞ሻ и Էሾࢂ   .ሻ, соответственноࢂ
В таблице 2 производятся необходимые вычисления. 

Используя последний столбец таблицы 2, получаем 
матрицу  смены базиса  ࢈ հ ሺࢉ,  :ሻࢊ ൌ ࡵ ࡵࡶ  െࡶ൨.  

Важно отметить тот факт что, разложение полинома  ൌ ࢂ െ ࢂ ൌ ሺࢂ െ ࢂሻሺࢂ   ሻ над полем Է приводит кࢂ
тому, что переход (31), реализуемый в виде матрицы , 
не требует умножения на числа не из поля Է. 

Таблица 2 
Переход от базиса ࢈ к базису ሺࢉ, ࢉ ሻ, гдеࢊ ൌ ࢊ ൌ ሺࢂ,  ሻࢂ

Отметим, что слагаемые в правой части (31) соответ-
ствуют алгебрам для 2-точечных ДКП-2 и ДКП-4, соответст-
венно. Тем самым задача синтеза быстрого алгоритма 4-
точечного ДКП-2 распадается на две подзадачи синтеза 
быстрых алгоритмов для 2-точечных ДКП-2 и ДКП-4. 

Продолжим рассмотрение модуля Էሾ࢞ሿ/ሺࢂ െ  ,ሻࢂ
который раскладывается на два неприводимых модуля 
(размерности один), используя соотношение ࢂሺ࢞ሻ െ ሻ࢞ሺࢂ ൌ ሺ࢞ െ ሻሺ࢞ሻ ൌൌ ሺࢂሺ࢞ሻ െ ሻሺࢂሺ࢞ሻ  ሻ 
следующим образом Էሾ࢞ሿ ሺࢂ െ ⁄ሻࢂ ՜  Էሾ࢞ሿ ሺࢂ െ ሻ⁄ ْ Էሾ࢞ሿ ሺࢂ  ሻ⁄ . (32) 

Преобразованию (32) отвечает матрица   ൌ ቂ   െቃ.  

Шаги (31)-(32) позволяют выполнить частичную де-
композицию исходного модуля ग:  Էሾ࢞ሿ ሺࢂ െ ⁄ሻࢂ ՜  Էሾ࢞ሿ ሺࢂ െ ሻ⁄ ْ Էሾ࢞ሿ ሺࢂ  ሻ⁄ ْْ Էሾ࢞ሿ ሺࢂ  ⁄ሻࢂ , (33) 

которой соответствует факторизация (29). Наша конеч-
ная цель состоит в полном разложении ग на неприво-
димые подмодули размерности один. Чтобы продол-
жить разложение (33), необходимо расширить основ-
ное поле Է. 

Рассмотрим полином ࢂሺ࢞ሻ  ሻ࢞ሺࢂ ൌ ࢞ െ , оче-
видно, что полем его разложения является Էሺ√ሻ, которое 
для краткости обозначим Է√: ࢂሺ࢞ሻ  ሻ࢞ሺࢂ ൌ ൫࢞ െ √൯൫࢞  √൯ ൌ ൌ ቀࢂሺ࢞ሻ  ൫ െ √൯ቁ ቀࢂሺ࢞ሻ  ൫  √൯ቁ.  

Воспользуемся данной факторизацией для разложения 
модуля Էሾ࢞ሿ/ሺࢂ  ሿ࢞ሻ:  Էሾࢂ ሺࢂ  ⁄ሻࢂ ՜ Է√ሾ࢞ሿ ቀࢂ െ ൫ െ √൯ቁൗ ْ ْ Է√ሾ࢞ሿ ቀࢂ  ൫  √൯ቁൗ , (34) 

учитывая, что  ࢂ mod ቀࢂ  ൫ െ √൯ቁ ൌ ࢂ ؠ , ࢂ mod ቀࢂ  ൫ െ √൯ቁ ൌ √ െ , ࢂ mod ቀࢂ  ൫  √൯ቁ ൌ ࢂ ؠ , ࢂ mod ቀࢂ  ൫  √൯ቁ ൌ െ√ െ , 
матрица перехода, отвечающая (34), запишется как ࢀ ൌ  √ െ  െ√ െ ൨ ൌ ቂ  െቃ ڄ  െ √൨. (35) 

Из (35) легко заметить, что умножение на матрицу ࢀ 
требует только одной операции умножения. 

Выполнение (34) завершает полное (поэтапное) раз-
ложение модуля ग ൌ Էሾ࢞ሿ/ሺࢂ െ -ሻ, описывающего 4ࢂ
точечное ДКП-2, на неприводимые подмодули размерно-
сти один (Рис. 1).  

Рис. 1 – Общая схема разложения модуля  ࣧ ൌ Էሾݔሿ/ሺ ସܸ െ ଷܸሻ 

На рис. 1 учитывается, что Էሾ࢞ሿ ሺࢂ െ ሻ⁄ ؆ Էሾ࢞ሿ ሺ࢞ െ ሻ ൌ⁄ Էሾ࢞ሿ ሺ࢞ െ ⁄ሻࢻ ,Էሾ࢞ሿ ሺࢂ  ሻ⁄ ؆ Էሾ࢞ሿ ሺ࢞ െ ሻ ൌ⁄ Էሾ࢞ሿ ሺ࢞ െ ⁄ሻࢻ ,Է√ሾ࢞ሿ ቀࢂ െ ൫ െ √൯ቁ ؆ൗ؆ Է√ሾ࢞ሿ ൫࢞ െ √/൯ ൌ⁄ Է√ሾ࢞ሿ ሺ࢞ െ ⁄ሻࢻ , Է√ሾ࢞ሿ ሺࢂ െ ൫  √൯ሻ⁄ ؆؆ Է√ሾ࢞ሿ ൫࢞  √/൯ ൌ⁄ Է√ሾ࢞ሿ ሺ࢞ െ ⁄ሻࢻ . 
 

Матрица ࡼ отвечает за перестановку неприводимых 
подмодулей в нужном порядке 

ࡼ ൌ            .  
 

Полиномиальное преобразование для модели сиг-
нала (28), описывающей 4-точечное ДКП-2, имеет вид DCTതതതതതതത ൌ ୠ࣪, ൌ ሺ۰۾ ْ    .ሻ۰܂

В соответствии с (20), для получения матрицы ДКП-2 
необходимо DCTതതതതതതത умножить на масштабирующую диаго-
нальную матрицу: DCT ൌ diagஸழସሺcos ૡሻ/࣊ ڄ DCTതതതതതതത. 

 

В итоге получен быстрый алгоритм 4-точечного ДКП-2, 

Номер базисного элемента ℓ ࢂर ܌ܗܕ ሺࢂ െ ࢂሺ ܌ܗܕ रࢂ ሻࢂ  ࢈ ሻࢂ հ ሺࢉ,  ሻࢊ

 ࢂ modሺࢂ െ ሻൌࢂ ࢂ ,ࢂ modሺ ଶܸ  ଵܸሻൌ ࢂ ,ࢂ հ ሺࢂ, ሻࢂ
 ࢂ modሺࢂ െ ሻൌࢂ ࢂ ,ࢂ modሺࢂ  ሻൌࢂ ࢂ ,ࢂ հ ሺࢂ, ሻࢂ
 ࢂ modሺࢂ െ ሻൌࢂ ࢂ ,ࢂ modሺࢂ  ሻൌࢂ െࢂ, ࢂ հ ሺࢂ, െࢂሻ
 ࢂ modሺࢂ െ ሻൌࢂ ࢂ ,ࢂ modሺࢂ  ሻൌࢂ െࢂ, ࢂ հ ሺࢂ, െࢂሻ
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требующий четырёх операций умножения (одно умножение 
для DCTതതതതതതതସ и три умножения для ࢍࢇࢊஸழସሺ࢙ࢉ  .((ૡ/࣊

Быстрый алгоритм 4-точечного ДКП-4 
В качестве ещё одного примера рассмотрим синтез бы-

строго алгоритма 4-точечного ДКП-4, модель сигнала которого 
приведена ниже ऋ ൌ ग ൌ Էሾ࢞ሿࢂ  ࢂ ൌ Էሾ࢞ሿࢀ , ࢈ ൌ ሺࢂ, … ,  .ሻࢂ

Анализ полинома ሺ࢞ሻ ൌ ࢀሺ࢞ሻ с использованием 
выражения (18) показывает, что ࢀሺ࢞ሻ неприводим над 
полем . Поэтому для его поэтапной факторизации 
необходимо расширить основное поле . Корнями 
полинома ࢀሺ࢞ሻ являются ࢻ ൌ ࢙ࢉ ൫ା൯࣊/,  ൌ , … , , 
поэтому Էሺࢻ, ,ࢻ ,ࢻ ࢻ  ሻ. Если заметить, что࢞ሺ ሻ – поле разложения полиномаࢻ ൌ cos ૡ࣊ ൌ െࢻ ൌ െ cos ૠ࣊ૡ ൌ ටା√, ࢻ ൌ cos ࣊ૡ ൌ െࢻ ൌ െ cos ࣊ૡ ൌ ටି√,  

то поле разложения полинома ሺ࢞ሻ запишется как Էሺࢻ, ሻࢻ ؆ Էሺඥା√ሻ. Поле Էሺࢻ, -ሻ можно рассматриࢻ
вать, как четырехмерное векторное пространство, 
поскольку любой элемент א ࣂ Էሺࢻ,  ሻ представим вࢻ
виде ࣂ ൌ ࢇ  ࢻ࢈  ࢻࢉ  ,ࢇ , гдеࢻࢻࢊ ,࢈ ,ࢉ ࢊ א Է. Группа ࢚࢛ Էሺࢻ,  .ሻ࢞ሺ ሻ/Է является группой Галуа полиномаࢻ
Элементами группы Галуа являются следующие авто-
морфизмы: ࢍሺࣂሻ ൌ ሻࣂሺࢍ ,ࣂ ൌ ࢇ  ࢻࢉ  ࢻ࢈  ሻࣂሺࢍ ,ࢻࢻࢊ ൌ ࢇ  ࢻ࢈  ࢻࢉ െ ሻࣂሺࢍ ,ࢻࢻࢊ ൌ ࢇ  ࢻࢉ  ࢻ࢈ െ   .ࢻࢻࢊ

Приведём таблицу Кэли для данной группы авто-
морфизмов (таблица 3). 

Таблица 3  
Таблица Кэли группы ࢇࡳ ቀԷሺࢻ,ࢻሻԷ ቁ ൌ ࢚࢛ Էሺࢻ,ࢻሻԷ  

 ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ࢍ ל 

Из таблицы 3 видно, что ࡴ א ሼࢍ, -ሽ образует подࢍ
группу группы ࢇࡳሺԷሺࢻ,  ሻ/Էሻ, которая определяетࢻ
подполе Էࡴ такое, что Էࡴ ൌ ሼࣂ א Էሺࢻ, ሻࣂሺࢍ|ሻࢻ ൌ ࢍ ࣂ א  .ሽࡴ

В рассматриваемом случае Էࡴ ൌ Էሺࢻࢻሻ ؆ Էሺ√ሻ. 
Таким образом, согласно теории Галуа (26-(27), получа-
ем нормальный ряд вложенных групп GalሺԷሺࢻ, ሻ/Էሻࢻ ࡴـ ـ ሼሽ, которому отвечает башня полей Է ؿ Էሺࢻࢻሻ ؿ Էሺࢻ,  ሻ. (36)ࢻ

На основании (36) можно предложить следующую 
схему факторизации полинома ሺ࢞ሻ, pൌ V4V3ᇣᇤᇥQ ൌ ൫V2V1‐√2൯൫V2V1√2൯ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥQሺα0α1ሻ ൌ 
ൌቌV1 ቆ1–ට2√2ቇቍ ቌV1 ቆ1ට2√2ቇቍ ቌV1 ቆ1–ට2–√2ቇቍ ቌV1 ቆ1ට2–√2ቇቍᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ 

Q൫α0,α1൯
,            ሺ37ሻ 

где над фигурными скобками указаны соответствующие 
поля разложения. 

Руководствуясь (37), предлагается следующая схе-
ма разложения модуля ग ൌ Էሾ࢞ሿ/ 

Էሾ࢞ሿ/ሺࢂାࢂሻ ሱሮࡾ Էࢻࢻሾ࢞ሿ/ሺࢂାࢂି√ሻ ْْ Էࢻࢻሾ࢞ሿ/ሺࢂାࢂା√ሻ                                          ࡾْࡿሱۛ ۛۛ ሮ Էሺࢻ,ࢻሻሾ࢞ሿ/ ቀࢂାሺିටା√ቁ ْْ Էሺࢻ,ࢻሻሾ࢞ሿ/ ቀࢂାሺାටା√ቁ ْ                                      ْ Էሺࢻ,ࢻሻሾ࢞ሿ/ ቀࢂାሺିටି√ቁ ْْ Էሺࢻ,ࢻሻሾ࢞ሿ/ ቀࢂାሺାටି√ቁ ࡼሱሮ ໄ Էሺࢻ,ࢻሻሾ࢞ሿ/ሺࢻି࢞ሻஸழସ .                                
(38) 

Над стрелками в (38) указаны матрицы, отвечающие 
за соответствующий переход, также во всех подмодулях 
предполагается, что базис состоит из полиномов Чебы-
шева третьего рода ࢂर. В таблице 4 приведены вычисле-
ния, необходимые для определения матрицы ࡾ. 

Таблица 4.  
Вычисление матрицы ࡾ 

Номер 
базисного 
элемента र 

रࢂ ࢊ ሺࢂ ࢂ െ √ሻ 
ࢊ रࢂ ሺࢂ  ࢂ √ሻ  ࢂ ࢂ ࢂ ࢂ െࢂ  √ࢂ െࢂ െ √ࢂ √ࢂ െ ࢂ െ√ࢂ െ ࢂ

 
Используя таблицу 4, можно записать матрицу 
 

ࡾ ൌ ێێێۏ
ۍ  √ െെ √     െ√ െെ െ√ۑۑۑے

ې ൌ 

ൌ        െ െ ڄ ൦     െെ       √   √൪.  

Исходя из соотношений: ࢂ mod ቆࢂ  ቀ െ ඥ  √ቁቇ ൌ ࢂ ؠ ,ࢂ mod ቆࢂ  ቀ െ ඥ  √ቁቇ ൌ ඥା√ െ ,  ࢂ mod ቆࢂ  ቀ  ඥ  √ቁቇ ൌ ࢂ ؠ ,  ࢂ mod ቆࢂ  ቀ  ඥ  √ቁቇ ൌ െඥା√ െ ,  
определяется матрица ࡾ  ࡾ ൌ  ඥା√ െ  െඥା√ െ ൨ ൌ ቂ   െቃ ڄ ቂ െ ඥା√ቃ.  

Аналогично из  ࢂ mod ቆࢂ  ቀ െ ඥ െ √ቁቇ ൌ ࢂ ؠ ,ࢂ mod ቆࢂ  ቀ െ ඥ െ √ቁቇ ൌ ඥି√ െ ,         ࢂ mod ቆࢂ  ቀ  ඥ െ √ቁቇ ൌ ࢂ ؠ ,  ࢂ mod ቆࢂ  ቀ  ඥ െ √ቁቇ ൌ െඥି√ െ ,  



Цифровая Обработка Сигналов №3/2011 
 
 

__________________________ 
9 

находится матрица ࡿ ൌ  ටି√ െ  െටି√ െ  ൌ ቂ   െቃ ڄ ቈ െ ටି√.   

Поскольку  Էሺࢻ,ࢻሻሾ࢞ሿ/ሺࢂାሺିඥା√ሻ ؆ Էሺࢻ,ࢻሻሾ࢞ሿ ሺ࢞ െ ⁄ሻࢻ ,  Էሺࢻ,ࢻሻሾ࢞ሿ/ ቀࢂାሺାටା√ቁ ؆ Էሺࢻ,ࢻሻሾ࢞ሿ ሺ࢞ െ ⁄ሻࢻ , Էሺࢻ,ࢻሻሾ࢞ሿ/ሺࢂାሺିඥି√ሻ ؆ Էሺࢻ,ࢻሻሾ࢞ሿ ሺ࢞ െ ⁄ሻࢻ ,  Էሺહ,હሻሾ࢞ሿ/ ቀ܄ାሺାටି√ቁ ؆ Էሺહ,હሻሾ࢞ሿ ሺ࢞ െ હሻ⁄ , 
то матрица перестановки в (38) определяется как ࡼ ൌ           . 

Полиномиальное преобразование 4-точечного ДКП-4, 
согласно пошаговой декомпозиции (38), имеет вид DCTതതതതതതത ൌ चࢻ,࢈ ൌ ࡾሺࡼ ْ    .ࡾሻࡿ

Матрица ДКП-4 получается из DCTതതതതതതത, согласно (22), 
умножением на масштабирующую диагональную матрицу: DCT ൌ diagஸழସሺcosሺ  ሻ࣊/ૡሻ ڄ DCTതതതതതതത.  

В итоге получен быстрый алгоритм 4-точечного ДКП-4, 
требующий восемь операций умножения (четыре умножения 
для ۲۱܂തതതതതതതത и четыре умножения для ࢍࢇࢊஸழସሺ࢙ࢉ  .((ૡ/࣊

Быстрый алгоритм 8-точечного ДКП-2 
Самое широкое распространение в последнее время 

получил алгоритм 8-точечного ДКП-2, что связано с его 
применением в стандарте кодирования изображений 
JPEG [10]. Применим предлагаемый в статье подход к 
синтезу быстрого алгоритма 8-точечного ДКП-2. Как и в 
предыдущих примерах, начальным пунктом является 
модель сигнала, описывающего ДКП-2: ऋ ൌ ग ൌ Էሾܠሿ܄ૡ െ ૠ܄ ൌ Էሾܠሿሺܠ െ ሻ܃ૠ , ܊ ൌ ሺ܄, … ,  ૠሻ܄

Рассмотрим полином ሺ࢞ሻ ൌ ሺ࢞ െ ሻࢁૠሺ࢞ሻ, используя 
выражение (19) для факторизации ࢁૠሺ࢞ሻ над полем , 
получаем ܘሺܠሻ ൌ ሺܠ െ ሻሺܠሻ൫ܠ െ ൯ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ ሺܠ െ ܠ  ሻ, 
откуда, объединив на время сомножители, взятые в 
фигурную скобку, находим ሺ࢞ሻ ൌ ൫࢞ െ ࢞ െ ૡ࢞  ૡ࢞൯ሺ࢞ െ ࢞  ሻ ൌ ൌ ൫ࢂሺ࢞ሻ െ ሻ࢞ሺࢂሻ൯൫࢞ሺࢂ   ሻ൯. (39)࢞ሺࢂ

Согласно таблице 1, корни полинома ሺ࢞ሻ равны ࢻ ൌ ࢙ࢉ ૡ/࣊ ,  ൌ , … , ૠ. Теперь, используя (39) и КТО, 
можно перейти от исходного модуля ग размерности 
восемь к прямой сумме двух подмодулей размерности 
четыре: Էሾ࢞ሿ ሺࢂૡ െ ⁄ૠሻࢂ ૡሱሮ  Էሾ࢞ሿ ሺࢂ െ ⁄ሻࢂ ْ ْ Էሾ࢞ሿ ሺࢂ  ⁄ሻࢂ  (40) 

Преобразованию (40) соответствует матрица смены 
базиса ૡ. Для определения ૡ необходимо выразить 
базисные элементы ࢈ в базисе ሺࢉ, ࢉ ሻ, гдеࢊ ൌ ࢊ ൌሺࢂ, … , ࢂሿ/ሺ࢞ሻ это базис подмодуля Էሾࢂ െ ࢂሿ/ሺ࢞ሻ и Էሾࢂ  -ሻ, соответственно. Выполняя действия, аналогичࢂ
ные выполненным в таблице 3, получаем ૡ ൌ ࡵ ࡵࡶ  െࡶ൨.  

Алгебры в правой части (40) соответствуют 4-точечным 
ДКП-2 и ДКП-4, соответственно. Тем самым задача синтеза 
быстрого алгоритма 8-точечного ДКП-2 распадается на две 
подзадачи синтеза быстрых алгоритмов 4-точеч-ных ДКП-2 и 
ДКП-4, которые были решены в предыдущих разделах. 
Таким образом, общая схема разложения модуля Էሾ࢞ሿ/ሺࢂૡ െ   ૠሻ запишется какࢂ

Էሾ࢞ሿ/ሺࢂૡିࢂૠሻ ૡሱሮ Էሾ࢞ሿ/ሺࢂିࢂሻ ْ Էሾ࢞ሿ/ሺࢂାࢂሻ
 DCT2തതതതതതതْDCT4തതതതതതതሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ሮ ໄ Էሺࢻሻሾ࢞ሿሺࢻି࢞ሻୀ,,, ْ ْ ໄ Էሺࢻ,ࢻሻሾ࢞ሿ/ሺࢻି࢞ሻୀ,,,ૠ  
ૡ ሱሮࡼ  ໄ Էሺࢻ,ࢻሻሾ࢞ሿ/ሺࢻି࢞ሻஸழ଼ .  

(41)

В (41) ࡼૡ – матрица перестановки неприводимых 
подмодулей в соответствии с индексами корней полинома  ൌ ૡࢂ െ ሻࢻૠ. Отметим также, что Էሺࢂ ؆ Է√ является 
подполем Էሺࢻ,ࢻሻ ؆ Էሺඥା√. Используя (41) получаем 
быстрый алгоритм полиномиального 8-точечного ДКП-2 DCTതതതതതതതૡ ൌ चࢻ,࢈ ൌ ૡሺDCTതതതതതതതࡼ ْ DCTതതതതതതതሻૡ.   

Для получения матрицы ДКП-2 умножим DCTതതതതതതതૡ на 
масштабирующую диагональную матрицу: DCTૡ ൌ diagஸழ଼ሺcos ሻ/࣊ ڄ DCTതതതതതതതૡ. (42) 

В итоге получен быстрый алгоритм для 8-точечного 
ДКП-2. Схема алгоритма, соответствующего (42), приво-
дится на рис. 2. Алгоритм требует 29 сложений и 12 
умножений (или 5 умножений, если не выполнять мас-
штабирования).  

2

2

2
22+

22−  
Рис. 2 – Граф-схема быстрого алгоритма  

8-точечного ДКП-2, ࢉሺሻ ൌ ࢙ࢉ  ,࣊ ൌ , … , ૠ 

Заключение 
Представлен систематический подход к синтезу бы-

стрых алгоритмов дискретных тригонометрических 
преобразований на основе алгебраической теории 
обработки сигналов. Основное внимание уделено 
дискретным косинусным преобразованием второго и 
четвертого типов. Использованный в статье подход 
упрощает синтез быстрых алгоритмов и даёт лучшее 
представление об их алгебраической структуре. Ключе-
вым является соответствие между дискретным тригоно-
метрическим преобразованием и полиномиальной 
алгеброй Էሾ࢞ሿ/ሺ࢞ሻ. Быстрый алгоритм получается в 
результате действий над алгеброй, а не над матрицей 
преобразования. По сути, быстрый алгоритм сводится к 
нахождению пошаговой факторизации полинома ሺ࢞ሻ. 
Для этой цели великолепно подходит теория Галуа, 
позволяющая определить башню полей, в которых ሺ࢞ሻ 
раскладывается на сомножители меньшей степени. 

В качестве практического результата получен быст-
рый алгоритм 8-точечного ДКП-2, содержащий в ядре 
своей структуры только 5 операций умножения и 29 
операций сложения. 
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Application of polynomial algebras and Galois 
theory for synthesis of fast algorithm of discrete co-

sine transform 
 
 

M.I. Vashkevich, A.A. Petrovsky 
 
 
The systematic approach to synthesis of fast algo-

rithm of discrete cosine transform of type 2 and 4 (DCT-
2/DCT-4) based on algebraic signal processing theory 
(ASP) is proposed. In the ASP framework fast algorithm 
are not derived by manipulating with the entries of 
transform matrix, but by stepwise decomposition of 
polynomial algebra associated with given transform. This 
decomposition assumes stepwise factorization of poly-
nomial. For that purpose we suggest to use intermediate 
fields of splitting field of polynomial that obtained by 
using fundamental theorem of Galois theory. 
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сигналов и её применение- DSPA’2012», которая состоится в ИПУ РАН 28 марта – 30 марта 2012 года 
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