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Статья посвящена проблемам оценки эффективно-

сти использования различных ортогональных преобразо-

ваний статических и динамических изображений. Предло-

жен оригинальный критерий этой оценки. 
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Введение 

Пусть ( )T
N

XXX
110

,,, −= KX  - некоторый случайный 

вектор (дискретный сигнал). Требуется найти такой спо-

соб эффективного цифрового кодирования вектора X, 

чтобы при заданной длине L (бит) двоичного кода полу-

ченный после декодирования вектор 

( )T
N

XXX
110

,,, −=
)

K

)))

X  представлял исходный с мини-

мальной ошибкой 





 −=

2
2

XXMε . (Здесь и далее в 

качестве векторной нормы используется евклидова 

норма.)  

Вследствие наличия межкомпонентных связей неза-

висимое покомпонентное статистическое кодирование 

отсчетов дискретного сигнала, следующее за их скаляр-

ным квантованием, порождает избыточные, неэффек-

тивные коды. Общий подход, который используется для 

повышения эффективности кодирования дискретных 

сигналов, состоит в предварительной обработке исход-

ных данных с помощью обратимого дискретного преоб-

разования с матрицей W, переводящего вектор X в 

некоторый вектор Y=WX, в котором зависимость меж-

ду компонентами ослаблена. Тогда независимое поком-

понентное кодирование вектора Y, а не вектора X, ста-

новится обоснованным. Вектор Y будем называть век-

тором трансформант, или обобщенным дискретным 

спектром. 

Ограничим рассмотрение статистических зависимо-

стей между отсчетами вектора X рамками корреляци-

онной модели, считая, что для исходного дискретного 

сигнала X заданы вектор математических ожиданий 

компонент ( )T
XX
N

mm
10

,,)(
−

=Μ= KXm
X

 и ковариаци-

онная матрица ( ) 1

0,
),cov(

−
=

= N

jkjk XX
X

K . Тогда смысл 

использования дискретного преобразования для коди-

рования сигналов состоит в том, чтобы получить век-

тор трансформант Y=WX с некоррелированными ком-

понентами. Этого можно добиться, если матрица 

W=Wopt составлена из собственных векторов матри-

цы KX – соответствующее дискретное ортогональное 

преобразование называется преобразованием Каруне-

на-Лоэва (или Хоттелинга). Ковариационная матрица 

KY вектора Y имеет в этом случае диагональный вид. 

Однако отсутствие быстрых алгоритмов вычисления и 

зависимость параметров оптимального преобразова-

ния Карунена-Лоэва от структуры матрицы KX сущест-

венно ограничивают практические возможности его 

применения и вынуждают использовать другие преоб-

разования. Возникает вопрос: насколько эффективно 

применение того или иного преобразования Y=WX по 

сравнению с оптимальным преобразованием Карунена-

Лоэва? Как численно оценить эту эффективность для 

того, чтобы выбрать лучший из возможных вариантов 

обработки? 

Энтропия случайной величины 

Если источник сообщений ξ имеет N возможных со-

стояний {ξ0,ξ1,…,ξN-1} и принимает их вне зависимости от 

предыдущего состояния с вероятностями {p0, p1,…, pN-1}, 

то двоичной энтропией источника согласно теоремы 

Шеннона о кодировании для канала без помех [1] явля-

ется величина: 

( ) ∑
−

=
−=

1

0

2
log

N

k

kk
ppH ξ   (бит). (1) 

Энтропия (1) представляет собой минимально воз-

можные средние битовые затраты R, которые необхо-

димы для представления одного символа сообщения и 

является точной нижней оценкой для средней длины 

кода одного символа: R≥H. 

Следуя [1], рассмотрим возможность применения 

понятия энтропии к случайной величине непрерывного 

типа X (соответствующей непрерывному источнику ин-

формации), которая задана функцией плотности веро-

ятности f(x). Для упрощения выкладок положим, что 

случайная величина X может принимать значения из 

конечного диапазона, соответственно, функция плотно-

сти распределения вероятностей f(x) отлична от нуля 

на конечном интервале. Положим, что f(x)≠0 непрерыв-

на при x∈ [0,1), и  

∫ =
1

0

1)( dxxf .

 

Равномерно разобьем интервал [0,1) на N участков 

( )[ )ujjuj 1 , +=∆  длины u=1/N, j=0,1,…,N-1. Слу-

чайной величине X, попавшей в интервал ∆j, поставим в 

соответствие значение ( )
2

1+= jux j . Получаем из не-

прерывной величины X равномерно проквантованную с 

шагом u дискретную случайную величину X
)

, энтропия 

(1) которой равна: 
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где некоторая точка θj∈∆ j. При этом математическое 

ожидание квадрата ошибки квантования 
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где некоторая точка ξj ∈∆ j. 

Увеличивая число разбиений N, в пределе по-

лучим для энтропии (2):  
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(в предположении существования стоящего в выраже-

нии интеграла). При этом для ошибки (3): 
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Таким образом, при стремлении шага (дискрета) u 
равномерного квантования к нулю ошибка квантования 

(3) есть бесконечно малая величина, 12
22

u∼ε  для 

любой функции f(x), т.е. независимо от закона распре-

деления. 

Число бит, необходимое для кодирования дискрет-

ной величины X
)

, с уменьшением шага квантования 

u→0 непрерывной величины X бесконечно возрастает: 

uXH
2

log)( −∼
)

. Однако, если имеются две случайных 

величины X и Y, определяемые на интервале t∈ [0,1) 

функциями плотности вероятности f(t) и g(t) соответст-

венно, то при бесконечно малом шаге разбиения интер-

вала [0,1) существует предел разности для значений 

энтропии (4) дискретных величин X
)

 и Y
)

 (в случае су-

ществования соответствующих интегралов): 
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u
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при этом 12/)()(
222

uYX ∼∼
))

εε . 

Для непрерывной случайной величины X с функцией 

плотности вероятности f(x) (заданной в общем случае 

на всей числовой оси) величина 

( ) ( )dxxfxfXH ∫
+∞

∞−

−=
2

log)(
 (6) 

является дифференциальной энтропией [1]. Данное 

название подчеркивает тот факт, что реальный смысл 

несут именно разности значений (6): если H(X)<H(Y), 
то при достаточно малом шаге квантования u ошибки 

квантования эквивалентны, 12/)()( 222
uYX ≈≈

))

εε , но, 

как следует из (5), для кодирования величины Y
)

 потре-

буется примерно на H(Y)-H(X)  большее число бит, чем 

необходимо для кодирования X
)

. 

Критерий средней избыточной энтропии [4] 

Рассмотрим вектор Y=WX, полученный в результа-

те дискретного ортогонального преобразования, для 

которого матрица обратного преобразования W
- 1
=W

T
. 

Пусть fk(mk,σk,x) - функция плотности распределения 

вероятностей для Yk k-ой компоненты вектора Y, где mk 

– математическое ожидание, σk – среднеквадратичное 

отклонение. Обозначив  

( ) ( )xfxf
kk

,1,0
0 =  и учитывая, что  
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среднюю дифференциальную энтропию одной компо-

ненты преобразованного вектора можно записать сле-

дующим образом: 
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Здесь и далее опущенное в обозначениях основание 

логарифма означает, что выбор его конкретного значе-

ния для построения изложения непринципиален. 

Чем меньше средняя энтропия (7), тем эффективнее 

будет последующее независимое кодирование компо-

нент преобразованного вектора. 

Поскольку в рамках корреляционной модели законы 

распределения компонент вектора X неизвестны, то и точ-

ное определение вида функций плотности распределения 

)(0 xf
k

 для компонент вектора Y также невозможно. Одна-

ко компоненты вектора Y представляют собой определен-

ные взвешенные суммы из компонент вектора X:  

∑
−

=
=

1

0

,

N

j

jjkk xwy
,  

где весовые коэффициенты представляют собой эле-

менты матрицы преобразования  

{ } 1

0,,

−
=

= N

jkjkwW
,  

поэтому с некоторым приближением можно допустить 

возможность применения центральной предельной тео-

ремы (ЦПТ) и положить, что распределение каждой из 

компонент вектора Y подчиняется нормальному закону 

(отличия имеют место только в параметрах распреде-

ления). Хотя, строго говоря, для корректного использо-

вания ЦПТ необходима прежде всего статистическая 

независимость входящих в сумму случайных величин, 

именно гауссова плотность часто используется для опи-

сания законов распределения коэффициентов унитар-

ных преобразований, в частности, при цифровой обра-

ботке изображений [2]. Используется также распределе-

ние Лапласа. Более точное описание законов распреде-

ления основано на обобщенном нормальном законе 

(см., например, [3]). Допущение об общем виде законов 

распределения компонент вектора трансформант Y для 

различных преобразований не является строгим, однако 
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часто применяется на практике, поэтому можно считать, 

что :1,,1,0 −=∀ Nk K

 

( ) ( )0 0log
k k
f x f x dx C

+∞

−∞

− ≈∫
. 

Используем менее жесткое ограничение, а именно: 

( ) ( )
1

0 0

0

1
log
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k k
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f x f x dx C
N

+∞−

= −∞

− ≈∑ ∫ , 

где С - некоторая константа, не зависящая от вида ис-

пользуемого преобразования и его размерности. Сред-

нюю энтропию (7) одной компоненты вектора трансфор-

мант можем записать тогда в следующем виде: 

C
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2log
2

1 σ . (8) 

Необходимые в выражении (8) значения 2

k
σ  диспер-

сий трансформант Yk  

являются диагональными элемен-

тами матрицы KY=WKXW
T
 и в общем случае могут 

быть найдены по формуле:  
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Для оптимального преобразования Карунена-Лоэва 

расчет по формуле (9) упрощается, т.к. матрица KY 

имеет диагональный вид и  

XXY
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Рассматривая среднюю безусловную энтропию (8) 

как характеристику декоррелирующих свойств ортого-

нальных преобразований, естественно в качестве точки 

отсчёта принять значение (8) для оптимального преоб-

разования Карунена-Лоэва и ввести в рассмотрение 

следующий параметр: 

( ) ( ) ( )
XXX

KWKWKW ,,,
optcpcp

HHH −=∆ , 

или, с учетом (8), (10): 

( ) 
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k
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N
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Величина (11) характеризует избыточность данных в 

векторе Y, связанную с неполной декорреляцией ком-

понент (чем больше значение (11), тем меньше эффек-

тивность декоррелирующего преобразования с матри-

цей W). Назовём данную величину средней избыточ-

ной энтропией [4]. 

Комментарии к определению (11) 

1. Физический смысл величины. Решая задачу опти-

мального (в смысле минимизации суммарной квадра-

тичной ошибки) распределения заданного количества 

бит для кодирования компонент случайного вектора, 

имеющего N-мерное нормальное распределение, Хуанг 

и Шультхайс [5] установили, что при определенных ус-

ловиях вносимая в результате оптимального скалярного 

квантования по Максу суммарная квадратичная ошибка 

пропорциональна произведению дисперсий компонент, 

а именно: 
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где 
2

k
σ  - дисперсия компоненты Yk, а Y и Y

)

 - ориги-

нальный и скалярно проквантованный векторы, соответ-

ственно. В свою очередь, Дэвис и Носратиниа [6] показа-

ли, что для ортогональных преобразований при фиксиро-

ванном значении размерности N величина, стоящая в 

правой части соотношения (12), принимает минимальное 

значение для оптимального преобразования Карунена-

Лоэва. Поэтому для данного преобразования значение 

средней энтропии (8) минимально (см. также (10)), и зна-

чение величины (11) для любых ортогональных преобра-

зований неотрицательно. Таким образом, чем меньше 

величина средней избыточной энтропии, тем ближе свой-

ства используемого преобразования к оптимальным. Ми-

нимум величины (11), равный нулю, достигается для оп-

тимального преобразования Карунена-Лоэва. Если в 

формуле (11) взять двоичное основание для логарифма, 

то физический смысл величины (11) определяется как 

избыточные (по сравнению с преобразованием Карунена-

Лоэва) битовые затраты, приходящиеся в среднем на 

одну компоненту вектора Y при независимом эффектив-

ном кодировании компонент после равномерного кванто-

вания с достаточно малым шагом u.  

2. О требовании к ортогональности матрицы W. От-

метим, что для анализа с использованием формулы (11) 

требование ортогональности исследуемого преобразо-

вания является принципиальным. Действительно, ана-

лизируя среднюю неопределенность компоненты векто-

ра Y=WX по величине средней дифференциальной 

энтропии (7)-(8), мы фактически предполагали, что ком-

поненты вектора Y равномерно проквантованы с шагом 

квантования u→0, при этом квадратичная ошибка (3), 

вносимая при квантовании в каждую компоненту вектора 

Y: 12
22

u∼ε , тогда суммарная ошибка от квантования 

компонент YY
)

 → еквантовани

 для любого преобразова-

ния:  

12/~
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NuYY
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− . 

Эта ошибка всегда будет равна ошибке, внесенной в 

исходный вектор X, XXYY
))

−=− , только для орто-

гональных преобразований. Если анализируемые пре-

образования не являются ортогональными, то говорить 

об эквивалентности ошибки кодирования 

12/~
2

2

NuXX
)

−  для разных преобразований нельзя, и 

сравнение декоррелирующей эффективности преобра-

зований по параметру (11) является некорректным. 

3. Эффективность декорреляции как степень концен-

трации энергии в векторе трансформант. Из формулы 

(11) следует, что самый «худший» вариант используе-

мого преобразования при фиксированной размерности 

N дает максимальное значение параметра 

∏
−

=
=

1

0

2

N

k

k
P σ . (13) 

Известно, что для всех ортогональных преобразова-

ний след ковариационной матрицы инвариантен, т.е.  

∑∑
−

=

−

=
===

1

0

2

1

0

2
tracetrace

N

k

X

N

k

k k
σσ

XY
KK

. 
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Тогда наложив ограничение  

const

N

k

k
=∑

−

=

1

0

2σ , 

методом неопределенных множителей Лагранжа можно 

убедиться в том, что максимум выражения (13), а также 

и (11), имеет место, когда 2

1

2

1

2

0 −===
N

σσσ K

. Опти-

мальность же применения преобразования следует по-

нимать как способность последнего к концентрации ос-

новной «энергии» (определяемой следом ковариацион-

ной матрицы) исходного дискретного сигнала (вектора 

X) в малом количестве коэффициентов-трансформант. 

В этом смысле задача выбора преобразования прини-

мает вид задачи дискретной L2-аппроксимации: найти 

такое преобразование, чтобы для заданного набора Ω 

отбрасываемых коэффициентов преобразования их 

суммарная дисперсия (фактически, энергия) ∑
Ω∈k

k

2σ  была 

минимальной. Использование такого подхода менее 

универсально, вполне может дать разные результаты 

сравнения преобразований при различном количестве 

отбрасываемых коэффициентов. Тем не менее, подоб-

ное изучение свойств преобразований описано в лите-

ратуре [7]. 

Анализ эффективности применения преобразований для 

дискретного марковского  процесса первого порядка 

Для примера приведем расчетные значения пара-

метра (11) при использовании ряда дискретных ортого-

нальных преобразований для обработки вектора X, ко-

торый представляет собой реализацию стационарного 

марковского процесса первого порядка и имеет кова-

риационную матрицу 

( )




















=

−−

−

−

1

1

1

21

2

1

K

LLLL

K

K

NN

N

N

ρρ

ρρ
ρρ

ρ
X

K

, (14) 

0≤ρ≤1. Данная модель имеет широкое применение и 

представляет большой интерес для практики, параметр 

ρ есть коэффициент корреляции соседних отсчетов дис-

кретного случайного процесса [2,7]. 

Результаты расчета средней избыточной энтропии 

приведены на рис. 1, где рассмотрены дискретное коси-

нусное преобразование (ДКП), слэнт-преобразование 

(СП), дискретное преобразование Хартли (ДПХ2), а так-

же дискретные преобразования Адамара (ДПА) и Хаара 

(ДПХ1) (определения преобразований см. [2,7]). Выво-

ды, которые следуют из анализа графиков рис. 1, под-

тверждают известные результаты оценки декоррели-

рующих свойств преобразований, полученные при ис-

пользовании других методов, например по Пэрл [8]. В 

частности, критерий (11) подтверждает тот факт, что 

среди дискретных преобразований, имеющих быстрые 

алгоритмы вычислений, ДКП дает наиболее близкие к 

оптимальному преобразованию характеристики декор-

реляции для модели данных, которые описываются ко-

вариационной матрицей (14).  

Подробное сравнение результатов анализа декорре-

лирующей эффективности преобразований по предло-

женному критерию (11) и по критерию Пэрл [8] для дру-

гих видов ковариационных матриц KX 

и других размер-

ностей    преобразований,   а   также   более   подробное  

рассмотрение вопросов численного нахождения вели-

чины (11) для ряда особых случаев можно найти в рабо-

тах [4,9,10]. 
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Рис. 1. Значения средней избыточной энтропии (11) 

при использовании некоторых ортогональных преоб-

разований для обработки 16-ти компонентного век-

тора данных, имеющего ковариационную матрицу (14) 

Применение предложенного критерия (11) во всех 

рассмотренных случаях дало оценки, которые хорошо 

согласуются с другими известными теоретическими и 

экспериментальными результатами. 
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