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Рассматривается изменение спектра сигнала, 

аппроксимируемого полиномиальным сплайном про-

извольной степени  m, представленным через ба-

зисные B-сплайны, коэффициенты которых опреде-

ляются в виде взвешенной суммы произведений 

отсчётов исходного сигнала на соответствующие 

значения  B-сплайнов. 

УДК 621.396.2 

ИССЛЕДОВАНИЕ СПЕКТРА ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ СПЛАЙНОВ 

Просочкин А.С. 

 

Для приближения, восстановления и фильтрации 

сигналов, заданных в виде функций времени  f(t) на 

равномерной сетке ti  (i=−∞, …, −2, −1, 0, 1, 2, …,+∞,  

∆t=ti – ti+1 = const - период дискретизации сигнала) 

значениями f(ti) с некоторой погрешностью, широко ис-

пользуются методы полиномиальной сплайн-

аппроксимации [1]. Распространённым способом по-

строения полиномиальных сплайнов произвольной сте-

пени  m  является их представление через базисные B-

сплайны в виде [1] 
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где   Ci  - коэффициенты аппроксимации; 

)(tB
m

i
 - базисные B-сплайны степени  m,  которые имеют 

отличные от нуля значения на  (m+1)  участках сплайна, 

называемых интервалом носителем  B-сплайна. 

Значения  B-сплайна на границах участков называ-

ются его узлами.  

В общем случае каждый участок базисного B-

сплайна может включать  d  интервалов  ∆t=ti – ti+1  

(d=1, 2, 3, …). На рис. 1 приведено множество B-

сплайнов третьей степени  (m=3) при  d=2. 

Спектр дискретного сигнала  f(t), заданного в виде 

значений  fi = f(ti) на сетке ti ,  определяется как [2] 
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Из формулы (2) следует, что спектр дискретного сиг-

нала является периодическим с периодом равным  2π . 

Спектр сплайна (1), заданного в виде значений 
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на сетке  ti, принимает вид 
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Так как при аппроксимации сигнала полиномиальным 

сплайном происходит изменение спектра, рассмотрим 

вопрос, как изменится спектр  )(ω
⋅

Sm
F  сплайна  )(tS

m  

произвольной степени  m, заданного в виде значений 

)(
i

m
tS  на равномерной сетке  ti  по отношению к спектру  

)(ω
⋅
F исходного сигнала  f(ti) (i=−∞, …, −1, 0, 1, …,+∞). 

Значение сплайна степени  m  в момент времени  ti   
при  d=1 определяется в виде [1] 
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где l – число узлов базисного B-сплайна на половине 

интервала носителя, в которых его значения отличны от 

нуля; 
m

kB – величина B-сплайна степени  m  в  k-м узле его 

интервала носителя. 

Величина  l  зависит от степени сплайна и опреде-

ляется выражением 
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Если каждый участок включает  d  интервалов  ∆t,  
то величина интервала носителя B-сплайна равна  d· 

∆t·(m+1),  а значение сплайна степени  m  в момент 

времени  ti  определяется по формуле   
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Например, для кубического сплайна  (m=3, l=2) при  

d=2  (см. рис. 1) из формулы (5) получим 
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Рис. 1. Множество базисных кубических B-сплайнов при  d=2. 
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Подставив значения )(
i

m
tS  из формулы (5) в фор-

мулу (3), получим спектр полиномиального сплайна 

произвольной степени  m  в виде 

ij

i

l

lk

m
kdkdiSm eBCF

ωω −
∞

−∞=

−

−−=
⋅−⋅+

⋅
⋅














⋅= ∑ ∑

)1(

)1(

)( . (6) 

Для определения полиномиальных сплайнов (1) 

применяются разные способы вычисления коэффициен-

тов Ci , основанные на минимизации функционалов, 

характеризующих отклонение сплайна  Sm(ti) от исход-

ного сигнала  f(ti) [1]. В общем случае вычисление ко-

эффициентов Ci  производится путём решения систем 

алгебраических уравнений и требует значительных за-

трат. На практике широко используются способы при-

близительного вычисления коэффициентов с помощью 

явных формул [3]. В таких случаях значение коэффици-

ента Ci  вычисляется по значению исходного сигнала  fi  
в точке ti и значениях сигнала в точках, близких к  ti. 

Рассмотрим случай, когда коэффициент  Ci, соответст-

вующий  i-му  В-сплайну )(tB
m

i
, определяется в виде 

взвешенной суммы произведений отсчётов исходного сиг-

нала, которые попадают в интервал носитель  i-го B-

сплайна, на соответствующие значения B-сплайна (далее 

индекс m в обозначении B-сплайна опущен) 

∑
−⋅

−⋅−=
+⋅⋅=

)(

)(

1
qld

qldn

nini fB
d

C . 

где  q – постоянная величина, значение которой зависит 

от  m  и  d. 

Для сплайнов нечётной степени  m:  q=1. 

Для сплайнов чётной степени  m: 
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Число  2·(d·l-q)+1 – определяет количество значе-

ний исходного сигнала, попадающих в интервал носи-

тель соответствующего B-сплайна. 

Таким образом 
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С учётом формулы (7) спектр полиномиального 

сплайна произвольной степени  m, заданного на сетке  ti  
своими значениями )(

i

m
tS , определяется выражением 
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Учитывая свойство симметрии базисных B-сплайнов   

Вn=B-n ,   [ ])();( qldqldn −⋅+−⋅−∈  (9) 

и группируя слагаемые в сумме по  k,  получим 
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Выполнив преобразования в квадратных скобках 

формулы (10) с учётом свойства симметрии (9) базис-

ных  B-сплайнов и применив перестановку операций 

суммирования, получим  
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Можно показать, что с учётом свойств преобразова-

ния Фурье для сигнала с задержкой [2], которое утвер-

ждает, что спектр сигнала, сдвинутого во времени на 

величину  τ, соответствует спектру исходного сигнала, 

умноженному на комплексную экспоненту  
ωτj

e
−

, фор-

мула (11) преобразуется к виду 
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Таким образом, формула (13), устанавливает 

связь спектра исходного аппроксимируемого сигнала 

и спектра соответствующего ему полиномиального 

сплайна произвольной степени, который характери-

зуется произведением двух функций, определяемых 

в виде рядов Фурье. 

Число l членов первого ряда пропорционально 

степени  m  полиномиального сплайна. Коэффици-

ентами данного ряда являются значения функции 

)(tB
m

i
, соответствующие узлам B-сплайна. Число  

(d·l-q) членов второго ряда зависит от степени  m 
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сплайна и числа d периодов дискретизации, которые 

образуют интервал между узлами сплайна. Коэффи-

циентами второго ряда являются значения  B-

сплайнов, соответствующие отсчётам  f(ti)  исходно-

го сигнала. 
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Рис. 2  Амплитудный спектр одиночной импульсной 

функции  (14),  приближённой сплайном степени  m=3. 
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Рис. 3  Амплитудный спектр одиночной импульсной 

функции  (14),  приближённой сплайном степени  m=5. 

Для численного эксперимента в качестве исход-

ного дискретного сигнала f1(ti) взята одиночная им-

пульсная функция [2], которая задана одним значе-

нием в центре интервала [ ]
N

ttt ,
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Такая функция имеет равномерный амплитудный 

спектр с амплитудой, равной единице для всех состав-

ляющих спектра. 

Амплитудные спектры полиномиальных сплайнов (7) 

различных степеней m, приближающих одиночную им-

пульсную функцию (14), определённые в соответствии с 

формулой (13) для N=64 и разных значений  d, приве-

дены на рис. 2-4. 
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Рис. 4  Амплитудный спектр одиночной импульсной 

функции  (14),  приближённой сплайном степени  m=7. 

При этом амплитудные спектры соответствующих 

полиномиальных сплайнов, определённые с помо-

щью дискретного преобразования Фурье, полностью 

совпадают со спектрами, приведёнными на рис. 2-4.  

Таким образом, спектр полиномиального сплайна 

произвольной степени, представленного через ба-

зисные B-сплайны, коэффициенты которых опреде-

ляются в виде взвешенной суммы произведений от-

счётов исходного сигнала на соответствующие зна-

чения  B-сплайнов, связан со спектром соответст-

вующего исходного сигнала формулой (13), а ампли-

тудный спектр сплайна в отличие от амплитудного 

спектра исходного сигнала, имеет затухающий ха-

рактер, следовательно операция восстановления 

может рассматриваться как низкочастотная фильт-

рация сигнала. 
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