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Описывается метод кратномасштабного представления 
изображений, называемый курвлет-преобразованием. В на-
стоящей работе данный тип преобразования используется 
для задачи восстановления изображений из зашумленных дан-
ных. Приведены результаты моделирования, показывающие 
основные особенности данного метода преобразования. Про-
ведено сравнение полученных результатов с результатами, 
полученными на основе классических алгоритмов фильтрации. 
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КУРВЛЕТ-ПРЕОБРАЗОВАНИЕ В ЗАДАЧЕ ПОДАВЛЕНИЯ ШУМА В ИЗОБРАЖЕНИЯХ 
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Введение 
На сегодняшний день существует множество 

различных методов цифровой обработки 
изображений. Они могут быть применены для 
решения различных задач, в частности, для ана-
лиза, восстановления и сжатия изображений. 
Довольно широкое применение в указанных 
областях в последние годы нашло вейвлет-
преобразование, которое является эффективным 
инструментом для работы как с одномерными, так и с 
двумерными сигналами. В основу вейвлет-
преобразования положено разложение произвольного 
сигнала (функции) по некоторому ортонормированному 
базису, построенному на основе вейвлет-функций, об-
ладающих определенными свойствами [1], наиболее 
важными из которых являются частотно-временная ло-
кализация и масштабируемость. Одной из наиболее 
простых реализаций дискретного вейвлет-
преобразования является банк фильтров. Как правило, 
для обработки изображений применяются двумерные 
разделимые банки фильтров (на практике обработка 
выполняется посредством применения одномерного 
банка фильтров последовательно к строкам, а затем к 
столбцам изображения), что соответствует разделимо-
му двумерному вейвлет-преобразованию. 

Изначально разработанное для анализа точечных 
особенностей изображения, разделимое вейвлет-
преобразование, обладающее свойством изотропного 
масштабирования, не позволяет анализировать более 
сложные элементы изображения. Значительно больше 
возможностей для анализа дает использование двумер-
ного неразделимого вейвлет-преобразования [2, 3]. Со-
ответствующие банки фильтров имеют более высокую 
сложность, и синтез фильтров для них является более 
сложной задачей. Наиболее известным примером дву-
мерных неразделимых банков фильтров являются банки 
ромбовидной формы [4]. На рис. 1а, б приведены диа-
граммы частотного разбиения разделимого и неразде-
лимого банков фильтров. Как можно заметить из рисун-
ка, разделимые и неразделимые банки фильтров ром-
бовидной формы ограничены в выборе направлений. 
Более эффективным является применение двумерных 
неразделимых согласованных вейвлет-фильтров. Мето-
дика, описанная в [5], позволяет синтезировать вейвлет-
фильтры для анализа изображений с особенностями 
заданного вида [6]. 

Однако, применение как разделимого, так и нераз-
делимого вейвлет-преобразований не позволяет выпол-
нять обработку элементов изображения в виде криволи-
нейных контуров, границ и т.п. На рис. 2а приведен при-

мер аппроксимации кривой вейвлет-функциями различ-
ных масштабов. Видно, что для точного представления 
данной кривой потребуется достаточно большое коли-
чество вейвлет-коэффициентов. В связи с этим возни-
кает необходимость создания методов, позволяющих 
более компактно представлять особенности изображе-
ний подобного вида. Рядом авторов разработаны пре-
образования, которые можно объединить в класс кон-
турных преобразований. 

На рис. 3 приведена общая классификация наиболее 
известных типов контурных преобразований. Далее 
кратко рассмотрим особенности каждого из них. 

В 1992 году Р. Бамбергер и М. Смит исследовали 
методы синтеза двумерных направленных банков 
фильтров [7], которые могут обладать свойством макси-
мальной децимации наряду с полным восстановлением 
сигнала. В то время внимание было сосредоточено на 
использовании направленной декомпозиции для целей 
анализа изображения, а проблемы, связанные с конст-
рукцией базисов для представления изображения и свя-
зи банков фильтров с базисными функциями непрерыв-
ной области, не были рассмотрены. Они были изучены в 
2001 году М. Ду, который ввел в рассмотрение новый 
тип кратномасштабного преобразования, названного 
контурлет-преобразованием [8]. Основой его стали на-
правленные банки фильтров Бамбергера и Смита, кото-
рые придали контурлет-преобразованию свойства, от-
личные от свойств вейвлет-преобразования, а именно, 
возможность более точной аппроксимации криволиней-
ных участков на изображениях. 

Ключевое понимание конструкций направленного ба-
зиса на основе преобразования Радона было сделано 
ранее в 1998 году Э. Кандэ и Д. Донохо с использовани-
ем риджлет-преобразования [9, 10]. Идея последнего 
заключается в отображении линейных особенностей 
изображения в точечные с использованием преобразо-
вания Радона и последующем применении вейвлет-
преобразования. Результатом данной операции являет-
ся эффективное представление двумерных функций с 
кусочно-гладкими областями, разделенными линейными 
участками. 
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а) Разделимый банк фильтров б) Неразделимый банк фильтров 

 
в) Направленный банк фильтров 

 
г) Пирамидальный направленный банк фильтров, 
соответствующий контурлет-преобразованию 

Рис. 1. Диаграммы частотного разбиения 

 

 

а) 

 

б) 

Рис. 2. Иллюстрация последовательного уточнения кривой, разделяющей две гладкие области с исполь-
зованием:  а) базиса вейвлет-функций; б) базиса курвлет-функций 
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Рис. 3. Типы основных контурных преобразований 
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В 1999 году Э. Кандэ и Д. Донохо расширили риджлет-
преобразование до курвлет-преобразования [11, 12], кото-
рое хорошо аппроксимирует особенности изображения 
вдоль гладких кривых (рис. 2б). По этим свойствам курв-
лет-преобразование схоже с контурлет-преобразованием, 
упомянутым выше. Однако общая идеология его выполне-
ния отлична от контурлет-преобразования и основана на 
разбиении криволинейного участка изображения на линей-
ные участки с последующим применением локального 
риджлет-преобразования. Помимо данных типов преобра-
зований в 1997 и 2001 годах Д. Донохо предложил ведж-
лет- [13] и бимлет-преобразования [14]. Первое из них мо-
жет быть применено для задач удаления шума и сжатия 
изображений, а второе – к детектированию границ на них. 

В 2000 году Э. Пеннек и С. Малла предложили дру-
гой подход обработки геометрической структуры изо-
бражения, основанный на бэндилет-преобразовании 
[15]. В этом преобразовании изображение разбивается 
на области, для каждой из которых строится векторное 
поле – «геометрический поток», такое, что дисперсия в 
направлении, заданном векторами, является постоян-
ной. Затем вдоль полученных направлений «геометри-
ческого потока» выполняется вейвлет-преобразование. 

Теория риджлет и курвлет-преобразований 

Основное отличие риджлет-функций от вейвлет-
функций заключаются в том, что риджлеты являются 
двумерными неразделимыми функциями и определяют-
ся не только параметрами масштаба и сдвига, но и па-
раметром их ориентации в пространстве. 

Впервые термин риджлет был введен Э. Кандэ [9]. В 
общем случае риджлет-функция может быть определе-
на в виде: 
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где a  – параметр масштаба, b  – параметр смещения и 
u  – параметр, определяющий ориентацию риджлета. 
Для того, чтобы функция (1) являлась риджлетом необ-
ходимо, чтобы функция ψ  удовлетворяла условию 
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Из (2) следует, что функция ψ  должна удовлетво-
рять условию нулевых моментов 
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Условие (3) аналогично требованию, предъявляемо-
му к вейвлет-функции [1]. 

Для 0>a , R∈b  и [ )π∈θ 2;0  определим двумерную 
риджлет-функцию в виде 
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,, x . (4) 

Функция ( )xθψ ,, ba
 имеет постоянное значение вдоль 

прямой constbxx =−θ+θ sincos 21 . В направлении, 
перпендикулярном данной прямой, она является вейв-
летом. Отсюда видна основная особенность риджлет-
функции – зависимость от направления. Примеры дву-
мерной разделимой вейвлет-функции и риджлет-
функции приведены на рис. 4. 

Для интегрируемой функции ( )xf  прямое непрерыв-
ное риджлет-преобразование можно записать в  виде 
криволинейного интеграла [16, 17]: 

( ) ( ) ( )∫ θψ=θ xxx dfbaR baf ,,,, . (5) 

Формула обратного риджлет-преобразования имеет 
вид: 
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Кроме того, для риджлет-преобразования (5), (6) 
справедливо равенство Парсеваля. Следовательно, 
аналогично преобразованию Фурье или вейвлет-
преобразованию, из равенства (5) следует, что произ-
вольную интегрируемую функцию можно представить в 
виде непрерывной суперпозиции риджлетов. 

 
 

  

а) б) 

Рис. 4. Примеры двумерных базисных функций: а) вейвлет-функция; б) риджлет-функция 
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Основным средством для вычисления риджлет-
коэффициентов является представление риджлет-
анализа в виде вейвлет-преобразования в области ко-
эффициентов преобразования Радона. Преобразовани-
ем Радона от функции f  является совокупность ли-
нейных интегралов [18] 

( ) ( ) ( )∫ −θ+θδ=θ 212121 sincos,, dxdxtxxxxftRf , (7) 

где δ  – дельта-функция Дирака. Из (7) следует, что 
риджлет-коэффициенты ( )θ,, baR f  функции f  с ис-
пользованием преобразования Радона запишутся в 
виде 

( ) ( ) ( )( )∫ −ψ⋅θ=θ − dtatbatRfbaR f
21,,, . (8) 

Как видно из выражения (8), риджлет-
преобразование может быть выполнено посредством 
применения одномерного вейвлет-преобразования к 
«срезам» преобразования Радона (угловая переменная 
θ  постоянна, t  – изменяется). 

Реализация дискретного риджлет-преобразования 
использует связь преобразования Радона с преобразо-
ванием Фурье, которая представлена выражением: 

( ) ( )( ) ( )cos , sin , i tf Rf t e dtωω θ ω θ θ −= ⋅∫
⌢

. (9) 

Отсюда следует, что преобразование Радона может 
быть получено посредством применения обратного 
одномерного преобразования Фурье к коэффициентам 
двумерного преобразованию Фурье, взятым вдоль ра-
диальных прямых, проходящих через начало коорди-
нат частотной сетки. Необходимо отметить, что дис-
кретная реализация преобразования Радона, основан-
ная на свойстве (9), выполняется с применением быст-
рого преобразования Фурье с последующей интерпо-
ляцией Фурье коэффициентов (для получения коэф-
фициентов, соответствующих угловой частоте) и явля-
ется приближенной. В то же время возможны и другие 
методы реализации дискретного преобразования Ра-
дона, дающие более точный результат. Применение 
данной схемы к осуществлению риджлет-
преобразования позволяет достаточно эффективно 
реализовать последнее в случае дискретного двумер-
ного сигнала (изображения). 

Схема риджлет-преобразования для дискретного 
случая приведена на рис. 5. Основные этапы его осуще-
ствления следующие: 

1. Вычисление прямого двумерного преобразования 
Фурье (FFT2D). 

2. Переход в области преобразования Фурье от 
прямоугольной сетки координат к полярной сетке с ис-
пользованием операции интерполяции соответствую-
щих коэффициентов преобразования Фурье. Результа-
том последней операции является набор линий поляр-
ной сетки. 

3. Применение обратного одномерного преобразова-
ния Фурье (IFFT1D) к каждой линии полученной поляр-
ной сетки. Результатом этой операции являются коэф-
фициенты преобразования Радона. 

4. Применение к плоскости преобразования Радона 
одномерного вейвлет-преобразования (WT1D) вдоль 
переменной, определяющей угол наклона линии. Ре-
зультатом является область риджлет-коэффициентов. 

Риджлет-
преобразование

Изображе-
ние

Преобразо-
вание 
Радона

Преобразо-
вание Фурье
изображения

частота

у
го

л

FFT2D

IFFT1D

WT1D

у
го

л

смещение  
Рис. 5. Схема двумерного дискретного риджлет-
преобразования 

Возможны два подхода к анализу изображения при 
помощи риджлет-преобразования: а) анализ на одном 
масштабе, при котором изображение разбивается на 
блоки одинакового размера с последующим риджлет-
анализом каждого блока; б) кратномасштабный анализ, 
в данном случае изображение многократно разбивается 
на блоки (аналогично варианту а) с уменьшением раз-
мера блока вдвое на каждом этапе разбиения и с по-
следующим риджлет-анализом. 

В заключение рассмотрения риджлет-
преобразования необходимо отметить, что оно опти-
мально подходит для использования в задаче фильтра-
ции прямых линий на изображениях, так как в основе 
него лежит преобразование Радона или, что то же са-
мое, использование базисных функций вида (4). Но в то 
же время риджлет-преобразование является избыточ-
ным, так как выполняется полный анализ изображения 
на всех масштабах, независимо от масштаба деталей, 
содержащихся в изображении. 

Как указывалось выше, курвлет-преобразование 
является более общим по отношению к риджлет-
преобразованию и позволяет анализировать не толь-
ко отрезки прямых, но и кривые линии, контуры и дру-
гие детали в изображениях. Курвлет-преобразование 
основано на применении кратномасштабного ридж-
лет-преобразования к изображениям, восстановлен-
ным по отдельным частотным полосам, полученным в 
результате субполосной фильтрации исходного изо-
бражения. Далее кратко рассмотрим основные этапы 
реализации дискретного курвлет-преобразования, 
приведенные на рис. 6. 

1. Разбиение исходного изображения на субполосы 
посредством дискретного вейвлет-преобразования без 
децимации с прореживанием импульсных характеристик 
вейвлет-фильтров на каждом последующем уровне раз-
ложения и с последующим восстановлением каждой из 
субполос в отдельности [19]. Применение вейвлет-
преобразования позволяет разделить изображение в 
пространственной области на совокупность изображе-
ний деталей и одного аппроксимирующего изображения. 
Сумма этих изображений есть исходное изображение. 
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Рис. 6. Схема двумерного дискретного курвлет-
преобразования 

 

 
Рис. 7. Примеры курвлетов для различных масштабов, 
позиций и ориентаций 

2. Полученные изображения деталей разбиваются на 
перекрывающиеся квадранты одинакового размера (во 
избежание артефактов блочности) с последующим 
взвешиванием некоторой функцией окна. При переходе 
к изображениям, содержащим более мелкие детали ис-
ходного изображения, выполняется уменьшение разме-
ра квадрантов в четыре раза так, как показано на рис. 6.  

Разбиение на квадранты необходимо, так как по-
следним этапом преобразования является риджлет-
преобразование. В пределах квадрантов отдельные 
участки кривых контуров могут быть близки к прямым 
линиям. 

3. Вычисление риджлет-преобразования по схеме, 
представленной на рис. 5. 

Необходимо отметить, что курвлет-функция, в отли-
чии от риджлет-функции, локализована в пространст-
венной области и обладает следующим свойством: гео-
метрические размеры курвлета связаны между собой 
соотношением – длина≈ширина

2. На рис. 7 приведены 
несколько курвлет-функций для различных масштабов, 
ориентаций и позиций. 

Исходя из указанного, можно отметить, что в отличие 
от риджлет-преобразования, курвлет-преобразование 
оптимально подходит для использования в задаче 
фильтрации кривых контуров на изображениях. 

Результаты моделирования 

Описанный выше алгоритм курвлет-преобразования 
может быть применен для решения задачи удаления 
шума из изображения. Рассмотрен метод пороговой 
фильтрации изображений на основе курвлет-
преобразования, реализованный в среде Matlab. Для 
тестирования алгоритма использованы семь полутоно-
вых изображений с разрешением 512*512 пикселей, 
различной степени детализации. В качестве искажения 
использован аддитивный белый гауссов шум. Для срав-
нения с рассматриваемым алгоритмом фильтрации вы-
браны следующие алгоритмы: 

1. Пороговый алгоритм фильтрации на основе вейв-
лет-преобразования [20]. 

2. Пороговый алгоритм фильтрации на основе вейв-
лет-преобразования без децимации [19, 20]. 

3. Оптимальная винеровская фильтрация. 
Общая схема алгоритма пороговой фильтрации изо-

бражений на основе курвлет-преобразования и его ана-
логов представлена на рис. 8. 
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Рис. 8. Нелинейный алгоритм фильтрации, основанный на принципе кратномасштабного представления цифро-
вых изображений 
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Основу схемы фильтрации (рис. 8) составляют: блок 
искажения, в который входит только аддитивный гауссов 
шум, и блок восстановления, состоящий из схемы пря-
мого и обратного кодирования с преобразованием, а 
также блок обработки коэффициентов, полученных в 
результате преобразования. 

Схема работы блока восстановления рассматривае-
мого алгоритма фильтрации следующая (рис. 8): 

1. Вычисление прямого преобразования изображения 
(вейвлет-преобразования, риджлет-преобразования, 
курвлет-преобразования или их аналогов). 

2. Изменение полученных коэффициентов преобра-
зования по определенному правилу (в работе использо-

валась методика мягкой и жесткой пороговой обработки 
коэффициентов преобразования [20]). 

3. Вычисление обратного преобразования от области 
измененных коэффициентов. 

Результаты работы алгоритма для тестовых изобра-
жений «Лена», «Барбара» и «Отпечаток пальца» пред-
ставлены на рис. 9. 

Здесь ПОСШ – пиковое отношение сигнал/шум, исполь-
зуемое в настоящей работе для оценки степени искажения 
цифровых изображений, σ  – среднеквадратическое откло-
нение рассматриваемой модели шума. Отметим, что зави-
симости носят монотонно спадающий характер, так как с 
увеличением σ  растет степень искажения изображений. 
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Рис. 9. Результат обработки тестовых изображений: а) «Лена»; б) «Барбара»; в) «Отпечаток пальца» 

В табл. 1 приведены численные результаты работы алгоритмов для среднеквадратического отклонения σ =25. 

Таблица 1 
Результаты работы алгоритмов 

Тестовое изобра-
жение 

Вейвлет-
преобразование, 

ПОСШ, дБ 

Вейвлет-преобра-
зование без деци-
мации, ПОСШ, дБ 

Курвлет-
преобразование, 

ПОСШ, дБ 

Оптимальный 
фильтр Винера, 

ПОСШ, дБ 

«Бабуин» 21.80 23.40 23.77 23.95 
«Лена» 27.50 30.23 30.39 27.28 

«Перцы» 27.73 30.41 30.23 27.27 
«Корабли» 25.71 28.18 28.18 26.71 
«Барбара» 24.55 26.48 28.28 25.45 
«Сатурн» 28.20 28.38 37.53 26.19 

«Отпечаток пальца» 21.70 23.77 23.83 22.73 
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На рис. 10 и рис. 11 представлены фрагменты восста-
новленных тестовых изображений, полученных с исполь-
зованием различных алгоритмов цифровой фильтрации.  

Из представленных на рис. 10 фрагментов восстанов-
ленных тестовых изображений видно, что наилучшие визу-
альные результаты получены в случае применения алго-
ритмов фильтрации на основе вейвлет-преобразования 

без децимации (рис. 10г) и курвлет-преобразования (рис. 
10д). Однако в первом случае на восстановленном изо-
бражении отсутствуют мелкие детали. Аналогичная ситуа-
ция наблюдается при использовании курвлет-
преобразования, но контуры элементов изображения здесь 
обработаны лучше, хотя и наблюдаются специфические 
для этого преобразования артефакты. 
 

 
а) 

 
б) 

 
в) 

 
г) 
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Рис. 10. Фрагменты изображения «Лена»: а) исходного; б) зашумленного, ПОСШ=20.15 дБ;  в) восстановлен-
ного на основе схемы вейвлет-преобразования, ПОСШ=27.50 дБ; г) восстановленного на основе схемы 
вейвлет-преобразования без децимации, ПОСШ=30.23 дБ; д) восстановленного на основе курвлет-
преобразования, ПОСШ=30.39 дБ; е) восстановленного на основе винеровской фильтрации, ПОСШ=27.28 дБ 
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Рис. 11. Фрагменты изображения «Барбара»: а) исходного; б) зашумленного, ПОСШ=20.25 дБ;  в) восстанов-
ленного на основе схемы вейвлет-преобразования, ПОСШ=24.55 дБ; г) восстановленного на основе схемы 
вейвлет-преобразования без децимации, ПОСШ=26.48 дБ; д) восстановленного на основе курвлет-
преобразования, ПОСШ=28.28 дБ; е) восстановленного на основе винеровской фильтрации, ПОСШ=25.45 дБ 
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Из фрагментов восстановленных тестовых изобра-

жений, представленных на рис. 11, видно, что текстура 
элементов одежды в виде полос наилучшим образом 
восстановлена в случае использования алгоритма об-
работки на основе курвлет-преобразования (рис. 11д). 

Заключение 

В работе рассмотрено курвлет-преобразование и его 
применение в задаче удаления шума. Из полученных 
результатов обработки тестовых изображений следует, 
что использование алгоритма удаления шума на основе 
курвлет-преобразования позволяет более эффективно 
обрабатывать элементы изображения, содержащие кон-
туры, детали в виде линий, кривых и т.п. Последнее свя-
зано с особой формой базисных функций данного преоб-
разования. Отметим, что в обработанных изображениях 
присутствуют артефакты по форме, соответствующей 
форме базисных функций. Для фрагмента тестового изо-
бражения «Барбара», характеризуемого большим коли-
чеством мелких деталей, получено улучшение качества 
восстановленного изображения в среднем на 2 дБ по 
сравнению с другими алгоритмами восстановления. 
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