
2

Введение

воичные псевдослучайные по-

следовательности с идеальной

автокорреляцией длины 2
n
–1 [1,2,3]

и почти идеальные двоичные после-

довательности длины 2(p
m

+1), где

p>2 – простое число, [4,5,6] широко

применяются во многих областях

связи, радиолокации и навигации.

Двоичная последовательность называется почти иде-

альной, если ее периодическая автокорреляционная

функция при всех ненулевых сдвигах, кроме одного,

равна нулю [5]. В мобильных системах широкополосной

связи, подвергающихся воздействию многолучевости,

такие последовательности используются для синхрони-

зации, оценки канала и измерения дальности. Наряду с

ними большой интерес представляют последователь-

ности, обладающие нулевой зоной корреляции (ZCZ)

при ненулевых сдвигах [3]. Однако большинство из-

вестных ZCZ-последовательностей имеют достаточно

большие боковые выбросы автокорреляции вне нуле-

вой зоны [7,8], сопоставимые со значением основного

пика, что ухудшает характеристики поиска и обнаруже-

ния сигналов.

Целью настоящей работы является построение ан-

самблей сбалансированных двоичных последова-

тельностей с относительно широкой нулевой зоной

автокорреляции (ZACZ) и малыми значениями боко-

вых выбросов за ее пределами.

Конструирование

Пусть p=4t–1>2 – простое число, α и β – примитив-

ные элементы полей GF(p
2
) и GF(p) соответственно и

a={ai} – p-ичная m-последовательность длины N=p
2
–1

с элементами ai = Tr
2

1(αi
) = �

1

j=0

αip
j

, 0�i<p
2
–1.

Рассмотрим матрицу декомпозиции A последова-

тельности a по столбцам, состоящую из T=(p2–1)/

(p–1)=p+1 строк и p–1 столбцов [1]. Эта матрица содер-

жит единственную строку с номером T/2, состоящую из

всех нулей, тогда как остальные являются циклически-

ми сдвигами некоторой короткой p-ичной m-последова-

тельности (последовательности степеней некоторого

первообразного корня g по модулю p) длины p–1. Обоб-

щая результаты [9] для p>2, находим, что последова-

тельность 

�,          (Tr
1

2
(αT/2

)=0
e={ei}= { ,        (1)

indβ (Tr
1

2(αi)),       (Tr
1

2 (αi
)�0

где 0�j<p2–1, indβ x – индекс (логарифм) x по основа-

нию β, есть последовательность сдвигов, первые p це-

лочисленных элементов которой определяют значения

циклических сдвигов строк матрицы декомпозиции от-

носительно некоторой исходной m-последовательно-

сти длины p–1, а символ � указывает на последова-

тельность из всех нулей. Из определения (1) следует,

что для всех 0�i=k+j(p+1)<N имеет место ek+j(p+1)=(ek+j)

mod p–1, k=0,2,… p, j=0,1,…p–2. Подобно теореме 2 [9],

основное свойство последовательности сдвигов для

случая p>2 может быть сформулировано следующим

образом. Для любых фиксированных l∈Z (p2–1) каждый

Рассматриваются сбалансированные двоичные псевдослучайные последова-

тельности длины p x (p+1) большой линейной сложности, построенные на основе

матрицы декомпозиции m-последовательности длины N=p
2
–1 над GF(p) и после-

довательностей длины p с идеальной автокорреляцией. Показывается, что для

всех p>3 они имеют четырехуровневую периодическую автокорреляционную

функцию (ПАКФ) с боковыми выбросами + (p+1) и регулируемой нулевой зоной
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элемент из Z(p–1) появляется в разностях (ek–ek+l) mod

(p–1), k=0,1,2,…p, точно один раз. В дальнейшем под

последовательностью сдвигов мы будем подразуме-

вать первые T=p+1 ее членов, т.е. e={ek}. Обозначим

через e(i)={ei+k}, 0�i<p
2
–1, 0�k�p, последовательность

сдвигов, соответствующую i-му сдвигу исходной p-ич-

ной m-последовательности, при этом положим e=e(0).

Очевидно, все элементы такой последовательности,

за исключением одного, могут принимать значения от

0 до p–2. Заменим в матрице A все ненулевые строко-

вые последовательности соответствующими сдвигами

некоторой двоичной псевдослучайной последователь-

ности c длины p с идеальной автокорреляцией (двуху-

ровневой ПАКФ со значениями p и –1), а строку из p–1

нулей заменим соответственно строкой из p нулей.

При этом образуется новая матрица A* порядка

(p+1)xp. Далее производим над матрицей A* операцию,

обратную декомпозиции последовательности. В ре-

зультате получаем новую сбалансированную двоичную

последовательность b длины p(p+1) с общим членом:

bi = c(indβ (Tr
2

1 (α
k
))+j)mod p , (2)

где 0�i=k+j(p+1)<N, 0�k�p, 0�j�p–1.

Пример 1. Пусть p=7 и p(x)=x
2
+x+3 – примитивный

полином над GF(7). Тогда матрица декомпозиции A m-

последовательности a длины 48 над GF(7) имеет вид,

представленный в табл. 1. Из табл. 1 находим

e={3,4,3,1,�,5,2,4}. Пусть последовательность c есть

m-последовательность 1001110. После замещения

получаем следующую матрицу (табл. 2), из которой

восстанавливаем искомую последовательность

b={111001011110001110110110010100111011

00000000011001010101}.

Автокорреляция

При рассмотрении автокорреляции полученных по-

следовательностей воспользуемся свойствами после-

довательностей сдвига. Пусть A*(i), 0Ji<p(p+1), есть де-

композиционная матрица i-го сдвига последователь-

ности b. Покажем, что число совпадающих строк в ма-

трицах A* и A*(i) при iA0 и pA3 может быть равно 0, 1, 2.

Действительно, при сдвигах i=j(p+1) совпадает только

одна строка из нулей. При остальных сдвигах может

иметь место «совпадение» или «отставание» фаз нену-

левых строковых последовательностей относительно

соответствующих строк матрицы A(i). Это может при-

водить к следующему:

. отсутствию совпадения в тех позициях, в которых

оно имело место для A и A(i);

. появлению дополнительных совпадений.

Очевидно, что число дополнительных совпадений

не может быть более одного, т.к. в противном случае

это противоречило бы свойству последовательности

сдвигов. Таким образом, число совпадений может

принимать три значения: 0, 1, 2. Cоответствующие им

значения ПАКФ будут равны –(p+1), 0 и p+1. В резуль-

тате ПАКФ будет 4-уровневой, со значениями –(p+1),

0, p+1 и p(p+1). Исключение составляет случай p=3,

при котором число совпадений при ненулевых сдви-

гах принимает два значения: 0 и 1, и ПАКФ оказыва-

ется 3-уровневой.

Из свойств последовательности сдвига следует, что

если значения ее первых p+1 элементов ei�p–3, то дли-

на нулевой зоны автокорреляции ZACZ�p+1. Соответ-

ственно, если значения элементов ei�p–4, то ZA-

CZ�2(p+1) и т.д. Поэтому, выбирая различные фазы

сдвиговой последовательности, можно менять величи-

ну этой зоны. Для получения максимально возможной

величины нулевой зоны автокорреляции предлагается

воспользоваться следующей процедурой. 

1. Находим все фазы последовательностей сдви-

гов e(i), для которых разность t между наименьшим и

наибольшим значениями элементов этой последова-

тельности, взятая по модулю p–1, является макси-

мальной. 

2. Среди найденных на шаге 1 последовательностей

сдвигов выбираем такую, у которой расстояние ∆, из-

меряемое числом сдвигов влево между первым макси-

мальным и последним минимальным элементами, мак-

симально. Назовем эту последовательность сдвигов

оптимальной (в общем случае таких последовательно-

стей может быть несколько).

3. На основе этой оптимальной последовательности

сдвигов и последовательности c длины p с идеальной

Таблица 1. Таблица 2.

i/j 0 1 2 3 4 5 ei

0 4 6 4 5 1 3 3

1 4 5 1 3 2 6 4

2 4 6 4 5 1 3 3 

3 3 2 6 4 5 1 1 

4 0 0 0 0 0 0 �

5 5 1 3 2 6 4 5 

6 2 6 4 5 1 3 2 

7 4 5 1 3 2 6 4 

i/j 0 1 2 3 4 5 6

0 1 1 1 0 1 0 0

1 1 1 0 1 0 0 1 

2 1 1 1 0 1 0 0 

3 0 0 1 1 1 0 1

4 0 0 0 0 0 0 0 

5 1 0 1 0 0 1 1 

6 0 1 1 1 0 1 0 

1 1 1 0 1 0 0 1 
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автокорреляцией строим новую последовательность b

с максимально возможным значением ZACZ.

Можно показать, что в этом случае длительность

ZACZ нулевой зоны автокорреляции около главного

лепестка равна

ZACZ= (t–1)(p+1)+(∆–1). (3)

Формула (3) справедлива для всех p, за исключением

p=3. В этом случае e={1,1,u,1} и t=1. Однако последова-

тельность b=110111010000, построенная на основе e(0),

имеет ПАКФ={12 0 0 0 0 -4 -4 -4 0 0 0 0} с ZACZ=4. Поэто-

му для общности положим здесь t=2 и D=1. Вместе с тем

необходимо отметить, что любая последовательность

сдвигов e(i) содержит информацию, по которой можно

оценить величину параметра t. Расположим для этого

все целочисленные элементы некоторой сдвиговой по-

следовательности e(i) в порядке возрастания. Обозна-

чим полученную последовательность через ε(i)={εik}, где

εik�εik+1, 0�k<p. Пусть di=max {(εik+1–εik), 0�k<p; (εi0–εip-1)

mod (p–1)}, т.е. di есть максимум разностей (по модулю

p–1) соседних элементов последовательности ε(i), вы-

бираемых по циклу в порядке убывания их номеров.

Тогда, в силу свойств последовательности сдвигов, бу-

дет справедливо следующее неравенство: di�t�di+1.

Последнее означает, что t всегда равно di или di+1, 

di –dl = 0 либо 1, 0�i<N, 0�l<N. 

Пример 2. В случае примера 1 оптимальная после-

довательность сдвигов равна e(37)={3,0,2,2,3,2,0,�} и

имеет параметры t=3 и ∆=2. На основе e(37) строим по-

следовательность b=110010101011110010111100011

10110110010100111011000000000 со следующей

ПАКФ:(56 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -8 0 0 0 -8 -8 0

0 8 -8 -8 -8 8 0 0 -8 -8 0 0 0 -8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0). Отсюда находим ZACZ=17. Такой же результат по-

лучаем, используя формулу (3): ZACZ=8х(3–1)+2–1=17.

Результаты расчета оптимальных значений ZACZ для

других семи примитивных полиномов степени 2 над

GF(7) приведены в табл. 3.

Пример 3. Пусть p=11 и x
2
+2x+6 – примитивный

полином над GF(11). Соответствующая этому по-

линому сдвиговая последовательность e={1,6,4,

3,4,1,�,7,1,1,3,6}.С помощью описанной выше проце-

дуры находим оптимальную последовательность сдвигов

{6,0,0,2,5,1,6,4, 3,4,1,�} с параметрами t=4 и ∆=10. Вы-

берем в качестве короткой последовательности с нуле-

вым сдвигом последовательность Лежандра вида

11011100010. Тогда сконструированная на их основе по-

следовательность b={0110110111100111000111000

001010101011110110001001101100001011100011010

010001010100000011001010010000111111011110101

000100111110110} имеет ПАКФ: (132 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 -12 -12 0 0 -12 0 -12 -12 0 -12 -12 0

12 12 0 -12 0 -12 12 12 -12 12 12 -12 0 -12 0 12 12

0 -12 -12 0 -12 -12 0 -12 0 0 -12 -12 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0) с ZACZ=45. Такой же результат по-

лучается из формулы (3): ZACZ=12 x(4–1)+10–1=45. 

Пример 4. Пусть p=31 и x
2
+x+12 – примитивный

полином над GF(31). Соответствующая этому поли-

ному последовательность сдвигов имеет вид:

e={3,12,15,9,4,8,27,2,4,17,10,21,1,1,15,1,�,17,2,19,

20,11,1,9,27,26,22,4,1,7,14,12}. Отсюда находим оп-

тимальную последовательность e(122)={25,7,4,10,

17,15,7,16,19,13,8,12,1,6,8,21,14,25,5,5,19,5,�,21,

6,23,24,15,5,13,1,0} с параметрами t=5 и ∆=1. Пусть

c есть последовательность Лежандра длины 31 вида

1001001000011101010001111011011. В этом случае

компьютерный расчет ПАКФ последовательности

b={00001100010101010000000111110101100100010

0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0

1001010010010011011000010000101100111000100

1011000011100101011100010010010000100010011

0110111011111101001001101000101100111100000

1010111010111111001001111011010011010111100

1111100001100111110000011011110101011100101

0110001110111110000011001010001001011110110

0110111101001011100011010111011100000010001

1010111100111001001100011111100000110110011

1001011000111000000100100101010111110111101

0000000000101011001000111101101101000100010

0100010101011001101111101101011001111011111

0100101010011110100100011011010000111110110

0111110010101100111101100011001001110100011

1100001111010000011001000000011100010100100

0101101111011101011100111101100110001110110

0110101001110111110001010101111110010011100

0011010100101100010000111100101011010010100

Таблица 3. 

№ Примитивный полином ZACZ 

1 x
2

+2x+5 
19 

2 x
2

+6x+3 

3 x
2

+4x+5 
18 

4 x
2

+5x+3

5 x
2

+x+3 
17 

6 x
2

+5x+5 

7 x
2

+2x+3 
10 

8 x
2

+3x+5 
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0100111010011110111001010001010010010101000

1101000000101111111111100000010100100100010

0011000010100001100110000001011001010001100

1110101011111100011111111110001101011000110

0000001100111} длины 992 дает значение

ZACZ=128. Это совпадает со значением ZACZ, вычи-

сленным по формуле (3). Ниже, в табл. 4, приведены

результаты расчета ZACZ для всех p�31, а также для

p=43 и p=127.

Уникальность

При конструировании последовательностей длины

p(p+1) правомерен вопрос: насколько их длина уни-

кальна по отношению к другим известным двоичным

последовательностям с нулевой зоной автокорреля-

ции. Поскольку многие ZCZ-последовательности

имеют длину, равную степени числа 2, ограничимся

рассмотрением почти идеальных двоичных последо-

вательностей длины 2(p
m

+1). Расчеты показали, что

для всех p�443, исключая 7, полученные последова-

тельности имеют длину, отличную от последователь-

ностей с почти идеальной автокорреляцией. Более

того, было обнаружено, что для всех оканчивающихся

на 1 или 3 значений p=4t+1 число p(p+1)/2–1 всегда

кратно 5 и в то же время не является степенью числа 5.

Для доказательства положим p=10u+1. Тогда число

p(p+1)/2–1=50u
2
+15u кратно 5. Далее, замечаем, что

в выражении (50u
2
+15u)/5=u(10u+3) второй сомножи-

тель 10u+3 не кратен 5. Поэтому p(p+1)/2–1 не может

являться степенью числа 5. Аналогичными рассужде-

ниями это утверждение доказывается для всех p,

оканчивающихся на 3. 

Число последовательностей

Количество различных 4-уровневых последова-

тельностей длины p(p+1) при оптимальной сдвиговой

последовательности вычисляется по формуле:

V=ϕ (p
2
–1)U/2, (4)

где ϕ – функция Эйлера, а U – число различных

двоичных последовательностей длины p с идеаль-

ной функцией автокорреляции. В качестве таких по-

следовательностей могут быть использованы m-по-

следовательности, последовательности Лежандра,

Холла, а также последовательности No-Golomb-

Gong-Lee-Gaal [1,2]. Ниже, в табл. 5, приведены ре-

зультаты расчета значений V для всех p�31, а также

p=43 и 127.

Линейная сложность

Результаты компьютерного расчета линейной

сложности LC(b) последовательностей b для p�31 ме-

тодом Берлекэмпа-Месси приведены в табл. 5. Буква-

ми Z, H и L здесь обозначены последовательности c,

принадлежащие соответственно к семействам Зинге-

ра (m-последовательности), Холла и Лежандра. При

этом предполагалось, что линейная сложность m-по-

следовательностей и последовательностей Холла

равна соответственно n и p [10], а линейная сложность

последовательностей Лежандра в зависимости от p

может принимать следующие значения: (p–1)/2, если

p=8k–1 и p–1, если p=8k+3 [11]. Полученные расчет-

ные данные дают основание сделать вывод, что в об-

щем случае линейная сложность последовательности

b выражается следующей формулой: 

LC(b)=(p+1) LC(c), (5)

где LC(c) – линейная сложность короткой последова-

тельности c.

Реализация

В зависимости от значений p i-й элемент последо-

вательности b может быть вычислен двумя способа-

ми. При небольших p предварительно вычисляется

последовательность сдвигов {ek}, значения которой

записываются в устройство памяти (например, ПЗУ) и

затем циклически (с периодом p) используются для

формирования адреса (ek +j) mod p элементов ко-

Таблица 4.

p Многочлен L t ∆ ZACZ 

3 x
2
+x+2 12 2 1 4 

7 x
2
+2x+5 56 3 4 19 

11 x
2
+2x+6 132 4 10 45 

19 x
2
+x+2 380 5 4 83 

23 x
2
+x+7 552 3 19 66 

31 x
2
+x+12 992 5 1 128 

43 x
2
+x+3 1892 6 5 224 

127 x
2
+x+3 16256 4 107 490 

Таблица 5.

p L U ϕ (p
2

–1)/2 V Тип с LC(c) LC 

3 12 1 2 2 Z 2 8 

7 56 2 8 16 Z 3 24 

11 132 2 16 32 L 10 120 

19 380 2 48 96 L 18 360 

23 552 2 80 160 L 11 264 

31 992 8 128 1024 Z/L 5/15 160/480 

43 1892 8 240 1920 H 43 1892 

127 16256 80 2304 184320 L 63 8064 
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роткой последовательности c, также находящейся в

памяти. Подобная идея использовалась и для гене-

рации последовательностей Гордона-Милза-Велча

[12]. В случае же больших p на каждом такте более

целесообразно вычислять текущее значение ek=indβ

(Tr
2

1 (αk
)). В результате объем необходимой памяти,

которая теперь в основном расходуется на хранение

последовательности c, сокращается в два и более

число раз. Существенное упрощение получается

sпри p=2
n
–1, когда в качестве последовательности c

выбирается m-последовательность. В этом случае

формула (2) преобразуется к виду:

bi = Tr
n

1 (ξ (indβ (Tr
2
1 (α

k
))+j) mod p

), ( 6) 

где ξ – примитивный элемент поля Галуа GF(2
n
).

Блок-схема генератора по формуле (6) представле-

на на рис. 1. 

Заключение

Построены новые ансамбли сбалансированных

двоичных псевдослучайных последовательностей

длины px(p+1) со сравнительно широкой регулируе-

мой зоной нулевой автокорреляции и значениями бо-

ковых выбросов 0, + (p+1) за ее пределами. Эти по-

следовательности обладают большой линейной

сложностью, которая в некоторых случаях достигает

предельно возможного значения, равного длине по-

следовательности. Полученные последовательности

могут быть использованы в системах мобильной ши-

рокополосной связи для синхронизации, оценки ка-

нала и измерения дальности. 

Рис. 1. Блок-схема генератора последовательности с

нулевой зоной автокорреляции на основе ко-

роткой m-последовательности длины p
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Установка в начало

счетчик по

mod p+1 indβ (Tr
2

1 (α
k
))

ek

сумматор по

mod p

j

счетчик по

mod p

s

Tr1

n
(ξ s

)

bi
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